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Thema: Pra-Hilbert-Ridume, Fourierkoeffizienten
Abgabe: Donnerstag, 9. Januar 2020

Besprechung: Dienstag, 14. Januar 2020

Aufgabe 1. Sei H = R([0, 1]; K) mit Skalarprodukt

1 —_—
(f,9) = /0 f(@)g(x)dx fiir alle f,g € H

wobei K = R oder K = C.
(a) Man zeige, daR {v/2sin(kr—) | k € N} eine Orthonormalbasis von H ist.

(b) Man zeige fiir alle g € H die Identitét

1 oo
1

2d:* b2

[ o= 53

wobel

1
by = 2/ g(x) sin(kmx)dx fiir alle k € N.
0

Aufgabe 2. Sei g: [-7,7] = K, K =R, C eine Riemann-integrierbare Funktion. Man zeige, dafs

™

lim g(x) sin(nz)dx = 0,
n—oo J_

s

lim g(x) cos(nz)dx = 0.

n—oo [_

Aufgabe 3. Sei f die 27-periodische Funktion definiert durch f(z) = 22 fiir z € [0, 27).
(a) Man bestimme die Fourier-Reihe von f.
(b) Konvergiert diese Fourier-Reihe punktweise gegen f(z)? Konvergiert sie gleichméfig?

(¢) Mit Hilfe von (a) berechne man

IR
= n? 6
(d) Mit Hilfe von (a) und der Parseval-Identitét zeige man

1 T
2. =%

n=1

Hinweis: Man beachte, daf f keine gerade Funktion ist, also die Koeffizienten b,, nicht notwendig ver-
schwinden.
Weiterhin lassen sich die auftauchenden Integrale durch die Periodizitét vereinfachen, z.B. [*_ f(z) cos(nz)dx =

fo%r f(z) cos(nzx)dx, etc.
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Aufgabe 4. Die Menge

((N,C) = {z = (zx)ken | 21 € Cund Y |z4]? < oo}
k=1

mit dem Skalarprodukt
(:L'7 y) = Z Ikyk
k=1
ist ein (Pré-)Hilbert-Raum. Sei

E:={z=(zp)n | l|z|| = /(z,2) = 1} C £*(N,C)

der Einheitsball in ¢2(N,C). Man zeige, daf E nicht kompakt ist.
Hinweis: Man finde eine Folge von Einheitsvektoren, die keine konvergente Teilfolge hat.
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