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Thema: Randwertprobleme fiir gewthnliche Differentialgleichungen
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Aufgabe 1. Man betrachte die eindimensionale Warmeleitungsgleichung

Opu(x,t) = 02u(z,t) fiir alle € (0,1),t >0 (1)

mit der Rand- und Anfangsbedingung
u(0,t) = u(l,¢) =0 fir alle t > 0 (2)
u(z,0) = uo(x) fir alle z € [0, 1] (3)

wobei u : [0,1] x [0,00) — R stetig differenzierbar sei und ff alle ¢ > 0 zweimal stetig differenzierbar sei
beziiglich x € [0, 1].

(a) Man bestimme alle nicht-trivialen Losungen von (1)) und (2)) in der Form u(x,t) = f(x)g(t) fiir alle
x €[0,1],¢ > 0.

(b) Nun sei ug : [0,1] = K, so daf
x) = Zak sin(kmr) fir alle z € [0, 1],

wobei a; € K fiir alle k = 1,..., N und N € N gegeben sind. Man bestimme eine Losung von -
(3)-

(¢c) Man zeige, daff die Losung eindeutig ist.
(d) Man zeige (mit Hilfe der Parseval-Identitét), daf fiir die Losung u

/ lu(z,t)2de < e " t/ lug(x)|2dx fiir alle ¢ > 0
gilt.

Aufgabe 2. Man betrachte die Differentialgleichung zweiter Ordnung
u”(z) + a1 (2)u' (z) + ap(x)u(x) = g(x) fiir alle = € [a, b], (4)

wobei a1 : [a,b] — R stetig differenzierbar und g : [a,b] — R stetig seien. Man bestimme geeignete
q,f : [a,b] = R so, dak die zweimal stetig differenzierbare Funktion « : [a,b] — R genau dann lost,

- (x) = exp (; / ’ al(t)dt> wz),  x€[ab)

v"(z) + q(x)v(z) = f(x) fir alle € [a, b]

eine Losung von
ist.

Aufgabe 3. Man bringe die folgenden Randwertprobleme in die Form
(@) (2)) + q(z)u(@) =f(z)  fiir alle 2 € [0,1]
Riu = aqu(0) + asp(0)u’(0) =ny,
Rou = Bru(1) + Bap(1)u’(1) =ng,

und diskutiere deren Losbarkeit.

(a) u”’(z) —u(z) =0, x € [0,1], u(0) =1, u(l) =2.
(b) u”’(z) +e* =0, x € [0,1], u(0) =0, (1) = u(l).
(¢) u'(x) —u/(x) — 2u(z) =0, x €]0,1], u(0) +u/(0) =1, u(1l) =0.
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