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Thema: Eigenwertprobleme, symmetrische Operatoren
Abgabe: Donnerstag, 30. Januar 2020

Besprechung: Dienstag, 4. Februar 2020

Aufgabe 1. Sei H ein komplexer Pra-Hilbertraum mit Skalar (—,—) und K : H — H ein linearer
Operator. Man zeige:

(a) Ist K : H — H symmetrisch, (das heifit, es gilt
(Kf,9)=(f,Kg) VfgeH)
und ist A € C ein Eigenwert zu einem Eigenvektur f, (das heift, es gilt
Kf=M\f und f#£0)
so ist A € R.
(b) Ist K : H — H schiefsymmetrisch, (das heit, es gilt
(Kf,9)=-(f,Kg) Vf.g€H)
und ist A € C ein Eigenwert zu einem Eigenvektor f, (das heifst, es gilt
Kf=M\f und f#0)
so ist A € iR.
(c) Ist K symmetrisch oder schiefsymmetrisch und sind f; und fo Eigenvektoren zu verschiedenen
Eigenwerten A\; # Ag, so gilt (f1, f2) = 0.
Aufgabe 2. Sei r : [a,b] — (0,00) stetig, H = C([a,b];K), wobei K = R oder K = C, mit dem
Skalarprodukt \
(Fa). = [ f@al@rads vigen

und der Metrik || f|l» = +/(f, f)r- Man zeige:
(a) Es gibt Konstanten ¢, C' > 0, so dafs

cllf Il < 1fll- < ClISI

b 3
Il = (/ |f(x)|2dx> VfeH.

(b) Sie (fn)nen eine Folge in H die gleichméafbig gegen f € H konvergiert. Dann konvergiert (f,)nen
gegen f beziiglich (—, —),, das heift

mit

Aufgabe 3. Sei (Lu)(z) := (p(z)u/(z)) + q(z)u(z) der Differentialoperator aus der Vorlesung mit
p: [a,b] — R stetig differenzierbar, p(z) > 0 fir alle € [a,b], q: [a,b] — R stetig, ¢(z) < 0 fir alle
x € [a,b], mit Randbedingungen Ryu = u(a), Rou = u(b). Definiere

b b
E(u,v) ::/ p(:r)u/(:c)v’(:c)dxf/ q(x)u(z)v(z)dr, E(u) := E(u,u)
fir alle u,v € D(L) := {w : [a,b] — R zweimal stetig differentierbar mit w(a) = w(b) = 0}.

Das Randwertproblem Lu = 0, Riju = Rou = 0 habe nur die triviale Losung und Ay > Ao > -+ > A\ > - -+
seien die Eigenwerte von L mit zugehorigen Eigenfunktionen ug, k € N. Man zeige:
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(a) E:D(L) x D(L) — R ist ein Skalarprodukt.
(b) Es gilt
b b
E(u,v) = —/ (Lu)(z)v(x)dz = —/ u(z)(Lv)(z)dz Yu,v € D(L)
a a
und (ug)ken ist ein Orthogonalsystem beziiglich E(—, —).

(c) Es gilt
b
B(u) > —)\1/ u(z)®dz  Vu € D(L),

a

wobei A\; der grofste Eigenwert von L sei. Es gilt Gleichheit genau dann, wenn u eine Eigenfunktion
zum Eigenwert A\; oder konstant gleich Null ist.
Hinweis: Bessel’sche Ungleichung.

(d) Fiir alle k € N gilt
A < sup g(x).

z€la,b]
Zusatzaufgabe. Man 16se das Eigenwertproblem

22 +au + =0 Vze[l,2],
u(l) =0,
u(2) =0.

Hinweis: Man betrachte die Félle A=0, A <0 und A > 0.
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