Analysis III fiir Physiker Klausur 12.2.2020

Aufgabe 1. Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind. Geben Sie eine kurze Be-
griimdung an. (5 Punkte)

(i) Jede beschriankte Funktion ist Riemann-integrierbar.

(ii) Jede holomorphe Funktion f : C — C ist zweimal komplex differenzierbar.
(iii) Die Funktion f : C — C, z — % ist holomorph.
(iv) Die Funktion exp : C — C ist surjektiv.
)

(v) Die Differentialgleichung z%y” + 3xy’ + 4y = 0, x € (0,00) ist nicht linear.

Lésung. (i) Nein: Ein Gegenbeispiel ist gegeben durch

1 fallsz €[0,12NQ?

, 2
[0 =R, {0 falls z € [0,1]%\Q?

Hier ist fiir jede Zerlegung Z des Quaders [0,1]? die Schwankungssumme Dz(f) = 1, also f nicht

Riemann-integrierbar.

(ii) Ja: Da f holomorph ist, ist f nach dem Potenzreihenentwicklungssatz sogar unendlich oft komplex
differenzierbar.

(iii) Nein: sie erfiillt die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen nicht

or Jd—vy
— =1#-1=—.
or 7 oy

(iv) Nein: 0 ¢ exp(C).

(v) Nein: sie ist linear (aber hat nicht-konstante Koeffizienten).

Aufgabe 2. Finden Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung

3 2

y'+ -y +5y=0

x x
auf (0, 00). (5 Punkte)
Losung. Fiir « # 0 ist dies dquivalent zur Gleichung z2y" + 3zy’ + 2y = 0, eine Euler-Gleichung. Durch
Substitution z = e!, bzw. u(t) = y(e!) 1dht sich dies zuriickfiihren auf

w4+ (3 —1)u +2u=0.
Das zugeorige charakteristische Polynom ist
p(X)=X2+2X +2= (X — (-1 4+ )X — (=1 —14)),

mit den beiden verschiedenen Nullstellen —1 + ¢. Ein Fundamentalsystem ist gegeben durch

—1+i)lnz _ l %

y1(z) = uy(Inz) = € e
Ya2(2) = ug(Inz) = el ~1-I e — %m_i
oder durch
y1(x) = ésin(ln x)
ya(x) = %cos(ln x)
oder durch
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Aufgabe 3. Berechnen Sie das Integral

/°° z(x+1) i

oo (@24 1)7

(5 Punkte)

Loésung. Wir wenden den Residuensatz an. Fiir f(z) := é&zjf)é
=+, also keine reellen Nullstellen.
Aufsderdem gilt

hat der Nenner die dopelten Nullstellen

_z2(z+1)
f(z)—m

_1 2242
S22 \2+2+ %

_1( 1 L1 )
2\1+3+% 2+24+ %

z

also |f(z)] < % fiir |z| grof genug.
Damit gilt
/ f(x)dx = 2mi Z Res(f, 20),
- ZQES+
wobei S} = {2 € C | (22 +1)2=0,3z > 0}.
Es ist ¢ der einzige Pol von f(z), mit echt positivem Imaginérteil. Also geniigt es das Residuum von f bei
1 zu berechnen.

Da i ein Pol zweiter Ordnung ist, sei dazu g(z2) = (z — i) f(z) = éﬁ;)? Dann ist
Res(f,i) = =m0 00)
N G ST
) z4+1)(22+1) —2z(z+1 1
P CRRTCE e SR
(z+1) 4
Also ist . 1 )
/ ot ) g gt 2T
oo (24 1) 4 2
Aufgabe 4. Sei f die 2m-periodischen Funktion definiert durch
fz) = 2? fir —7m<az <.
(i) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f. (3 Punkte)
(ii) Berechnen Sie die Summe
i (71)n+1
—
n=1 n

(2 Punkte)

Loésung. (i) Da f gerade ist, sind die Fourierkoeffizienten b,, beziiglich Sinus gleich Null. Wir berechnen

den Koeffizienten zu 1.

ap 1 g 2 m
20 _ - de — 2
2 o) T
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und mittels partieller Integration, die Koeffizienten zu cos(nx)

1 s
ay = f/ x? cos(nx)dx

L

2 [T, 4
=— de = (—-1)"—
/0 z” cos(nz)dr = (—1)"—

Die Fourierreihe von f ist also
n

2 e -1
% +4,;1 ( n2) cos(nx).

(ii) Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, konnen wir auf [—m, 7] f als Fourierreihe

schreiben
2 oo —1)"
22 = f(z) = % +4; ( n2) cos(nx).
Wertet man dies bei 0 uas, so folgt
7T2 0 (_1)71
0=—+4
P
also
f: (_l)n-i-l _ 2
— = —
= n 12
Aufgabe 5. (i) Bestimmen Sie die isolierten Singularitidten der folgenden Funktionen und deren Art.
(4 Punkte)
(a)
1 1
sinz =z

(b)

z
zHexp(lz)

(ii) Finden Sie eine holomorphe Funktion, die in der komplexen Ebene genau einen dreifachen Pol bei
—1 hat und wesentliche Singularitdten bei ¢ und —4. (1 Punkt)

Losung. (i) Die Funktion ﬁ — % hat Singularitidten bei km, k € Z. Nahe 0, also friir k& = 0, gilt

1 1 1 1

sinz  z  z2+0(2) =z

1 1
:z<1+o<z>‘1)
:%(1-&-(’)(2)—1):0(1)

Also hat die Funktion einen Grenzwert bei 0, und 0 ist hebbar.
Fir k # 0 ist

1
sin(z)

|—>+oo

z—km

1 1

z z—kr km

und damit ist k7 ein Pol.
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1—2
1 konvergiert, hat man

Die Funktion exp ( £ ) hat genau eine Singularitéit bei z = 1. Fiir die Folge u,, = 1+ %, die gegen

flup) =exp(n+1) —— +o0.
n—oQ
Fiir die Folge v,, = 1+ %, die gegen 1 konvergiert, ist dagegen

F(v) = exp(1 + in)

beschrénkt. Also ist 1 eine wesentliche Singularitét.

f:C\{-1,i,—i} = C
1 1
J— 2241
Z (z n 1)3 +e
Aufgabe 6. Man betrachte die Warmeleitungsgleichung mit Dampfung
Opu(x,t) = 02u(z, t) — Tu(w,t) Vo e (0,1),t >0

mit Randbedingungen
u(0,t) =u(l,£) =0 vt > 0.

(i) Bestimmen Sie mit Hilfe eines Separationsansatzes moglichst viele nicht-triviale Losungen des obigen
Randwertproblems. (3 Punkte)

(ii) Losen sie das obige Randwertproblem mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = 2sin(37z) + 3sin(27x).

(2 Punkte)

Lésung. (i) Wir nehmen an u(z,t) = f(x)g(t). Es folgt

fa)g'(t) = f"(x)g(t) = Tf(x)g(t).
Falls ¢g(t) # 0 und f(x) # 0 erhalten wir

g' (@) _ f"(=)

o0 = fw TN

Als Gleichung fiir g ergibt sich
g'(t) = Ag(t) =0
mit charakteristischem Polynom p,(X) = X — A, also als allgemeine Losung g(t) = ae*, a € R.
Fiir f ergibt sich
f'(@) = (T+ A f(z) =0
mit charakteristischem Polynom p(X) = X% — (A + 7).

1. Fall: A +7>0.
Dann ist die allgemeine Lésung

f(@) = er eV AT gpemVATTE,

Mit den Randbedingungen f(0) = f(1) = 0 ergibt sich ¢; = ¢ = 0, also keine nicht-triviale
Losung.

Universitdt Regensburg Fakultdt fiir Mathematik



Analysis III fiir Physiker Klausur 12.2.2020

2. Fall: A+7=0.
Dann ist die allgemeine Losung
f(z) =c1 + can.

Mit den Randbedingungen f(0) = f(1) = 0 ergibt sich ¢; = ¢ = 0, also keine nicht-triviale
Losung.

3. Fall: A+7<0.
Die allgemeine Losung ist gegeben durch

f(x) = ¢1 cos (\/—()\ + 7).’17) + co sin (\/mx) .

Mit f(0) = 0 folgt ¢; = 0. Mit f(1) = 0 folgt cosin ( —(A+ 7)) = 0. Fiir eine nicht-triviale
Losung mufs also /—(A +7) = km, k € Z. Wir erhalten die Losungen
f(x) = by sin(krx) und g(t) = ape” K 7A ke 7,
Insgesamt erhalten wir fiir k € N, a5, € R\0 die nicht -trivialen Losungen

(K22 4+7)t

ug(x,t) = age” sin(krx).

(ii) Nach (i) folgt
u(z,0) = Z ay sin(kmz).
k=1
Koeffizientenvergleich ergibt

a2:3
a3:2
ap, =0 falls k#2,3

also
u(z,t) = 3 (4m +7)t sin(2mx) + e~ (0" 47t sin(3mx).
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