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Vorwort

Die Vorlesung “Analysis II1 fiir Physiker” setzt die Vorlesung “Analysis II fiir Physiker” aus
dem Sommersemester 2019 fort. Im ersten Teil wird die Integrationstheorie im Mehrdimen-
sionalen behandelt und insbesondere die wichtigen Integralsitze behandelt. Im zweiten Teil
wird die sogenannte Funktionentheorie behandelt, dabei werden Eigenschaften von komplex
differenzierbaren Funktionen f: G C C — C untersucht. Diese besitzen viele bemerkenswer-
te und erstaunliche Figenschaften im Gegensatz zu reell differenzierbaren Funktionen. Insbe-
sondere wird das sogenannte Residuenkalkiil behandelt, der viele Anwendungen — auch in der
Physik — hat. Anschlieffend werden wir uns mit sogenannten Zwei-Punktrandwertproblemen
von Differentialgleichungen beschéftigen und Eigenwerte von Differentialoperatoren studie-
ren. Dies fiihrt auf eine Verallgemeinerung von Fourierreihen. Mit Hilfe vom sogenannten
Separationsansatz werden wir damit einige grundlegende partielle Differentialgleichungen
16sen koénnen.

Dieses Skript ist eine Uberarbeitung des Skriptes aus dem Wintersemester 2016/17 und
basiert im Teil {iber Funktionentheorie auf einem von Herrn Robert Martin gesetzten Vor-
lesungsskript zu meiner Vorlesung “Analysis III” aus dem Wintersemester 2012/13. Hiermit
mochte ich mich sehr bei Herrn Martin fiir die sorgfaltige Erstellung des Skriptes und der zur
Verfiigungstellung des TX-Quellcodes bedanken. Die weitere Teile orientieren sich am Buch
“Mathematik fiir Physiker 3” von Goldhorn und Heinz erschienen im Springer-Verlag.
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1 Mehrdimensionale Integration

1.1 (Riemann-)Integration im Mehrdimensionalen

Idee des Riemann-Integrals in R: Sei f: [a,b] — R geeignet. Wir zerlegen das Intervall
[a,b] in N Teilintervalle [z;,2j41], 7 =0,..., N — 1, wobei

a=zro<x1<...<xN=0b

eine Zerleqgung von [a,b] ist. Dann approximiert man fab f(z)dx bzw. den Flicheninhalt
unter dem Graphen von f durch die Summe der Flacheninhalte gewisser Rechte, ndmlich

=

f(&)(xjp1 — xj) (Riemann-Summe)

I
=)

J

wobei & € [z, zj41]. Man erwartet, dass diese Approximation gegen ff f(x)dx geht, sofern
die Feinheit der Zerlegung gegen Null geht. (Dies ist auch der Fall fiir Riemann-integrierbare
Funktionen.)

Um diese Konstruktion fiir mehrdimensionale Funktionen zu erweitern, ersetzt man Inter-
valle durch Quader in R"™. Dazu bendtigen wir:

Definition 1.1 (Quader, Riemann-Summe, Oszillation)

(1) Zu j=1,...,n seien a;,b; € R mit aj < b; gegeben. Dann heifit
Q = []laj.b;] := [a1,b1] x ... x [an, by] € R"
j=1

ein (achsenparalleler) Quader und vol(Q) := [, (b; — a;) sein Volumen.
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(1) Unter einer Zerleqgung Z eines Quaders Q verstehen wir eine Zusammenfassung von
Zerlegungen a; = xjo < xj1 < ... < xjN = bj von [aj,b;] fir alle j =1,...,n, wobei
N e IN.

(iii) Fir einen Quader Q und eine Zerlegung Z von Q heifit jedes P = H‘?Zl[ijkj,ijkj_i_l]
(mit k; € {0,...,N —1} fir alle j =1,...,n) Teilqguader von Q zur Zerlequng Z und
man setzt

Qz = {P : P ist Teilqguader von Q zur Zerleqgung Z}.

Sind Z,7' zwei Zerlequngen von @, so heifit Z' feiner als Z (oder eine Verfeinerung
von Z ), wenn es fir alle P' € Qz ein P € Qyz gibt mit P' C P.

(iv) Sei Q ein Quader, f: Q — R eine beschrinkte Funktion und Z eine Zerlegung von Q.
In jedem Teilquader P € Q7 sei ein beliebiger Punkt & € P gewdhlt. Die Riemannsche
Summe von f beziiglich der Zerlegung Z und zu den Punkten {{p : P € Qz} ist dann

Rz(f) =Y f(&p)vol(P).

PeQyz

(v) Sei D C R"™ und f: D — R eine Funktion. Die Oszillation (oder: Schwankung) von
f st
oscp(f) = sup |f(z) — f(y)]-

z,yeD

(vi) Ist Q ein Quader, f: Q — R eine beschrinkte Funktion und Z eine Zerlegung von Q,
dann st die Schwankungssumme von f zur Zerlequng Z definiert als

Dy(f) = Z oscp(f)vol(P).

PeQyz

Bemerkung 1.2 Sind Z, Z’ zwei Zerlegungen von @, so gibt eine Zerlegung Z von @, die
feiner als Z und Z’ ist. Diese kann man z.B. dadurch erhalten, dass man fiir Z fiir die
Zerlegungen des Intervall [a;, b;] alle Zwischenstellen a; = ;0 < ...z;nv = bj von Z und
aj =55 <...z; o =bjin Z bzw. Z' vereinigt.

Fiir das folgende benotigen wir:

Lemma 1.3 Sei Q C R™ ein Quader, f: Q@ — R eine beschrankte Funktion, Z1,Zy Zerle-
gungen von Q und Rz (f), Rz,(f) Riemann-Summen beziiglich Z1 bzw. Zy (und gewissen
Punkten). Dann gilt

1. Ist Zy feiner als Z1, so gilt |Rz,(f) — Rz, (f)| < Dz, (f).
2. |Rz,(f) = Rz, ()| < Dz, (f) + Dz, (f)-

Beweis: Zu 1.: Wir nutzen, dass fiir alle P € Qz, gilt P =picp, P’ und
2

vol(P) = Z vol(P'),

P/cPy,
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wobei Pz, = {P’' € Qgz, : P’ C P}. Daraus folgt

|Rz, (f) — Rz, (f)]

=| Y fEpvol(P) = Y FE)vol(P) = | Yo Y (F(Er) — F(E)) vol(P)

PeQz, PleQz, PeQyz, P'ePyz,
< Z Z f(&p)| vol(P') < Z oscp(f) vol(P).
PEQZl P’ 6PZ2 PEQZl

<oscp(f)

Zu 2.: Wegen Bemerkung 1.2 gibt es eine Zerlegung Zs von @), die feiner als Z; und Zs ist.
Wegen des ersten Teils gilt dann

[Rz () = Rz, () < |Rz,(f) = Rzs ()] + [Rz5(f) — Rz, (f)] < Dz, (f) + Dz, (f)-

Definition 1.4 Sei Q C R” ein Quader. Fine beschrinkte Funktion f: Q — R heifit
Riemann-integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlequng Z von Q gibt, fir die DZ(f) <
€ 1st.

Bemerkung: Nicht jede beschriinkte Funktion ist Riemann-integrierbar. Ist z.B. f: [0,1]* —
R definiert durch

fx) 1 falls z € [0,1]2 N Q?
xr) =

0 falls z € [0,1)2\ Q2
so gilt oscp(f) = 1 fiir alle P € Qz und jede Zerlegung Z von @Q = [0,1]?, da in jedem
Intervall mit mehr als einem Punkt unendlich viele rationale und irrationale Punkte liegen.
Deswegen ist Dz (f) =1 fiir jede Zerlegung Z von Q.

Satz 1.5 Ist f Riemann-integrierbar, so gibt es genau eine Zahl S € R, sodass fiir jede
Zerlequng Z von Q und jede zugehorige Riemann-Summe Rz (f) gilt

[Rz(f) = S| < Dz(f).
Diese Zahl S heifit Riemann-Integral von f und wird mat fQ x) dz bezeichnet.
Beweis: Existenz: Da f Riemann-integrierbar ist, gibt es eine Folge (Z,)nen von Zer-

legungen von @, sodass Dz (f) < % fiir alle n € IN. Es seien Rz, (f), n € IN, zugehorige
Riemann-Summen (fiir gewisse Punkte). Dann ist (Rz, )nen eine Cauchy-Folge in R, da

IR2,(f) = Rz, ()] < D2,(F) + Dz (f) < — 4+ <

sofern m,n > % wegen Lemma 1.3.2, wobei € > 0 beliebig ist. Da R vollstdndig ist, existiert
S :=lim,, 00 Rz, (f). Sei nun Z eine Zerlegung von Q) und Rz(f) eine zugehorige Riemann-
Summe. Dann gilt

|Rz(f) — S| = Jim |Rz(f) — Rz,(f)| < Dz(f) + nli_)H;ODzn(f) = Dz(f).
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Eindeutigkeit: Angenommen es gibe eine weitere Zahl S’ € R mit dieser Eigenschalft.
Seien Z,, wie zuvor. Dann folgt

S = S| <18 = Rz, (f)| +|8"— Rz,| < 2Dz, (f) <

2
- _>n—>oo O
n

und somit S = 5’. [ ]
Das Riemann-Integral im R™ hat dhnliche Eigenschaften wie das eindimensionale Riemann-

Integral:

Lemma 1.6 (Eigenschaften des Riemann-Integrals)
Sei Q@ C R" ein Quader und f,g: Q@ — R Riemann-integriebar. Dann gilt:

1. Fiir alle o, B € R ist af + Bg Riemann-integrierbar und es gilt:

Lémﬂ@+ﬁﬂ@ﬂx=qéfwmx+@ég@Mw

2. Gilt g(x) < f(x) fir alle x € Q, so folgt

éMWM§LﬂmM.

Insbesondere gilt fQ f(z)dz >0, falls f(x) >0 fir alle x € Q.

3. |f] ist Riemann-integrierbar und es gilt

’ /Q f(z)da

x)|dx.
sAUU|
4. vol(Q) = fQ 1dx.

Beweis: Zu 1.: Ahnlich wie im Fall n = 1. Man zeigt die Aussage erst fiir die Riemann-
Summen bzgl. einer Folge von Zerlegungen Z,, und betrachtet dann den Limes n — oo.

Zu 2./3.: Siehe 11. Ubungsblatt.
Zu 4.: Dies folgt daraus, dass vol(Q) = Rz(1) fiir jede Zerlegung Z von Q. [ ]

Wie im Eindimensionalen gilt:

Satz 1.7 Essei Q CR" ein Quader und f: Q — R stettg. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis: Dies kann man mit Hilfe der gleichméafigen Stetigkeit von f zeigen. |

Um Funktionen f: A — R iiber allgemeinere Mengen A integrieren zu koénnen, bendtigen
wir:

Definition 1.8 Sei A C R" eine beschrinkte Menge.
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1. A heifit Jordan-Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 endlich viele Quader Q1,...,QnN,
N € N, gibt, sodass

N N
AC Q) und D vol(Q)) <e.

j=1 g=1
2. A heifit Jordan-messbar, wenn A eine Jordan-Nullmenge ist.

Bemerkungen 1.9 1. Jede endliche Menge {z1,...,zy} ist eine Jordan-Nullmenge.
Dazu wéhlt man z.B. fiir jedes j = 1,..., N eine Quader ; mit z; € @; und

VOI(Q]') < %

2. Sind A, B Jordan-Nullmenge, so ist auch A U B eine Jordan-Nullmenge. Ist A eine
Jordan-Nullmenge und B C A, so ist auch B eine Jordan-Nullmenge.

3. Sind A, B Jordan-messbar, so ist auch AU B Jordan messbar, da 9(AUB) C 0AUIB
eine Jordan-Nullmenge ist.

4. Ist M C RF beschrinkt, k < n, so ist
A:= DM x {0}”_k ={(z1,...,2x,0,...,0) € R" : (z1,...,21) € M}

eine Jordan-Nullmenge. (Beweis: Ubung)

5. Ist Q@ C R™ ein Quader, f: Q — R stetig differenzierbar und A C @ eine Jordan-
Nullmenge, so kann man zeigen, dass f(A) eine Jordan-Nullmenge ist. Insbesondere
sind beschrankte Mengen von Hyperebenen

{reR":a-z=c}
fiir a € R™, ¢ € R und Sphiren
OB, (zg) = {x € R": ||z — x| =1}

fiir xg € R™, r > 0 Jordan-Nullmengen. Somit ist B,(zo) fiir alle z9 € R", r > 0,
Jordan-messbar.

6. A :=[0,1]? N Q? ist nicht Jordan-messbar, da A = [0, 1]? keine Jordan-Nullmenge
ist. Dabei gilt 94 = [0, 1], weil fiir alle x € [0,1]? und € > 0 gilt: B-(x) N Q2 # () und
B.(z) N ([0,1]*\ Q%) # 0.

Ein wichtiges Kriterium ist:

Satz 1.10 Es sei Q C R"™ ein Quader und f: Q — R beschrinkt, sodass die Menge der
Unstetigkeitspunkte
U:={x€Q: [ ist unstetig in x}

eine Jordan-Nullmenge ist. Dann ist f Riemann-integrierbar.
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Beweis: Siehe z.B. Heuser: “Lehrbuch der Analysis — Teil 2”, Abschnitt 199. |

Beispiel: Ist f: [a,b] — R stiickweise stetig, d.h. es gibt eine Zerlegung a = 29 < ... <
zy = bvon [a,b], sodass f|(g; ;) fiir alle j = 0,...,N — 1 stetig ist, so ist f Riemann-
integrierbar.

Nun wollen wir das Riemann-Integrale fiir Funktionen f: A — R auf allgemeineren Mengen
A C R"™ definieren.

Definition 1.11 Sez Q@ C R" ein Quader und A C Q) Jordan-messbar. Dann heifit f: A —
R Riemann-integrierbar, wenn f beschrinkt ist und die Funktion f: Q — R mit

(2) = {f(:c), falls x € A,

(1.1)
0, fallsx € Q\ A,

Riemann-integrierbar ist. In diesem Fall definiert man

/A f(z)dx = /Q f(z)dx.

Schliefilich ist das Volumen von A definiert als
vol(A) := / ldx.
A

Bemerkung 1.12 Ist A eine Jordan-Nullmenge, so gilt vol(A) = 0.
Beweis: 12. Ubungsblatt.

Folgerung 1.13 Ist Q C R" ein Quader, A C Q Jordan-messbar und f: A — R be-
schriankt, sodass die Menge U der Unstetigkeitspunkte von f eine Jordan-Nullmenge ist.
Dann ist f Riemann-integrierbar. Insbesondere ist f: A — R Riemann-integrierbar, wenn
f stetig ist.

Beweis: Die Menge der Unstetigkeitspunkte von f ist in U U A enthalten, was eine
Jordan-Nullmenge ist, da U und 0A Jordan-Nullmengen sind. Deswegen folgt die Aussage
aus Satz 1.10. ]
Wichtige Eigenschaft vom Riemann-Integral iiber Jordan-messbare Menge sind in folgendem
Satz zusammengefasst:

Satz 1.14 (Eigenschaften vom Riemann-Integral)
Es sei S C R™ Jordan-messbar und f,g: S — R Riemann-integrierbar. Dann gilt:

1. af 4+ Bg ist Riemann-integrierbar und

/S(ozf(x) + Bg(x))dx = oz/sf(:v)das + B/Sg(x)dw fiir alle a, B € R.

2. Ist g(z) < f(x) fir alle x € S, so gilt

/S glw)de < /S f(x)da.

10
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3. 0f]: S = R: xz—|f(z)| ist Riemann-integrierbar und

‘ /S F(@)dz

4. Ist S = AU B, wobei A, B Jordan-messbar sind, so gilt

/gf($)dx:[4f(x)dx+/9f(x)dx mes

Ist auflerdem AN B eine Jordan-Nullmenge, so gilt

/5 F(z)dx = /A F(z)dx + /B f(z)da.

Beweis: Zu 1./2.: Folgt direkt aus Definition 1.11 und Lemma 1.6.

Zu 3.: Bis auf die letzte Abschitzung folgt dies aus Definition 1.11 und Lemma 1.6. Um
die letzte Abschétzung zu zeigen, sei M := sup,cg |f(x)|. Dann folgt aus den ersten zwei
Aussagen und |f(z)| < M fiir alle z € S

/S|f(x)|dx < /Sde:M/Sldx: <i1€12|f(aj)> vol(S).

Zu 4.: Fir M =S, A, B, AN B sei fir: Q — R definiert las

< [ V@it < (sup ) vol(s)

= f(z), fallsze M,
0, falls . € Q \ M.

Dann gilt

fs(z) = fa(z) + fo(z) — fanp(z) fiir alle x € Q
und folglich

/S f(@)do = /Q fs(w)a = /Q Fale)de + /Q Fa(a)dz - /Q Facp(2)da
_ /A f(x)de + /B f)r— [ fayde.

Ist nun A N B eine Jordan-Nullmenge, so folgt aus dem dritten Teil:

f(z)dx

ANB

< < sup \f(x)) vol(AN B) = 0.
z€ANB —_—

11
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1.2 Iterierte Integrale — der Satz von Fubini

Um Integrale im Mehrdimensionalen zu berechnen ist der folgende Satz von grundlegender
Bedeutung:

Satz 1.15 (Iterierte Integrale: Satz von Fubini fiir Quader)

Seien P C RF und Q C R™ Quader und f: PxQ — R eine iber den Quader PxQ C RFt™
Riemann-integrierbare Funktion. Wenn fir jedes x € P das Riemann-Integral fQ f(z,y)dy
existiert, dann ist die Funktion x — fQ f(z,y) dy Riemann-integrierbar und es gilt

/pXQf(x’y)d(x’y):/P/Qf(w',y)dydm.

Beweis: Siehe z.B. Blatter: “Analysis 27, Satz (13.23). [ ]

Bemerkungen 1.16 1. Aus der Integrierbarkeit von f iiber P x @ folgt nicht die Exis-
tenz von fQ f(x,y)dy fir jedes = € P. Ein Gegenbeispiel ist die Funktion

1, wennz=0undye Qn[-1,1],

0, sonst.

f L1 x[-1,1] = R, f(x,y) = {

Diese Funktion ist integrierbar und f[il 1% [~11] f(z,y)d(z,y) = 0, denn bis auf die
Jordan-Nullmenge N = {0} x (QN][0, 1]) ist sie Null. Aber das Integral f[il 1 flx,y)dy
existiert nicht fiir x = 0, vgl. Bemerkung nach Definition 1.4.

2. Ist f: Px@Q — R stetig, so sind die Voraussetzung von Satz 1.15 wegen Folgerung 1.13
immer erfiillt, da dann auch Q > y — f(z,y) € R fiir alle x € P stetig ist.

3. Falls zusitzlich zu den Voraussetzung von Satz 1.15 fiir alle y € @ das Integral
Jp f(x,y)dz existiert, so erhélt man aus Satz 1.15 durch Vertauschen der Rollen von
P und @ sowie z und y

/P/Qf(x,y)dydx—/PXQf(x,y)d(:r,y)—/Q/Pf(:r,y)d:rdy

D.h. man darf die Reihenfolge der iterierten Integrale vertauschen. Die Voraussetzun-
gen sind wiederum erfiillt, falls f stetig ist.

Folgerung 1.17 Es sei Q = [[j_,[a;,b;] ein Quader und f: Q — R stetig. Dann gilt

by pbo b
/f(w)da::/ / f(z1,...,xp) day ... deo dry
Q ai a2 Qan

und die Reihenfolge der Integrale auf der rechten Seite darf beliebig vertauscht werden.

Beweis: Der Fall n = 2 folgt aus den vorangehenden Bemerkungen. Den Fall n > 2 beweist
man leicht per Induktion mit Hilfe der vorangehenden Bemerkungen. [ |

12
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Beispiel 1.18 Wir betrachten f: [1,2] x [1,2] - R mit f(z,y) =
und aus dem Satz von Fubini folgt

1 |
iz, :/ (/ dy)da:
/[1,2]><[1,2] (z +y)? (z.9) 1 1 (7 +y)?
2
:/ 1 _ 1 dx:ln$+1

Schlieflich betrachten wir noch eine Variante vom Satz von Fubini iiber Jordan-messbare
Mengen.

(I+y) Dann ist f stetig

2
zlng
8

x=1

Satz 1.19 (Fubini fiir allgemeine Mengen)
Es seien P C R*, Q C R™ Quader, A C P x Q Jordan-messbar, sodass fir alle z € P

A:c ::{yEQ:(x,y)GA}

Jordan-messbar ist. Auferdem sei f: A — R Riemann-integrierbar und fAz f(z,y) dy exis-
tiere fiir olle x € P. Dann gilt

Aﬂmwwwzééjmw@m

vol(A) = / vol(A,) dx (Prinzip von Cavalieri)
P

Auferdem gilt

Beweis: Es sei f wie in (1.1) definiert (mit P x Q statt P). Dann gilt
/fa:ydy—/fa:y dy fiir alle z € P,

/ﬂmwmw:/ Fa ) d(z,y).
A PxQ

Somit folgt die erste Aussage direkt aus Satz 1.15. Fiir die zweite wihlt man einfach f =1.m

Bemerkung 1.20 Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall & = m = 1. Dann ist A, hiufig
gleich einem Intervall [a(z), b(x)] fiir stetig a,b: P — R (mit a(z) < b(x) fir alle x € P)
und es gilt

b(z)
[ t@mdan = [ [ faydyds
A P Ja(x)
vol(A) = /P(b(:v) —a(x))dx

13
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Beispiele 1.21 1. Es sei A = B,(0) = {(z,y) € R? : /22 + 42 < 7}, r > 0. Dann ist
K Jordan-messbar, da 04 = {(z,y) € R? : /22 +y? = r} eine Jordan-Nullmenge
ist, vgl. Bemerkung 1.9.5. Fiir alle z € [—r,r] ist

Ay = [_\/TQ - ij \/742 — x2

Insbesondere ist A, Jordan-messbar, da 0A, = {+v/r? — 22} eine Nullmenge ist. Aus
dem Satz 1.19 folgt

VrZ—z2
/fxy (z,9) // f(z,y)dy dx
—r VrZ—g2

fiir jedes stetige f: A — R sowie
vol(B;(0)) = vol(A —/ 2V/r2 — z2dx = 212 / V1 —t2dt =r’n,

wobel man f_ll V1 —t2dt = T mit Hilfe von arcsin’(t) = \/11_7 und partieller Inte-

gration zeigen kann.

2. Es sei
Ss:={(z,y,2) €eR®:x,y, 2> 0,2 +y+2 < 1}

der sogenannte drei-dimensionale Simplex. Dann gilt
(53)$ - {(yaz) € ]R2 ‘Y,z Z 07y+2 S 1 —iL'},
((S3)p)y ={2z€R?:2>0,2<1—2—y}=[0,1—x—1y]

fiir alle x € [0,1], y € [0,1 — z] sowie (S3);)y = 0 fir y & [0,1 — z]. Wendet man nun
das Prinzip von Cavalieri zweimal an, erhilt man

vol(S3) = /1 vol((S3)x dm—/ /l xvol ((53)z)y dy dx

=l—a—y

11—z l—z—y 11—z
// / dzdydx—// (1—2—y)dydz

:/0 [(1—x)y—;y}y:0dyd$—/0 ;(1—33)2de%

1.3 Die Transformationsformel

Die Verallgemeinerung der Substitutionsregel im Eindimensionalen auf das Mehrdimensio-
nale ist:

Satz 1.22 Seien U,V C R"™ offen, U: V — U stetig differenzierbar und A C V eine
kompakte, Jordan-messbare Menge. Wenn es eine Jordan-Nullmenge N C A g¢ibt, sodass
|\ ingektiv st und DV(E) fiir alle £ € A\ N invertierbar ist, dann gilt fir jede stetige
f:¥A) - R

f(z dac—/f )| det DW(&)|dE.
T(A)
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Beweis: Siehe z.B. Blatter, “Analysis 2”7, Satz (13.36). ]
Beweisidee: Man zeigt zunéchst

vol(¥(Q)) = /Q | det DU (€)] de (1.2)

fiir einen beliebigen Wiirfel Q C A zu zeigen. Der allgemeine Fall folgt daraus per Approxi-
mation mit Riemann-Summen. Um (1.2) zu zeigen, zerlegt man @ in endlich viele Wiirfel
Q1,...,Qn mit Mittelpunkten z1,...,2n, sodass @Q; N Qy fiir alle j # k eine Jordan-
Nullmenge ist. Da ¥ stetig differenzierbar ist, gilt

U(z) = W(z;) + DV(z;)(x — ;) +o([lz — z;)) fir alle z € Q;

=:L;j(x)

wobei L;j: R" — R" linear ist und der Fehler o(||x —x;||) sehr klein wird, wenn @); geniigend
klein ist. Daraus folgt

vol(¥(Q;)) =~ vol(L;(Q;)) = vol(D¥(z;)Q) = det(D¥(z;)) vol(Q) ~ / det(DW¥(x)) dx,

J

da die Determinante det B die Volumenverinderung eines Wiirfels unter der linearen Ab-
bildung = — Bz beschreibt und det(D¥(z)) ~ det(DW¥(x¢)) fir z € Q; und kleine Wiirfel
Q;. Daraus folgt

N N
vol(T(Q)) =) vol(T(Q)) = / det(D¥(z)) dx = / det (DU (z)) d.
j=1 J=1"%7

Q

Beispiele 1.23 Es sei K = Bp(0) = {z € R": ||z|| < R} fiir R > 0und f: K — R stetig.
1. Es sei n = 2. Dann ist K = W(A) fiir U: [0, R] x [0, 27] — R? mit

T COS
rsin @

U(r,p) = < ) fir alle r € [0, R], ¢ € [0, 27].
und A = [0, R] x [0,27]. Sei A° = (0,T) x (0,27). Dann ist ¥: A — R? injektiv und
A\ A° = 0A eine Nullmenge, da A ein Quader und somit Jordan-messbar ist. Somit

folgt aus Satz 1.22 und Satz 1.15

R pr2m
/f da:—/f (U(r,¢)) | det DU (r, p d(r,gp):/o /0 f(r,o)rdedr (1.3)
=:f(re

=r

Fiir f = 1 erhélt man insbesondere

roop2w R
Vol(K):/ / 1-rd<pdr:27r/ rdr = nR2.
o Jo 0
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2. Es sei n = 3. Dann ist K = W(A) fiir ¥: [0, R] x [0, 7] x [0,27] — R3 mit

7 sin(0) cos(¢)
U(r,0,¢) = | rsin(f)sin(¢) fiir alle (r,0,¢) € A =[0,R] x [0, 7] x [0, 27],
r cos(f)
vgl. 7. Ubungsblatt, Aufgabe 4.

Dann ist wiederum ¥ auf A° = (0, R) x (0, 7) x (0, 27) injektiv und aus Satz 1.22 und
Satz 1.15 folgt

/Kf(m) dx:/OR/Oﬂ/o%f(\ll(r,G,Qb))rzsinﬁd(bdﬁdr, (1.4)

da

sin(@) cos(¢) rcos(f)cos(¢p) —rsin(d
det D®(r, 0, ¢) = det | sin(0) sin(¢p) rcos(f)sin(¢) rsin(h)
cos(6) —rsiné 0

) sin(¢)
cos(9)

rcos(f) cos(¢p) —rsin(

= cos ) det <T cos(f) sin(¢)  rsin(d

) sin(
) cos(¢
=72 cos(0) sin(0)
_ sin(@) cos(¢) —rsin(f) sin(¢o
rsinf det (sm(H) sin(¢)  rsin(@) cos(¢

=rsin(0)?

= r2sind.

1.4 Oberflachenintegrale

Im Folgenden sei M C R"™ eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir wollen ein Inte-
gral [, f(x)do(z) iiber M definieren, sodass wir fiir f = 1 die Oberfliche von M erhalten.

Definition 1.24 (Oberflichenintegral in einem Kartengebiet)

Es sei ¢: V. — M eine Parameterdarstellung in einer Umgebung U von a € M. Auflerdem
sei AC M NU, sodass o~ (A) C R* Jordan-messbar ist. Dann heift f: A — R Riemann-
integrierbar, wenn

[ S = [ o) ae(Dee Deate) e

existiert (d.h. der Integrand auf der rechten Seite ist Riemann-integrierbar iiber p~1(A)).
Dabei heifsit det(Dyp(€)T Dp(€)) Gramsche Determinante. Auferdem bezeichnet

volx(A) ::/Alda(a:)

das k-dimensionale Volumen von A (die Oberflache von A, falls k = 2).
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Bemerkung 1.25 (zur Gramschen Determinante)
Sei A = Dy(&). Falls

A= (ff) mit B € RF**,

so gilt

ATA= (BT 0) <§ ) =B"B

und det AT A = det BT B = det BT det B = det(B)?. Das heifit Vdet AT A = | det B|. Dabei
beschreibt |det B| das Volumen vom Parallelepiped (Parallelogramm, falls k = 2), welches
von den Spalten von den Spalten von B aufgespannt wird:

P ={Bv:ve0,1]}.
Im allgemeinen Fall kann man eine orthogonale Matrix U € R™*" finden, sodass UA = <§>

bzw. A =UT <B

0) fiir ein B € R**¥. Dann gilt

ATA= (BT o)yu’ <B ) =B"B

und entsprechend

Vdet ATA = v/det B2 = | det B|.

Im allgemeinen Fall setzen wir das Integral aus endlich vielen Stiicken zusammen, welche
jeweils in einem Kartengebiet enthalten sind.

Definition 1.26 Es sei M = Ujvzl Aj, sodass Aj, j = 1,..., N, paarweise disjunkt sind
und es fur alle j € {1,...N} eine Parameterdarstellung pj: U; — R"™ von M gibt mit
A; C ¢i(U;) und goj_l(Aj) C RF Jordan-messbar ist. Dann ist f: M — R Riemann-
integrierbar, wenn f\Aj: Aj — R Riemann-integrierbar ist. Ist dies der Fall, so ist

N
3 / F(@i(€)y/det(Dg; (€)T D €)) de
oy

das Riemann-Integral von f iber M. voly(M) := [,, 1do(x) ist das k-dimensionale Volu-
men von M.

Beispiel 1.27 Es sei g: [a,b] — (0, 00) stetig differenzierbar und

M = {z € R® : 23 € [a,b], ||(z1,22) || = g(w3)}.

17
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Dann beschreibt M eine sogenannte Rotationsfliche. M ist eine zweidimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R® und M = (V) fiir : [0,27] x [a,b] — R? mit

g(z) cos @
0(0,2) = | g(2)siné fir alle (8,2) € V :=[0,27] x [a,b].
z

Wihlt man nun Ay = ([0, 7) X [a,b]), A2 = @([7,27) X [a,b]), so gilt M = A; U Ay,
A1N Ay =0 und Aj, As sind Jordan-messbar, da der Rand gleich dem Rand eines Quaders
ist, welches eine Jordan-Nullmenge ist. Auferdem gilt

—g(2)sinf ¢'(2)cos@
Dp(0,2) = | g(z)cos@ ¢'(z)sind
0 1

:dapw@zﬁpﬂaazda<“§21+§@y)=gaﬂu+ywﬁy

Daraus folgt

x)dr = 0,2))1/det Dp(0, 2)TDy(0, 2)d(0, =
Jf@d= [ 50.) e Do, 7 Det0, )0,

+ L_I(AQ) f (0, 2))\/det Dp(0,2)TDy(0, 2)d(0, 2)
b b pon

[ [ #6000+ [ [ 6000V G
b 2w

[ [ o009 i+ AR ava

fiir alle Riemann-integrierbaren f: M — R. Fir g(z) = R fiir alle z € [a,b] ist M der
Mantel eines Zylinders mit Radius R und Héhe b — a man erhilt

b 2w
vola(M) = / / Rdfdz =2wR(b— a).
a JO

Bemerkung: Ist v: [a,b] — R"” eine geschlossene Kurve, so heifit v dberschneidungsfrei,
wenn [, p) injektiv ist.

Beispiel 1.28 Es sei v: [a,b] — R"™ eine geschlossene, iiberschneidungsfreie, regulare und
stetig differenzierbare Kurve mit 7/(a) = 4/(b). Dann ist M = v([a, b]) eine eindimensionale
Mannigfaltigkeit und

b
| t@aota) = [ senola
fiir alle Riemann-integrierbaren f: M — R. (Beweis: Ubung)

Bemerkung 1.29 Ist M C R" eine kompakte k-dimensionale, so gibt es immer endlich
viele Parametrisierungen ¢;: U; — M, j =1,..., N, sodass M = Ujvzl ©;(Uj). Dazu kann
man dann leicht A;, j = 1,..., N, konstruieren, die die Bedingungen von Definition 1.26
erfiillen.
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Untermannigfaltigkeiten treten héufig als Rénder von geeigneten offenen Mengen auf:

Definition 1.30 (Gebiet, C''-Rand, duftere Normale)
Sei Q C R™. Dann heifit Q Gebiet, wenn Q offen ist und es fir alle z,y € Q eine Kurve
v:[0,1] — Q gibt mit v(0) = z und (1) = y. Q heift Gebiet mit C'-Rand, wenn es fiir alle
g € 0 eine Umgebung U C R™ von xg und eine stetig differenzierbare Funktion g: U — R
gibt mit

QNU ={ze€U:g(zx) >0}

sowie Vg(x) # 0 fir alle x € U mit g(x) = 0 gilt. Schlieflich heifit

v Ve
@)= Ny@  “€UN

duBere Normale von x.

Bemerkung 1.31 Wegen Folgerung 1.107 aus “Analysis II fiir Physiker” ist {x € U :
g(x) = 0} eine (n — 1)-dimensionale, differenzierbar Untermannigfaltigkeit. Aufserdem steht
v(z) senkrecht auf 7,09 fiir alle x € 9. Mit Hilfe von
9(x) = Vg(xo) -(x — xo) + o([|lz — xol])  fiir z — o
—
£0

fiir g € U mit g(zp) = 0 kann man leicht zeigen, dass
NU ={zeU:g(x)=0}

Beispiele 1.32 1. Es sei Q = Bpr(z) fir zg € R", R > 0 sowie g: U := R" — R mit
g(z) = R? — ||z — x0||?. Dann gilt

Q={zeU:gx) >0} N={xeU:g(x)=0}={zeR": |z — x| =R},

wobei Vg(x) = —2(z — 2¢) # 0 fiir alle  # . Somit ist Q ein Gebiet mit C'-Rand
und dufieren Normalen

Vy(z) x — Xo

- = fiir alle x € 992.
Vg(@)l| [z — ol

v(z) =

AuRerdem gilt T,0Q = {y € R" : y - (x — xg) = 0} fiir alle x € 99.
2. Es sei Q = R} := {x € R" : x, > 0} der sogenannte obere Halbraum. Dann gilt fiir
g: R" — R mit g(x) = z, fiir alle x € R"
Q={zeR":g(x) >0}, IN={zecR":g(z)=0}=R""!x{0},

wobei Vg(z) = e, # 0 fiir alle z € R™. Auferdem ist v(z) = —e,, die dufere Normale
von  fiir alle z € 92 und es gilt 7,02 = {y € R" : —y - e, = 0} = R"~! x {0} fiir
alle z € 09.
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1.5 Uneigentliche Riemann-Integrale

Ein Nachteil des Riemann-Integrals ist, dass nur beschrinkte (und Riemann-integrierbare)
Funktionen {iber beschrénkte Mengen integriert werden kénnen. So sind z.B. Integrale iiber
R™ oder das Integral fiir die unbeschrénkte Funktion

1

[ER

flreR3:0< |z <1} - R: 2z

wobei « > 0, nicht als Riemann-Integral definiert. Solche Integrale kann man aber dhnlich
wie im Eindimensionalen als geeignete Grenzwerte von Riemann-Integralen bzw. uneigent-
liche Riemann-Integrale definieren. Wir wollen dies nicht systematische diskutieren sondern
nur kurz zwei Spezialfille betrachten:

Integrale iiber R": Es sei f: R™ — R stetig und es gebe eine Konstante C', sodass

/ |f(x)|dx < C fiir alle R > 0.
Br(0)

Dann existiert das uneigentliche Riemann-Integral
f(z)dz = lim f(z)dx
R R—o00 BR(O)

Beispiel: Es sei n = 2. Dann folgt aus (1.3)

R R 27 9 R 9
/ ol g — / / e rdpdr = 7 / 2re" dr
Bgr(0) 0 0 0

R
= [—erj} 0" (1l — efRQ) <.
r=

Somit existiert das uneigentlich Riemann-Integral und es gilt

2 R R 2 2 R
/ e I7I° gz = lim / / e " rdrde= lim 7 [—e“ } = .
R2 R—o0 R—o0 r=0

Integrale mit einer Singularitit: Es sei f: B;(0) \ {0} — R stetig und es gebe eine
Konstante C', sodass

/ |f(x)|de < C  firallee € (0,1).
(0\B:(0)

/ f(z)dr = lim f(z)dzx
B1(0)

=0 B1(0)\B(0)
Beispiel: Es sei n =3 und 0 < o < 3. Dann folgt aus (1.4)

2T r2 1
/ . / / / Smedqﬁdﬁdr—éhr/ 2 dr
B1(0)\B.(0) HxH c

4
= (1-e>9<
S—QW 3—a
—e—o0l

fiir alle € € (0,1). Somit existiert das uneigentliche Riemann-Integral

1 4
/ - dx = il
Bi0) 7|l 3—a
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1.6 Integralsatze im R”

Satz 1.33 (Gaul)
FEs sei U C R™ offen, n > 2, u: U — R" stetig differenzierbar sowie 0 C R™ ein be-
schrinktes Gebiet mit C'-Rand und duferen Normalen v sowie Q := QU O0Q C U. Dann
gilt

/ divu(z) de = / v(z) - u(zx)do(x). (1.5)

Q a0
Bemerkungen 1.34 1. Der Satz verallgemeinert den Hauptsatz der Integral- und Dif-
ferentialrechnung:

b
/ v (z) dz = u(b) — u(a),

dabei ist divu(z) = u/(x) fiir stetig differenzierbare u: [a,b] — R, J[a,b] = {a,b},
v(b) =1, v(a) = —1 und u(b) — u(a) entspricht [, v(z) - u(z)do(x).

2. Beschreibt u:  — R™ den Fluss einer Grifie wie z.B. die Konzentration eines Stoffe,
so beschreibt

/ v(z) - u(z)do(x)
o0

den Gesamtfluss der Grofe durch den Rand des Gebietes €, d.h. wieviel von der
Groke durch den Rand des Gebiet rein- bzw. rausflieffit. Der Satz von Gauf besagt,
dass der Gesamtlfuss gleich [, divu(z) dz ist. Ist divu(z) = 0 fiir alle 2 € Q, so gilt
insbesondere

/ v(z) - u(x)do(z) =0,
o

d.h. es muss genauso viel durch den Rand 92 in Q2 reinfliefen wie rausfliefen. Deswegen
heifst » in diesem Fall auch Quellen-frei.

Beispiel 1.35 Es sie Q C R", n = 2,3, ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand, a € R™\ 0
und w: R™\ {a} mit u(x) = L“”n fiir alle  # a. Dann gilt

=l

] vol,_1(0B1(0)) falls a € Q,
/m ule) i dote) = {0 falls o & .

Beweis: Zunéchst gilt

+(z—a)- V# =0

divu(z) = div(z — a
vu(@) =div(e —a) le—all”

| — al[
=n
1 r—a
=—n———— =%
Hz—aH"+1 lz—all

fiir alle z # a, da V|x — a|| = ﬁ Somit folgt die Aussage, falls a & (Q, direkt aus dem

Satz von Gaufs.

Achtung: Falls a € €2, so ist der Satz von Gauf nicht auf Q anwendbar, da u in @ nicht defi-
niert ist bzw. u keine stetig differenzierbar Funktion auf €2 ist. Ansonsten wiirde wiederum
folgen

/ u(z) - v(x)do(x) =0,
o0
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was nicht der Fall ist.

Falls a € €2, gibt es ein r > 0, sodass By.(a) C 2, da Q offen ist. Wir wenden nun den Satz
von Gauk auf 2 := Q\ B,(a) an und erhalten

/aﬁ v(z) - u(x)do(r) = /~div u(z) de = 0,

Q

wobei 9Q = 9Q U 0B, (a) und dQ und dB,(a) disjunkt sind und v(z) = —ﬁ fiir alle
x € 0By (a). Daraus folgt

0= /asz v(z) - u(x)do(z) + /(9&(“) v(x) - u(x) do(x)

——
—__%T=a_ _z—a___,l-n
lz—all lz—all™

= v(z) - u(z)do(z) = r1="vol,_1(8B,(0)).
o0Q
Dabei gilt
2r = rvol1(0B1(0))  falls n = 2,

Lo_1(9B,(0)) =
Vo1 (05, 0) {47Tr2 = r?voly(9B1(0)) falls n = 3,

wobei man die Oberfliche im Fall n = 3 z.B. mit Hilfe von Kugelkoordinaten berechnen
kann. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung: In der Elektrostatik (und im Fall n = 3) beschreibt u das elektrische Feld
einer Punktladung (mit Einheitsstirke) und [, v(z) - u(z) do(x) beschreibt den Fluss des
elektrischen Feldes durch die Fliche 0.

Beweis von Satz 1.33: Den vollstdndigen Beweis findet man z.B. in Koénigsberger “Analy-
sis 11”7, Abschnitt 12.4 oder Goldhorn/Heinz: “Mathematik fiir Physiker 1”. Hier wollen wir
uns auf den Beweis im Fall

Q=RT :={z € R" 1 2p >y(71,...,Tn-1)},

wobei v: R*™! — R stetig differenzierbar ist, und u: R® — R stetig differenzierbar ist,
sodass es ein R > 0 gibt mit u(x) = 0 fiir alle |z| > R. Der Beweis im allgemeine Fall kann
auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden. Hierbei ist Q ein Gebiet mit C'-Rand, da

Q={xeR":g(x)>0}

fir g: R" — R mit g(z) =z, — y(z1,...,2n—1) fiir alle z € R™. Somit ist

O, v(2')
v(z) =— V(@) = ! : fiir alle x € 99,
IVg@)l T+ V@2 | 0, ,7(z)
-1
wobel @’ = (21,...,2Zn-1).
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Daraus folgt

/ divu(x)dw:Z/ / O, uj(a!, xy) day da’
:} " Rn—1 ~ :

(')

7j=1
n—1 oo
— /I‘{ ) [8:1:] /( )Uj(l'/,xn) dl’n _uj(m/,xTZ>8x]-')/(l'/) d.%'/
j=1"7R"" (!
e un(’,~(a")) da’
n—1 R
= / / / wj(2',xn)  day drn_y ... dzy
j=17"R V@) ——
=0, falls z;=+R
=0

+ /]Rnl (2,7 (@) - ula!, (@)1 + [V )2 de'.

Dabei ist 9Q = graph(v) und man kann zeigen, dass 1+ ||V~y(2)||? die Gramsche Determi-

/

v(z')

/ divu(z)dr = /8 (@) ue)doa).

nante der Parametrisierung x’ ist. Daraus folgt

Folgerung 1.36 (Partielle Integration im R")
Sei U C R"™ offen, f,g: U — R einmal stetig differenzierbare und 2 ein beschrinktes Gebiet
mit C'-Rand, sodass QU OQ C U. Dann gilt fir alle j=1,...,n

/ Oz, f(z)g(z) dr = f(2)g(z)vj(x)do(x) — / f(2)0:,9(x) dz. (1.6)
o0 Q

Beweis: Es sei u: U — R" definiert als u(z) = f(z)g(x)e; fiir alle € U. Dann gilt

divu(z) = 0, (f(2)g(x)) = On,; f(x)g(x) + f(2)0r,9(x)

fiir alle € U sowie u(z) - v(x) = f(x)g(x)vj(x). Somit folgt aus dem Satz von Gauk

/ Oy, f(2)g(x) da + / f@)0n,g(x)de = [ f(2)g(e)w;(x) do(z),
Q o0

woraus die Behauptung folgt. [

Folgerung 1.37 (Greensche Formeln)
Sei U C R" offen, f,g: U — R zweimal stetig differenzierbare und 0 ein beschrinktes
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Gebiet mit C'-Rand, sodass QU OQ C U. Dann gilt
/ f(2) Ag(x) dax = / f(2)Va(x) - v(z) do(z) - / V/f(z) - Vo(x) de (L.7)
Q o0 Q
/ (@) Ag(x) — g(x)AS(x)] do = / F(@)Va(x) — @)V ()] - v(z) do(z)  (18)
Q o0

Beweis: (1.7) folgt direkt aus (1.5) angewendet auf u(z) = f(z)Vg(x), wobei

div(u(z)) = f(x)Ag(z) + Vf(z) - Vg(z)

wegen Lemma 1.36 der “Analysis 1T fiir Physiker”. (1.8) folgt aus (1.7), wobei man einmal
die Rollen von f und g vertauscht. [ |

Beispiel 1.38 Es seien Q,U wie im Satz 1.33 und u: U x [0,7) — R eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion, die die Warmeleitungsgleichung

Ou(x,t) — Au(z,t) =0 fiir allez € Q,t € [0,7T)
16st und fiir die die (Dirichlet-)Randbedingung
u(z,t) =0 firalle z € 9Q,t € [0,7T)
gilt. Dabei ist Au(z,t) = div, Vyu(z, t) =377, agju(:r,t). Dann gilt

1d

~— | u(x,t)?dx = —/ |Veu(z,t)|?dz  fiir alle t € [0,T). (1.9)
Beweis von (1.9): Da (z,t) — u(x,t)? stetig differenzierbar bzgl. x € U,t € [0,T), kann
man Integration und Differentiation auf der linken Seite vertauschen und erhilt:

Ld u(z,t)?de = [ u(z u(z,t) de = [ u(z,t)Au(z,t)dz
5 [ @t /Q<,t>a_tA<(,t)>d JRICHEER
= —/ Vu(z,t) - Vu(z,t)dx +/ u(z,t) Vu(z,t) - v(x) do(x)
Q o0 ~—~—

= —/ \Vu(z,t)|[>dz  fiir alle t € [0,T),
Q

wobei wir (1.7) benutzt haben.

Bemerkung: Aus (1.9) folgt, dass die Funktion
0,7) 5t / w(z, )2 dz € [0, 00)
Q
monoton fallend ist. Ist nun z.B. u(x,0) = 0 fiir alle z € €, so folgt

/ u(z,t)?de =0  firallet €[0,7)
Q
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sowie u(z,t)? = 0 bzw. u(z,t) = 0 fiir alle x € Q, t € [0,T), da ein Integral iiber eine
nicht negative, stetige Funktion genau dann Null ist, wenn die Funktion Null ist. D.h. die
Wirmeleitungsgleichung mit der obigen Randbedingung und Anfangswert u(z,0) = 0 fiir
alle x € Q hat die eindeutige Losung u(z,t) = 0 fiir alle x € Q, ¢ € [0,T). Mathematiker
nennen fQ u(z,t)? dx die Energie zum Zeitpunkt t. Beschreibt u die Wirme in einem Kérper
Q zur Zeit t, so ist dies aber nicht die physikalische Energie des Systems.

Definition 1.39 (Positiver Umlaufsinn)

Es sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand und duferer Normalen v. Dann ist
v: la,b] — 00 eine Parametrisierung von 0X) in mathematisch positiver Richtung, wenn -y
eine requldre, geschlossene, iberschneidungsfreie Kurve ist, v(I) = 0Q und

det (v(v(®))|Y'(t)) >0 fiir alle t € [a,b].

/
Bemerkung: In diesem Fall gilt v(y(t)) = ol 1 ( 72,(2)>
N

Satz 1.40 (Green bzw. Stokes in der Ebene)

Es sei U C R? offen und Q C R? ein Gebiet mit C'-Rand, sodass Q C U. Auflerdem
existiere eine Parametrisierung v: I — 0$) des Randes in mathematisch positiver Richtung.
Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F': U — R?

/F(:r)-da: _ /Q(GmlFQ(x) 0y, Fy(2)) da (1.10)

FQ(J?)

Beweis: Es gilt 0y, Fb(2) — Op, Fi(2) = divG(z) fiir G(z) == ( Fi(x)
—117

aus Satz 1.33 und Beispiel 1.28
_ Fy(x)
/Q (Ory Fo() — Oy Fi () di = / ( ! x)> v(z) do(z)

:/ab<—F552>>’|wt>||< ) o= / Flue) -/ (t) dt

:/WF(x)'dl'

) . Deswegen folgt

Bemerkung 1.41 Der Satz gilt (fast) genauso, wenn 02 =I'1 U ... UT'y, wobei I'y, j =
1,..., N digjunkt seien und die Bilder von reguldren, geschlossenen, iiberschneidungsfreien
Kurve ~y;: I; — 052 sind, sodass

det (v(v; ()7 (t)) >0 firallete I;,j=1,...,N.
In diesem Fall muss (1.10) durch

Z / cdx = /Q (O, Fo(z) — 0y, Fi () dx

ersetzt werden. Der Beweis des Satzes von Green ldsst sich leicht auf diesen Fall {ibertragen.
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Beispiel 1.42 Es sei F': R?\ {0} — R? mit

1 (- P
F(z) = e ( x2> = (x%;fg> fiir alle 2 € R?\ {0}

i
! o} +a3

und Q C R? ein Gebiet mit C'-Rand und 0 € Q sowie v: I — 02 eine Parametrisierung
des Randes von 2. Dann gilt

AF(&:) ~dr =27

Beweis: Es sei ¢ > 0 so klein, dass B.(0) = {x € R? : ||z|| < e} € Q und ~.: [0,27] — R?
mit

V. (t) = < f;‘s)isntt) fiir alle ¢ € [0, 27].

Aufserdem sei Q. = 2\ B-(0). Dann ist 90Q. = 0QUJB.(0), wobei 7, eine Parametrisierung
von 0B.(0) ist. Auferdem gilt

. B —cost —esint)
det(’/(%(t))’%(t)) = det < sint —e¢ cost> =e>0

da v(x) = — % die dubere Normale von 0€ fiir z € 0B.(0) ist. Somit folgt aus der

l[z]
vorangehenden Bemerkung

LF(:E) do + L F() - dx = /Q(ﬁmng(x) 0y, Py (x)) d = 0,

da
X1 P — X9
— O,
z? + 22 z? + 22

vgl. Beispiel 1.76.2 der Vorlesung “Analysis II fiir Physiker. Zusétzlich gilt

27 . . 27
1 _
/ F(x)-dx—/ 2<€Smt) < 55“”) dt——/ 1dt = —2m.
e o &% \&cost —ecost 0

Daraus folgt die Behauptung.

axlFQ(l') — 812F1(f£) = axl _ 0,

Bemerkung: Jedes stetig differenzierbare (ebene) Vektorfeld F': U — R? kann man ein
Vektorfeld F: U x R — R® mit

. Fi(zy, 22)
F(z1,29,23) = | Fa(x1, 22)
0
zuordnen. Dann gilt
: 0
rot F(z1,x2,x3) = 0 fiir alle z € U x R.

Oz, Fo(x) — Oy, F1 ()

AuRerdem kann man Q C R? als Fliche im R? auffassen. Wir werden sehen, dass deswegen
der Satz von Green ein Spezialfall des folgenden klassischen Satzes von Stokes ist. Dazu
benotigen wir aber:
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Definition 1.43 (Orientierbare Fliche) FEs sei M C R3 eine zweidimensionale diffe-
renzierbare Untermannigfaltigkeit. Dann heifst M orientierbar. Wenn es eine stetige Funk-
tion N: M — R? gibt, sodass |[N(z)|| =1 und N(z)-v =0 fiir alle v € TyM und x € M.
N heiffit Einheitsnormalenfeld von M.

Bemerkung: Durch N wird festgelegt, was “oben” und “unten” auf der Fléiche ist. Dabei
“zeigt N nach oben”.

Analog zu Gebieten in R" definieren wir:

Definition 1.44 (Gebiete in Flichen)
Es sei M C R? eine zweidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit. Dann heifit
Q C M mit Q= QUON C M ein Gebiet mit C'-Rand, wenn es fiir alle x,y € Q eine stetige
Kurve v: [0,1] — Q gibt mit v(0) = x,v(1) = y und es fiir alle a € Q eine Parametrisierung
©: VCR% = M in einer Ungebung U von a sowie ein stetig differenzierbares g: V — R
gibt, sodass

QNU ={p(x):x €V und g(z) > 0}.

Im Folgenden sei M C R” eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit mit einem Einheits-
normalenfeld N: M — R3 und Q C M ein beschrinktes Gebiet mit C*-Rand. Auferdem
sei d := Q\Qund v: [a,b] — d eine regulire, stetig differenzierbare, geschlossene Kurve,
sodass ([a,b]) = d2 und 7|, ) injektiv ist. d2 wird auch als Rand von Q bezeichnet (und
oft auch ebenfalls mit 92 bezeichnet). Es gibt nun zwei mégliche “Richtungen” d) zu durch-
laufen némlich v und 4 = yo 7, wenn 7 eine orientierungsumkehrende Umparametrisierung
ist. Wir fixieren die Umlaufsrichtung in folgender Weise:

Fiir alle ¢ € [a,b] zeige v(y(t)) := +'(t) X N(v(t)) nach aufen von .

Hierbei zeigt v(+y(t)) nach aufen, sofern

Vg(xo)
IV g (o)l

wobei ¢ und g wie in Definition 1.44 (mit a = ~(t)) ist, det Dp(y(t)) > 0 gelte und
1
zo =~ (v(1)).

v(y(t)) - Dp(y(t)) <0

Satz 1.45 (Stokes)
Es seien M,Q, N,~ wie zuvor und U C R3 offen mit M C U. Dann gill fiir jedes stetig
differenzierbare Vektorfeld F: U — R3

/7 Fa)- do = /Q rot F(z) - N(x) do(x).

Beweis: Siehe z.B. Goldhorn/Heinz: “Mathematik fiir Physiker 1”. ]
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Beispiel 1.46 Sei M = 0B1(0) = {z € R3 : ||z|| = 1} CR3, N: M — R? mit N(x) = Bl
fir allex € M und Q = {x € M : z3 > 0} die “obere Hélfte” von M. Dann ist N ein stetiges
Einheitsnormalenfeld von M,  C M ein Gebiet mit C'-Rand, Q = {z € M : x3 > 0} und
dQ={x € M : 23 =0} = {(x1,72,0) : 2% + 23 = 1}. Somit ist 7: [0, 27] — d mit

cost
v(t) = [ sint fiir alle ¢ € [0, 27]
0

eine geschlossene, iiberschneidungsfreie, regulére, stetig differenzierbare Kurve mit ([0, 27]) =
dQ) und

—sint cost 0
v(y(t)) = cost | x [sint | = 0 fiir alle ¢ € [0, 27]
0 0 -1

Auferdem zeigt v7y(t)) nach auken von €, denn wihlt man als Parametrisierung z.B.

sin(6) cos(v))
©(0,7) = | sin(0) s(lr;(w) fiir alle (6,v) € (0,7) x [0, 27],
cos(f

so gilt det Dp(0, 1) = sinf > 0,

QN {z € R tay # 1} = {p(6,0) : 9(0,0) := 5 — 0> 0}
42 = {9(3.6) : € [0,2x]} und
- 0 0 —sin(vy) 1
) DolG = [ 0|0 asw) | () =-1<0
-1 -1 0
1
fiir alle ¢ € [0,27]. Ist nun F: R?® — R3 mit F(z) = | z123 | fiir alle x € R3, so folgt aus
1T
dem Satz von Stokes o
2w
/ rot F'(z) - N(z)do(z) = /F(a:) cdx = F(y()y () dt
Q) 0 0

2 1 —sint 2
/ 0 . cost dt:—/ sintdt = 0.
0 costsint 0 0
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2 Funktionentheorie

2.1 Holomorphe Funktionen / komplexe Differenzierbarkeit

Das Thema der Funktionentheorie ist das Studium von komplex differenzierbaren Funktio-
nen f: U C C — C. Dabei konnen wesentlich stirkere Aussagen gezeigt werden, als fiir
(total) differenzierbare Funktionen f: U C R™ — R™.

Definition 2.1 Sei f : U — C eine Abbildung, wobei U C C offen sei. Dann heiffit f an
der Stelle zg € U komplex differenzierbar, wenn

f(ao) = Jigg LEL =0 2.1)
2#20

existiert. Ist f in jedem zo € U komplez differenzierbar, so heifit f holomorph.
Bemerkung: Dabei existiert der Grenzwert in (2.1), falls es ein a € C gibt, so dass fiir jede
Folge (Zk)kelN mit 2x =k oo 20, 2k € U \ {Zo} gilt:

f(zr) — f(20)

Rk — 20

—7k—oo0 Q5
vgl. Vorlesung “Analysis I”. Genauso wie in Analysis I gilt:

Lemma 2.2 1. Ist f: U — C holomorph, so ist | stetig.

2. Es seien f,g: U — C holomorph, wobei U C C offen sei.
Dann sind f+g: U - C, f-g:U — C holomorph und es gilt fir alle z € U:

(f +9)(2) = f(2) +4'(2)
(f-9)'(2) = f'(2)9(2) + f(2)d(2)

Ist g(z) £ 0 fir alle z € U, so ist 5 : U — C holomorph und es gilt fir alle z € U:

P ) - FE )
<g> (=) = 9(2)?

3. Sind f:U —C,g:V — C holomorph, UV C C offen und gilt f(U) CV, so ist
go f:U — C holomorph und es gilt fir alle z € U:

(gof)(2) =3 (f(2)f'(2)
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Beweis: Zu 1.: Das folgt sofort aus

z) — f(=
£:) ~ fe0) = TG (o oy g
2= 20 N——
ﬁz—moo
%z%zo,zizo
Zu 2./3.: Siehe 1. Ubungsblatt (Analog zur Analysis I). ]

Beispiel 2.3 Man priift leicht nach, dass f : C— C, g: C = Cmit f(z) =a, g(z) =z
fiir alle z € C mit a € C holomorph sind und gilt:

f'(z) =0, Jdiz)=1 fiir alle z € C.

n

Mit Lemma 2.2 folgt, dass jedes Polynom P : C — C holomorph ist. Gilt P(z) = Y azz"
k=0
fiir alle z € C, wobei a; € C, so gilt:

n
P'(2) = Z apkz"1 fiir alle z € C
k=1

da (2%)" = k2*~1 (letzteres folgt aus der Produktregel).

Wesentlich mehr Beispiele erhalten wir durch Potenzrethen

o
Zanz” (2.2)
n=0

wobei a,, € C fiir alle n € Ny = {0, 1,2,3,4,...}. Fiir das Folgende sei

R :=limsup {/|a,| € [0, +o<]

n—oo
und
%, falls R € (0,00),
0=« +oo, falls R=0,
0, falls R = 4-o0.
o0
o0 heikt Konvergenzradius von Y a,z".
n=0

oo o
Satz 2.4 Seien ) anz" und o wie zuvor. Dann konvergiert ) anz", falls |z| < o, und

n=0 n=0
divergiert, falls |z| > o. Auferdem ist f : B,(0) = C mit f(z) = Y an2z" fiir alle z € B,(0)
n=0
holomorph und:
'(z) = Z apnz" ! fir alle z € B,(0). (2.3)
n=1
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Bemerkung 2.5 Die Reihe in (2.3) konvergiert wegen des Wurzelkriteriums, da

n
limsup {/n|a,| |27~ = lim {/n-limsup {/|a,|- lim 12
n—0o0 n—oo

n—00 n—00 Y |Z’

n

=1
= limsup V/|ap||2] < 1
n—oo
=R

falls |z| < o. Es sei bemerkt, dass lim {/n =1 = lim {/r fiir alle r > 0, siehe Vorlesung
n—oo n—oo
“Analysis I”.

Beweis von Satz 2.4: Die Konvergenz bzw. Divergenz folgt aus dem Wurzelkriterium,
da

2| = 0 <= limsup ¥/]anz"| = |2|limsup ¥/]a,| =1
n—oo

n—oo

1
0

falls R > 0 und limsup {/|a,2™| = 0 fiir alle z € C falls R = 0 bzw. 9 = +o0.

n—o0

Behauptung: Fiir alle z € B,(0) gilt:

an(z+h)" = > apz" 0o

lim n=0 = Z anpnz""!
h—0,h£0 h f
ni

1

Aus der Behauptung folgt der Satz.
Beweis: Wir nutzen fiir h # 0 und n > 1

(z+h)" = Z <Z) 2Rk (Binomischer Lehrsatz)
k=0

Daraus folgt

(Z + h)n — 2" n—1 _ k=0
h T h
=(7)
3 ()
k=2
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wobel

[\

n—

n . .
< ) h |22
<> (,1,) wn

=0 N ,

(Z) pr—2,n—k
k=2

B

n(n—1)(n—2)!
T UGN n—i—2)!

<n(n— 1)( p )

n—2
<nln=n) 3 (" 2) I

j=0
=n(n—1) (k] +[2])" " ()
Fiir das Folgende sei § > 0 so, dass |z| + § =: r < p. Dann folgt, falls 0 < |h| < ¢:
Z an(z+h)" — Z an2" )
n=0 - n=0 o nz_:l nanzn—l
R\ — pm
= Zan ((z—i— 1oz nz”_1> ‘
n=1

n=2
( > _
< 1R lan| (n = D)n((h] + |2)"
n=2 <r
< |h n —1)rn2 Behaupt
<| ];m |n(n—1)r _h——TO_)O (= Behauptung)

Dabei ist C(r) < oo, da
hmsup Un(n —1)|a,|rm—2 = hm Yn¥n—1-limsup /|a,|- lim
n—

n—00 \/>
= limsup V/|an| -
—_——

n—oo
-R <§ ¢
weil lim ¢/n—1=1= lim V72 n
n—oo n—oo
Beispiele 2.6
1. Fiir alle z € C konvergiert
o Zn
exp(z) = Z — absolut
n!
n=0
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Siehe Analysis I (folgt mit Quotientenkriterium oder li_>m v/ % =0)
n oo °
Aus Satz 2.4 und o = +oo folgt, dass exp : C — C holomorph ist mit

> n—1
exp’(z) = Z nzn! = exp(z) fiir alle z € C

n=1

2. Fiir z € C gilt:

elZ _"_ e*ZZ elZ _ e*ZZ

cos(z) = 5 , sin(z) = 5
i

wobei e = exp(w) fiir alle w € C. Aus Lemma 2.2 folgt somit

- 1z s —1z _eiz _ _eiz
cos'(z) = ze ;e = 2,( ) = —sin(z) fiir alle z € C
i
s 12 s\ ,—i2 ¥ —1iz
sin’(z) = Ze (2 e = —;e = cos(z) fiir alle z € C

Insbesondere sind sin: C — C und cos: C — C holomorph.

Bemerkung 2.7 Eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zg € C ist gegeben durch

o0

F(z) = Z an(z — z0)"

n=0

wobei a, € C fiir alle n € IN.
Aus Satz 1.3 folgt direkt, dass F': By(z9) — C holomorph ist und

F'(z) = Z nay(z — 20)" ! fiir alle z € By(z0)
n=1

wobei o wie zuvor ist.
Beweis: Betrachte F(w) = F(w + zp). |

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Motivation: Es sei f: U C C — C. Dann kann f mit der Abbildung f:U C R? - R?
identifiziert werden, wobei

fley) = (f: ;Eiig;) fiir alle (g) v, (2.4)

wobeif]:z{(Z) E]RQMH—Z'UEU}.

Frage: Wie hingen kompleze Differenzierbarkeit von f und (reelle) Differenzierbarkeit von
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f zusammen?

Erinnerung: f ist in (Z) € U (total) differenzierbar, falls es ein A € R?*? gibt mit

: : h
Flat o+ ) = Foa) +4 (31 + ol ha)
mit
@(hla h2)
1m = =(.
(h1,h2)=0 [[(ha, ho)]
Dabei ist

_ 6ru<1',y) au(x,:y)
4= <8IU(3372U) 3Zv(x,y)> (2.5)

mit u(z,y) := fi(z,y) = Re f(x +iy), v(z,y) := folz,y) = Im f(z + iy).
Fiir die Antwort auf die Frage benttigen wir:

Lemma 2.8 Es sei A = (a b
c d

A <”3) - (Re(“’ (a4 iy») fiir alle (x) € R
Yy Im(w- ($+zy)) Yy
(das heifit A beschreibt die linear Abbildung z — w- z), wenn a = d,b = —c. In diesem Fall
ist w = a + ic und

) € R?*2. Dann g¢ibt es genau dann ein w € C so dass

Beweis: “=": Wihle z =1,y = 0 bzw. x = 0,y = 1. Dann folgt

(9-10)- 22
()-+(0)- ) - ()

Daraus folgt @ = Re(w) = d, b = —Im(w) = —c.

bzw.

“<” Ubung [

Satz 2.9 Es sei f: U — C, wobei U C C offen ist, zo = xo + iyo € U und f: U — R?

wie in (2.4). Dann ist f genau dann komplex differenzierbar in zp, wenn f in <§O> total
0

differenzierbar ist und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

0 0 0 0
a%(xo,yo) = aiyj(:ﬂo,yo) af;(xo,yo) = _67;(%’%) (2.6)
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gelten, wobei u(x,y) = fi(z,y), v(z,y) = fa(z,y) bzw.
flz+1iy) = u(z,y) + iv(x,y) fir alle (g) eU baw. x+1iy € U. (2.7)
Auferdem gilt f'(xo + iyo) = Oxu(xo,Y0) + 10zv(x0, Yo)-

Beweis: “=": Aus f/(z) = ,{%M folgt f(z0 + h) = f(z0) + f'(20) - h + p(h)

h+£0
mit o(h) := f(20 +h) — f(20) — f'(20) - h und \@ — 0.
h£0
mma 2. 5 ~ _ h ~
LS Fag 4+ ha,yo + ha) = F(zo,yo) + <i ac) <h;> + @(h1, ho) (%)
=f(z0+h)

Re gp(hl + lhg)

mit @(hy, he) = < ) und a+ci = f'(29), h = hi+ihs, wobei ‘¢(h1’h2)

Im p(hy + iha) [(hah2)ll (1) ho)—0

0. Somit ist f ist total differenzierbar in <:;0> und (2.6) gilt wegen (2.5) und Lemma 2.8.
0

Zo

Yo
mit a = dyu(xo,yo), ¢ = Oxv(x0, Yo)-

“e Ist f in ( > total differenzierbar und gilt (2.6), so folgt aus (2.5) die Identitét (x)

Lerang 2.8 f(zo+h) = f(z0) + w-h+@(h) mit w=a+ ic
N f(20+h)—f(20):a+ic+M
" = "

mit @(hy+ihg) = @1(h, ha)+i@a(hy, he) und 28— 0, da ZHLA2) s 0 fiir (hy, hy) — 0.
R [ o)

Daraus folgt, dass f in zy komplex differenzierbar ist und

f(z0+h) = f(20)
h

f'(20) = lim =w + 0 = dyu(zo, yo) + i92v(z0, Yo)-
h—0

h£0

Bemerkung 2.10 Wir sagen f: U C C — C ist reell differenzierbar, wenn f: U C R —
R? (total) differenzierbar.

1. (2.6) besagt, dass
Df(xo’yo) — < axu($07y0) 8yU([L‘0,yO)> _ <CL —C>

—0yu(ro,y0) Ozu(xo,Yo) c a

a —c) _ [ cosp sin ¢
c a) \—sing cosp
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fiir r = Va?+¢2 und ¢ € [0,27), sodass cosp = \/a;? und sing = \/a;ﬁ )

Das heift D f(xo,0) bzw. z — (a + ic)z beschreibt eine Drehstreckung im R? = C.
Auberdem gilt

f'(z0) = a+ic = r(cos @ + isin @) = re'?.

Erinnerung: Fiir alle z,w € C\ {0} gibt es eindeutige r, s > 0, v, ¥ € [0, 27), sodass
z = se und w = re?. Dann gilt zw = (rs)e¥e™) = (rs)e'@+¥). D h. Multiplikation
mit w entspricht einer Drehung mit Winkel ¢ und Streckung um den Faktor r.

2. Ist f holomorph und f zweimal stetig differenzierbar, so folgt

deu(z,y) 2 Oyv(,y) = 02ulz, y) = 0u0y0(x,y)

sowle

2.6 Oy
Pu(z,y) E —0,0,0(z,y) & —02u(z,y)

— Au(z,y) = Dou(x,y) + Oju(z,y) =0

fiir alle (5) € U, das heiRt u ist harmonisch in U. Analog zeigt man Av(z,y) = 0.

Also sind Real- und Imaginérteil einer holomorphen (und zweimal stetig differenzier-
baren) Funktion harmonisch. Dies kann genutzt werden, um die Laplace-Gleichung
Ay = 0 in einem zweidimensionalen Gebiet zu 16sen. Das hat z.B. Anwendungen in
der Elektrostatik und der Stromungsmechanik.

3. Im Folgenden werden wir x + iy € C und (z,y) € R? wieder identifizieren und f und
U statt f und U schreiben.

Beispiel 2.11

1. Sei f(z) = 22 = (z +iy)? = 2% — y? + 2zyi fiir alle z = x + iy € C. Dann gilt
u(z,y) = 22 — 92, v(z, y) = 22y sowie

Opu(z,y) =2z = Oyv(z,y) , Oyu(z,y) =—2y = —0v(x,y)

2.8 f:C—Cmit f(z2)=2= _x  +i (—y) furalle z € C.
(z.y)
Y =o(zy)

Dann ist f reell differenzierbar (da Polynom) aber
amu(xvy) =1 7é %v(:p,y) =-1

Das heifit (2.6) gilt nicht und z — z ist nicht holomorph! Diese (lineare) Abbildung
beschreibt auch eine Spiegelung an der reellen Achse und ist somit keine Drehspiege-
lung.
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2.2 Der Cauchysche Integralsatz

2.2.1 Kurvenintegrale

Definition 2.12 Sei U C C und f: U — C stetig sowie 7: [a,b] — U eine stetig differen-
zierbare Kurve. Dann heifit

b
/ f(2)dz = / v (1)t (2.8)
¥ a

das Kurvenintegral iiber f langs ~.

Ist v: [a,b] — U stiickweise stetig differenzierbar, d.h. 7 ist stetig und es gibt a = tg < t1 <
... <ty =0bN €N, so dass v;: ’Y‘[tj,t]drl]? [tj,t; + 1] = U stetig differenzierbar fir alle
7=0,...,N —1 ist, dann definiert man

N-1

Lf(z)dz = L_f(z)dz

=0 J

<

Bemerkung 2.13
1. Ist g: [a,b] — C stetig, so ist

/abg(t)dt = /ab Reg(t)dt —|—7;/ab Tmg(t)dt

in diesem Sinn ist (2.8) zu verstehen.

2. Sei 7: [a, B] — [a,b] eine C'-Umparametrisierung (d.h. 7 ist stetig differenzierbar,
bijektiv und 7/(s) # 0 fiir alle s € [, 5]).
Dann gilt, falls 7 orientierungserhaltend ist (d.h. 7/(s) > 0 fiir alle s € [a, ]):

B
/ f(2)dz = / SOV () 7 (r(5))7'(5) ds
T “ —(y0r)/(s)

b
Su]lfast;:t(ggion/a f(Py(t»ﬁy (t)dt = Lf(z)dz

und, falls 7 orientierungsumkehrend ist (d.h. 7/(s) < 0 fiir alle s € [a, b]):

— “ !
L RO, /b P (Bt
t=7(s), wobei

a

(c)=b,7(B)=
b
- _ () dt = — 2)dz
/a SO (1)t / £(2)

Weitere Eigenschaften liefert:
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Lemma 2.14 Es sei U C C, f,g: U — C stetig, o, € C, v: [a,b] — U eine stickweise
stetig differenzierbare Kurve, ¢ € (a,b) sowie v1 = Yl|(a.q, V2 = Vl[e,q- Dann gilt:

af(z z))dz =« z)dz z)dz,
A( £(2) + B9(2)) /j() w[ym
/ f@) = [ fdet | f(=)de,

/yf(z) 7 Y2

wobei L(y) die Ldinge von vy bezeichnet.

< L(y) sup [f(2)],
z€([ab)

Beweis: Die erste Aussage folgt direkt aus der Linearitit des Integrals. Die zweite Aussage
folgt aus dem 2. Ubungsblatt, Aufgabe 3. Die letzte Aussage folgt aus:

[yf(z)dz

N-1 tjt1 N—1 ti1
Sj;)/tj £ (v @)l ()]dt < sup )yf<z)yj§:%/tj (8] dt .

2€7([a,b]

=L(v)

Im Folgenden sei U C C offen und f: U — C holomorph.

2.2.2 Der Cauchysche Integralsatz
Fiir das Folgende sei U C C offen und f: U — C holomorph und ~: [a,b] — U eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve.

Das erste zentrale Resultat der Funktionentheorie ist der Cauchysche Integralsatz fiir holo-
morphe Funktionen.

Satz 2.15 (Cauchyscher Integralsatz)

Ist U C C sternformig beziiglich eines Zentrum zo € U (d.h. fir alle z € U und t € [0, 1]
ist (1 —t)z+tzg € U), dann gilt fir jede geschlossene stickweise differenzierbare Kurve
v: la,b] = U

/f(z)dz =0. (2.9)
.

Auflerdem gilt fir alle stetigen stiickweise differenzierbaren Kurven v;: [aj,b;] = U, j =
1,2, mit y1(a1) = y2(az), v1(b1) = 12(b2), dass

/w f(z)dz = L f(2)dz.
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Fiir das Folgende definieren wir u(z,y) = Ref(x + iy) und v(z,y) = Imf(z + iy) sowie
fRres frm: U C R? — R? definiert durch

fre(@,y) = <_u(x7y) > frm(z,y) = (v(m,y))

v(z,y)

fir alle z + iy € U, wobei x,y € R. Dann gilt
[ 1= [ frlay) - dw) +i [ finlon)- dGo.w).
v gl v

siehe 2. Ubungsblatt, 4. Aufgabe.

Beweis von Satz 2.15: Wir beweisen den Satz unter der zusétzlich Voraussetzung, dass
f': U — C stetig ist. Fir den allgemeinen Fall verweisen wir auf das Buch von Jénich:
“Funktionentheorie”.

Aus den Cauchy-Riemmannschen Differentialgleichungen folgt

8foe,2(xay) = _awv(xa y) = 8@/“(55: y) = 8yfRe,1($vy)
8xf]m,2(xuy) = 81‘”(567 y) = 8yU(I7y) = ayf[m,l(:l:)y)

D.h. fre, frm: U € R?2 — R? erfiillen die Integrabilititsbedingung aus Satz 1.74 der Ana-
lysis II fiir Physiker und es gibt Potentiale @ge, orm: U — R, sodass

Jre(z,y) = Vore(z,y), fim(z,y) =Veomm(r,y)  fiiralle (z,y) € U.

Daraus folgt

z)dz = e(x,y) - d(z, i m(z,y) - d(zx,
Aﬂ) lh(y)(yﬂlﬁ(y)(y)
= 0 (Vb)) — 9re(1(@)) + ip1m(Y(B)) — iprm(v(a)) = O,

da v geschlossen ist. Ersetzt man v durch v; bzw. v erhélt man die zweite Aussage. [ |

Bemerkung 2.16 Man kann sogar eine Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes zeigen:
Ist f: U — C stetig, sodass (2.9) fiir jede stiickweise stetig differenzierbare geschlossene
Kurve v: [a,b] — C gilt, so ist f holomorph. Dies ist der Satz von Morera.

Definition 2.17 F: U — C ist eine Stammfunktion von f, wenn F holomorph ist und
F'(z) = f(2) fir alle z € U gilt.

Folgerung 2.18 1. Ist U C C sternformig (beziiglich eines Zentrum zo € U), so hat f
eine Stammfunktion F.

2. Ist F eine Stammfunktion von f und v: [a,b] — U eine stiickweise stetig differenzier-
bare Kurve, so gilt
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Beweis: Zu 1.: Es seien @pge, orm: U — R die Potentiale von fre, fr,m aus dem vorange-
henden Beweis. Wir definieren F': U — C durch

F(x +iy) = ¢re(x,y) + ivorm(z,y) fiir alle x + 1y € U.

Dann ist F reell differenzierbar, da g, @, differenzierbar sind. Aufterdem sind die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt, da

angRe(x,y) = fRE,l(x7y) = ’U,(Z',y) = f[m,Q(x7y) = 8y301m(x7y)7

Oy Pre(T,Y) = fre2(,y) = —v(2,y) = — frm,1(2,y) = —0rpre(T,Y)
fiir alle z 4+ iy € U. Somit ist F holomorph und F'(z 4 iy) = Op0Rre(x,y) + 1020 1m(x,y) =
u(x,y) +iv(z,y) = f(x +dy) fir alle x + iy € U.

Zu 2.: Ist F eine Stammfunktion von f und ¢pge(z,y) = ReF(z + iy), pm(z,y) =
ImF (x + iy) fiir alle x + iy € U, so folgt umgekehrt aus den Cauchy-Riemannschen Diffe-
rentialgleichungen, dass fre = V@ge, frm = Vor,. Wie im Beweis von Satz 2.15, dass

Lf(z) =LfRe(m,y)-d(x,y)+i[yf1m(x7y)-d(x,y)

= VRe(7(b)) = Yre(7(a) + i0rm(V(D)) —ivrm(v(a)) = F(y(b)) — F(v(a)).

Beispiele 2.19 1. Sei f: C — C mit f(z) = 2" fiir alle z € C und ein n € IN. Dann ist
F:C— Cmit F(2) = f::ll fiir alle z € C eine Stammfunktion von f, da F’(z) = 2".
Die Funktionen exp, cos,sin: C — C haben die Stammfunktionen exp, sin bzw. — cos.

2. Sei f: C\ {0} = Cmit f(z) =L fiir alle z # 0 und 7: [0, 27] — C mit (t) = re® fiir

Tz

alle t € [0,27] und ein r > 0. Dann gilt

27 2
1 .
/f(z) dz = / —fire” dt = z/ dt = 2, (2.10)
~ o re 0

vgl. Beispiel 1.42. Insbesondere gilt die Aussage des Cauchy-Integralsatzes nicht. U =
C\ {0} ist auch nicht sternférmig.

Allerdings besitzt f: C\ (—00,0] — € mit f(z) = L eine Stammfunktion, da C \
(—00, 0] sternformig bzgl. 1 ist. Siehe auch den Abschnitt iiber komplexe Logarithmen

unten.
3. Essei f: C\ {0} = Cmit f(z) = % fir n € N, n > 2. Dann ist F: C\ {0} = C
mit F(z) = 211:: fiir z # 0 eine Stammfunktion von f, was man leicht mit Hilfe der

Quotientenregel (Lemma 2.2) verifiziert.

Fiir nicht sternformige Gebiet gilt:
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Satz 2.20 (Variante vom Cauchyschen Integralsatz)

Es sei Q C C =2 R? ein beschrinktes Gebiet mit C'-Rand und dufleren Normalen v, sodass
0l =T1U...UlN, wobei L'y, j = 1,..., N disjunkt seien und die Bilder von reguliren,
geschlossenen, idiberschneidungsfreien Kurven «y;: I; — 0§ sind, sodass

det (v(v; ()Y () >0 firalletel,j=1,...,N

(d.h. v; sind positiv orientiert bzgl. der dufleren Normalen v.) Auflerdem sei U C C offen
mit U O Q und f: U — C holomorph. Dann gilt

N
Z f(z)dz=0.

j=1""7

Beweis: Siche 2. Ubungsblatt, 4. Aufgabe.

Fiir das Folgende benétigen wir: Eine Kurve «y: [a, b] — C heift Jordankurve, wenn sie stetig
und iiberschneidungsfrei ist. Ohne Beweis nutzen wir:

Satz 2.21 (Jordanscher Kurvensatz)

Es sei 7y: [a,b] — C eine geschlossene Jordankurve und T' = ~([a,b]). Dann gibt es genau
zwei disjunkte, offene und zusammenhdangende Mengen I(T') und A(T), sodass C\ T =
I(I') U A(T') und I(I") beschrinkt ist. A(I") ist unbeschrinkt.

Hierbei heifit eine offene Menge U zusammenhingend, wenn es fiir alle zp,21 € U eine
stetige Kurve ¢: [0,1] — U gibt mit ¢(0) = zp und ¢(1) = 2;.

Notation: Im Folgenden nennen wir () Inneres und A(y) Auferes von ~. Ist v stetig
differenzierbar und regulér, so heifst v positiv orientiert, wenn ~ positiv orientiert beziiglich
I(7) ist, vgl. Definition 1.39. Diese Definition lisst sich auf geschlossene, stiickweise stetig
differenzierbare Jordan-Kurven + ausweiten. In diesem Fall gelte

det (v(3 () (1)) > 0
fiir alle t € [a,b], indenen ~ differenzierbar ist und /() # 0 gilt. (In solchen Punkten
existiert auch v(y(t)).)

Beispiel 2.22 Im Folgenden sei v, .,: [0,27] — C mit v, (t) = (20 + €) fiir alle ¢t €
[0, 27], wobei 7 > 0, zg € C. Dann ist 7, ., eine geschlossene Jordan-Kurve und
L)z = Yr2([0,27]) = 0By (20) = {z € C: |z — 29| =1},
I(Vr2) = Br(20) = {2 € C: |z — 2| <},
A(Yrz) = C\ Bp(20) = {2z € C: |z — 2| > r}.

Vr,z ist positiv orientiert. Im Folgenden bezeichnen wir

/ f(z)dz = f(z)dz
- Yereo

fiir jedes stetige f: 'y ., — C.
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Folgerung 2.23 (Deformationssatz)
Es sei U C C offen, z9 € U und f: U \ {20} — C holomorph. Auflerdem sei ~: [a,b] — U
eine geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare und positiv orientierte Jordan-Kurve,

sodass By(z0) C I(y) C U fir ein r > 0. Dann gilt

Lf(z)dz:/lzzo|:rf(z) dz. (2.11)

Beweis: O.B.d.A. sei v stetig differenzierbar und regulire. (Der allgemeine Fall kann per
Approximation mit solchen Kurven gezeigt werden.) Es sei Q = I(v) \ Byr(20). Dann gilt
00 =T UT,,, wobei I' = ~v([a,b]) und .,y wie in Beispiel 2.22. Dann ist 7, .,
positiv orientiert beziiglich B, ., aber negativ orientiert beziiglich €, d.h. v, ,, o7 ist positiv
orientiert beziiglich Q, wobei 7(t) = 2w — ¢ fiir alle ¢ € [0, 27]. Damit folgt aus Satz 2.20:

0= L F(z)dz + X, ERCLE L fevd= [ s

da 7 eine orientierungsumkehrende Umparametrisierung ist. Daraus folgt die Behauptung. m

Damit erhalten wir das nichste zentrale Resultat:

Satz 2.24 (Cauchysche Integralformel)
Es sei U C C offen, v: [a,b] — U eine geschlossene, stickweise stetigdifferenzierbare und
positiv orientierte Jordan-Kurve mit 1(~) C U und z9 € I1(vy). Dann gilt

1 [ f()

271 zZ— 20

dz = f(z0). (2.12)

fiir jede holomorphe Funktion f: U — C.

Beweis: Es sei g: U \ {20} — C mit g(z) = Zf_(zzl fiir alle z € U \ {20}. Dann folgt aus
Folgerung 2.23 fiir g statt f:

fz2) f(2)
/y 2= 20 dz = /z—zo|:r Z =20 dz

fiir alle 7 > 0 so klein, dass B,(z9) C I(7). Da f stetig in zg ist, gibt es fiir alle ¢ > 0 ein
d >0, sodass |f(z) — f(20)| < == falls |z — 29| < J. Daraus folgt

— 27
i F(0)
‘/z—zozr Z =20 dz /|z—20:r Z—20 dz

fiir alle r € (0,6]. Dabei gilt

f(z0) , 1 L
/|Z—Z0|7“ P dz = f(20) /Holr p— dz = 2mif ()

< sup |f(2) = f(=0)l
w€lay, |12~ 20]

g
(Vzour) < 5 —2mr =€
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wegen (2.10). Daraus folgt

S 4 im / G G~ omife)
v Z — 20 r—0 |z—z0|=r Z— 20
und somit die Behauptung. |

Beispiel:
1. Es gilt

z

/ cosz dz = 2micos0 = 2mi
|z]=1

wegen Satz 2.24, da 0 € I(I'1p) und cos: € — C holomorph ist.

COos 2
/ dz =20
lz—2|=1 %

wegen Satz 2.15 und da f: U := {2z € C: Rez > 0} — C: z — “2Z holomorph ist

und I(’yl’g) U FLQ = B (2) C U gilt.

2. Es gilt

Ausblick: Einfachzusammenhdngende Gebiete

Ein Gebiet, d.h. eine offene und zusammenhingende Menge,  C C heilst einfach zusam-
menhdngend, wenn:

Sich jede stetige geschlossene Kurve 7y: [a,b] — S stetig auf einen Punkt (in Q)
zusammenziehen ldsst.

Formal bedeutet dies: Es gibt eine stetige Abbildung H: [a,b] x [0,1] — Q, sodass

H(t,0) =~(t) fiir alle ¢ € [a, b],
H(a,s) = H(b,s)  fiir alle s € [0,1],
H(t,1) ist konstant fiir ¢ € [a, b].

Anschaulich bedeutet einfach zusammenhéngend, dass 2 “keine Locher” besitzt.

Beispiel 2.25 Jedes sternformige Gebiet 2 beziiglich eines Zentrums zj ist einfach zusam-
menhéngend, da H(t,s) := (1 — s)y(t) + szo, t € [a,b], s € [0, 1], die obigen Bedingungen
erfiillt. Insbesondere ist jede Kugel, C und allgemeiner jede konvexe Menge C einfach zu-
sammenhéngend. C\ {zp} ist nicht einfach zusammenhéngend, da sich z.B. die Kurven ~, .,
aus Beispiel 2.22 nicht zu einem Punkt innerhalb von C\ {20} zusammenziehen lassen.

Ist © C C ein einfach zusammenh#ngendes Gebiet, so gilt I(y) C Q fiir jede geschlossene
Jordan-Kurve v. Insbesondere gilt die Cauchysche Integralformel

1 [ 1R

211 zZ— 2

dz = f(z0).

Y
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fiir jede geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare und positiv orientierte Kurve : [a, b] —
Q, wenn f: Q — C holomorph ist. Auferdem lassen sich Satz 2.15 und Folgerung 2.18.1
allgemeiner fiir jedes einfach zusammenhingende Gebiet U = ) zeigen.

2.3 Umkehrfunktionen und die komplexen Logarithmen

2.3.1 Biholomorphe Abbildungen

Definition 2.26 Seien D,D’ C C offen. Dann heifit f: D — D’ biholomorph, falls f
bijektiv und f: D — D', f~': D' — D holomorph sind. f: D — D' heifit lokal biholomorph
bei zo € D, falls f nicht konstant ist und es ein € > 0 gibt so das f: B:(z0) — f(Be(20))
biholomorph ist.

Lemma 2.27 Sei U C C offen und f: U — C holomorph. Dann ist f genau dann lokal
biholomorph in zo € U, falls f'(z) # 0.

Beweis: “=": Es f lokal biholomorph bei zy und ¢ > 0, sodass f: B:(z0) — f(Be(20))
biholomorph ist. Dann folgt aus der Kettenregel:

=2 = (FUFE)) = (Y (o)) f/(0)  fie alle = € B (x0)
Somit gilt f'(z0) # 0.
‘=" Ist f'(20) = a+ic #0, so gilt

6zu($0ay0) ayU({L'(),yO) _ a —c\ o - ,
det <a:cv($07y0) 9yv(wo, Yo) = det ¢ a)T 4 TC = |f'(z0)| #0

nach Satz 2.9, wobei f(xo + iyo) = u(xo,yo) + iv(zo,yo). Aus dem Satz iiber die Umkehr-
funktion (Analysis IT) folgt, dass es ein € > 0 gibt, sodass f: B:(z0) — f(B:(20)) bijektiv
ist und f=1: f(B.(20)) — Be(20) reell differenzierbar ist. AuRerdem gilt

DI = D) = (¢ ‘) () e B

c a a2+ c2\—c a

wobei a = d,u(z,y),c = dyv(z,y). Aus Satz 2.9 folgt, dass f~1: f(B:(20)) — Be(20) holo-
morph ist. [ |

Beispiel 2.28 1. Sei f: C* — C* mit f(z) = ! fiir alle 2 € C* := C\ {0}. Dann ist f

bijektiv und f~! = f ist holomorph = f ist biholomorph.
Aufserdem gilt fiir D* := B1(0) \ {0}
f(D*)={z€C||z] > 1} = B(0)

da |f(z)] = % > 1 fiir alle z € D* und fiir w € Bl(O)c, % € D* ein Urbild von w ist.
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2. Fiir alle z = x + iy € C gilt

exp’(2) = exp(z) = e = ¥ cos(y) + isin(y) # 0
>0 e

Somit ist exp: C — C fiir alle z € C lokal biholomorph, aber nicht injektiv, da

exp(z 4 2mki) = e*e?™ = ¢* (cos(2rk) +i sin(27k)) = €*
=1 =0

fiir alle z € C, k € Z und nicht surjektiv, da exp(z) # 0 fiir alle z € C.
Behauptung: Fir alle o € R ist

exp: S :={2€C|Imz € (a —ma+mnm)}— C,

mit Co = {z € C| z # —re' fiir alle r > 0} bijektiv.
Beweis: Fiir z = x + iy € S, gilt

exp(z) = €% e¥
>0

wobei e # —ei® = Ut da y € (o — 7, a4 1) und €% = ¥ = p = ¢ + 2nk fiir
ein k € Z (siehe Analysis I). Daraus folgt exp(Sy) C C,.

exp: So — Cy ist injektiv, weil: Aus exp(x1 + iy1) = exp(xa + iy2) folgt exp(z1) =
lexp(z1 + iy1)| = |exp(z2 + iy2)| = exp(x2) und somit z; = z3, da exp: R - R
injektiv ist. Daraus folgt wiederum exp(iy;) = exp(iy2) sowie y1 = y2, da y1, ya(a —
T, + 7).

Andererseits hat jedes w € €\ {0} eine eindeutige Darstellung w = re’ mit r = |w|
und ¢ € (o — m, e+ 7). Ist nun w € Cy, so muss ¢ € (o — 7, + ) gelten und
z = Inr + iy ist ein Urbild von w, da

expz = e = re¥ = w
Somit ist exp : Sq — Cy bijektiv und die Behauptung ist gezeigt.
Insbesondere ist log,: Co — Sq mit
log, (w) =Inr+ip fiir alle w = re™ € C, (2.13)

nach Lemma 2.27 holomorph (und somit auch biholomorph) log, wird (komplexer)
Logarithmus (auf S,) genannt.
Da exp bei allen z € C lokal biholomorph ist, ist log, (w) fiir alle w € C, komplex

differenzierbar und es gilt:

1= w' = exp(log, ()’ = exp(log, (w)) logl w
—_——

=w
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Daraus folgt
1
logl, w = — fiir alle w € C,. (2.14)
w

AuRerdem gilt fiir alle wy, wy € Cy mit wy - we € Cy, und log,, (w1),log, (w2) € Sy:
log,, (wy - we) = log, w1 + log,, wa (2.15)
da

eXp(loga wy + 1Oga wQ) = exp(loga wl) : exp(loga w?)
= w1 - Wo = exp(log,, (wy - wa))
w1 woeECy

und exp: S, — C, bijektiv ist.
Fiir o = 0 erhalten wir den sogenannten Hauptzweig (oder Hauptwert) Log = log,
der komplexen Logarithmen. Insbesondere ist
Log: C\ (—00,0] » {z € C| —7 < Imz < 7}
biholomorph und wegen (2.13) gilt
Logz =Inz  fiir alle z € (0,00)

das heift Log setzt den reellen Logarithmus In: (0,00) — R nach C\ (—o0, 0] fort.

Bemerkung 2.29 Log: C\(—o0,0] — Sy lasst sich nicht stetig auf C* = C\{0} fortsetzen,
denn fiir alle x € (—o0,0) gilt:

x=—|z|=|z| tlim et
—T—
aber
L (213) , ,
Log (|z|e™) =" In|z| £ it —— In|z| £ im
t—m—

= lim Log (|z| eit) =In|z| +im # In|z| — ir = lim Log (|| 6_“)
t—m— t—mr—

Das heifit Log “springt” entldngs des “Schlitzes” (—o0, 0] von C \ (—o0, 0] um 2.

Bemerkung: Log ist eine Stammfunktion von ¢ — 1 auf C\ (—o0,0]. Wie wir bereits

gesehen haben hat z — 1 keine Stammfunktion auf C \ {0}, da

1
/ —dz = 2mi.
|z|=1

Dies héngt direkt mit dem obigen Sprung von Log entléings von (—oo, 0] zusammen.
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Anwendung: Umlaufzahl

Definition 2.30 Es sei zp € C und v: [a,b] — C\ {20} eine geschlossene stiickweise stetig
differenzierbare Kurve. Dann heifit

1 1
vy(20) :=

2mi

P (2.16)
.

Umlaufzahl von v um den Punkt zg.

Geometrische Interpretation: O.B.d.A. sei zg = 0. Auberdem sei a =ty < t;1 < ... <
tn = b eine Zerlegung von [a, b], so dass vj = 7|, ¢,,,] nur Werte in einer Halbebene

Hy, := {re'?: ¢ € (0;,0; +m),r > 0}

fiir ein 0; € [0, 27) annimmt, fiir alle j = 0,..., N —1. Dies ist moglich, da y: [a,b] — C\{0}
stetig ist.

Da logej eine Stammfunktion von % auf Hy, ist, gilt

Winkel zwischen (t;)
und y(tj41)

/ L4z = logy, (4(t511)) — logg, (1(t5)) 29w DDl OGN =0 )
 Z |’V(t1>‘

wobei

V(1) = (ti) [ €950y (ty) = [y(t)] €93 )
und

©i(t;), j(tjt1) € (=7 + 6;, 7+ 6;)

und j =0,...,N — 2.
Da y(tj41) = [y(tj1)] €@l = |y(tj41)] €501 1) folgt @j(tji1) = @j1(tjer) + 2k;
fir ein kj € Z,5 € 0,..., N — 1 (Eindeutigkeit der Polardarstellung modulo 277 im Win-
kel).

Analog folgt on_1(tn) = @o(to) + 2mky fiir ein ky € Z, da v(tn) = v(to). Damit erhélt
man
N-1 N-1

/ = > (vt = In|y(to)) +i > (5(tiv1) — @;(ts))
v j=0 j=0
(1) (ez0 S dsr Winkel avichen
=7(tg)
N-1
=1 GDJJrl j+1 ‘»0]( )—|—27r/<:)
7=0
N-1
= k;j , wobei on(tn) := @o(to).
j=0
——
€z
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Insbesondere erhalten wir

1 1
= — d Z
VW(ZO) 211 [{ zZ— 20 Z€

Anschaulich beschreibt v, (z9) wie hdufig v um den Punkt zy herumlduft, wobei ein Umlauf
gegen /im Uhrzeigersinn positiv/negativ gerechnet wird.

Beispiel 2.31

1. Sei v: [0,27] — C\ {20} mit y(t) = 29 + re’, wobei 29 € C,r > 0. Dann gilt
1 1

— dz=1 (siehe Ubungen)
2mi

7Z—Z()

2. Fiirm € Zsei vy, : [0,27] — C\{20} mit v, (t) = v(mt) = 29+re™ fiir allet € [0, 27].
Dann gilt:
1 1 1 1
— dz = m— / dz=m
211 Y 2 N 2= 20

(Details: Ubung, vgl. 2. Ubungsblatt)

Komplexe Potenzen und Wurzeln

Es seien a € C\ (—o0,0], b € C. Dann definiert man
a® := exp(b- Log(a)) (2.17)
wobei Log: C\ (—00,0] = {z € C|Imz € (—m,7)} den Hauptzweig des Logarithmus be-

zeichnet. Dann stimmt a® fiir @ > 0,b € R mit der {iblichen Definition von a® = exp(blna)
aus Analysis I iiberein, da Log(a) = Ina fiir a > 0.
Dann gilt fiir alle a € C\ (—00,0],b,c € C:
ab - a® = exp((b+ ¢) Log(a)) = a®*¢ (2.18)
sowie, falls bLoga € So={z € C | Imz € (—m,m)}:
(a®)® = exp(cLog(a®)) = exp(c Log(exp(bLoga)) ) = exp(cbLoga) = a® (2.19)

=bLoga, da bLoga€eSy
Die letzte Bedingung ist z.B. erfiillt, falls ¢ € [1,00) und b = 2 € (0,1). Daraus folgt

1

(ac)¢ = ac®=a firallec>1l,aeC \ (—00, 0] (2.20)

Insbesondere ist fiir c =n € IN 2 := an eine Lésung von 2" = a. (Dies sind natiirlich nicht
alle, siehe Analysis I.)
Fiir a € C\ (—00,0],n € N definieren wir

1
Va = an = exp (n Log a>

Damit ist {/-: C\ (—o0,0] — ¥, biholomorph, wobei ¥, = {re’? | ¢ € (=%, %), r > 0}.
Alle Lésungen von z™ = a erhélt man als

25 = Yae*™n firk=0,...,n—1
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Hierbei werden eiQW%, k=0,...,n—1, als Einheitswurzeln bezeichnet, da dies alle Lésungen
von z" =1 in C sind.

2.4 Potenzreihenentwicklungen holomorpher Funktionen

Der folgende Satz liefert eine “Umkehrung” von Satz 2.4.

Satz 2.32 (Potenzreihenentwicklungssatz)
Sei U C C offen, f: U — C holomorph, zo € U und r > 0 so dass B,(z9) C U. Dann gibt
o0

es genau eine Potenzreihe Y an(z — 20)"™ (mit Entwicklungspunkt zy), sodass

n=0
F(2) =) an(z = 2)" fiir alle z € By(z0) (2.21)
n=0
Auflerdem st f beliebig oft komplex differenzierbar und es gilt:
fM(z) 1 / £(z) )
" 2w R llen €N 2.22
a nl 25 J|,_spjmr (2 — 20)" T2 2z fir alle n € Ny (2.22)

Bemerkung 2.33 (2.22) zeigt, dass a, nicht von r > 0, aber im Allgemeinen von z
abhéngen.

Beweisskizze fiir Satz 2.32: Eindeutigkeit /Differenzierbarkeit: Aus (2.21) und Satz 2.4
folgt, dass f beliebig oft komplex differenzierbar ist und

|
F®)(2) = Z ﬁan(z — )"k fiir alle z € B,(z — 0)
=k ’

Daraus folgt f(k)(zo) = klay, fur alle k£ € IN. Somit sind die Koeffizienten (a,)nen eindeutig

durch f bestimmt und es gilt die erste Gleichung in (2.22).

Existenz: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei zg = 0 (Sonst betrachte f(z) = f(z +
20))- Dann folgt aus (2.12) fiir z € B,(0):

_ b W gy L[ fw) 1
1) = 5 /wrw—zdw_zm /wr w 1-2%

Z
w

Da ’%‘ = |7~i‘ < 1, folgt

1 A
= = (geometrische Reihe)
1-—- nZ:o (w)

SN

wobei die Reihe gleichméfig beziiglich w € 0B, (0) konvergiert. Damit erhélt man

0= g5 [, 51 G =5 (g [ e

=an

Somit gelten (2.21) und (2.22), da zp = 0. O
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Beispiel 2.34 f: U — C mit f(z) = %,z € U := C)\ {0}, ist holomorph. Fiir jedes zp € U
gilt:

= ; — i 1 geom Reihe L zZ— 20
f(2>_20+(z_20)_20 1_( zzo) Z( )

20

= Z (—1)" L (z — 2zo)" fiir alle z € B, (z0)

zzo

wobei r = |zg|. Dabei gilt < 1 fiir alle z € B,(29) und somit konvergiert die obige

geometrische Reihe.

Bemerkung: Der Radius r = |zg| ist der maximale Radius, sodass f(z) = > o" ; an(z—20)"
fiir alle z 6 B, (zp) gelten kann, weil: Falls dies fiir ein r > |zg] gilt, ist 0 € B,(zp) und
lf(2)| = | | 20 +00. Andererseits ist der Wert der Reihe innerhalb des Konvergenzradius
immer endlich.

Satz 2.32 hat viele Folgerungen:

Satz 2.35 (Satz von Goursat)
Jede holomorphe Funktion f: U — C ist in jedem z € U beliebig oft komplex differenzierbar.

Beweis: Folgt direkt daraus, dass jede Potenzreihe innerhalb von Br(zg) beliebig oft dif-
ferenzierbar ist, wenn R der Konvergenzradius ist. [ |

Satz 2.36 (Satz von Liouville)
Ist f: C — C holomorph und beschrinkt, so ist f konstant.

Fiir den Beweis bendtigen wir:

Satz 2.37 (Cauchy-Abschitzung fiir Taylorkoeffizienten)
Sei f: U — C holomorph, zo € U und r > 0, sodass By(z9) C U, und es gelte (2.21) sowie
|f(2)| < M fiir alle z € 0B, (z0) und ein M > 0. Dann folgt

M
lan| < o fiir alle n € N (2.23)

Beweis: Aus (2.22) folgt

1 f(2) 1 M M
< — — L __dz| < — L(OB = —
lan] < 27 A’zo:r (z — 20)" ! s 2 prtl —r—'( (=) rh
e =27r
< M
=, n+1
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Beweis von Satz 2.36: Ist f beschrinkt, so gibt es ein M > 0, sodass |f(z)| < M fiir alle
z € C. Aus (2.23) folgt somit

M
o
~—
—ro000,falls n>1

layn| < fiir alle » > 0.

Daraus folgt |a,| = 0 fiir alle n > 1 bzw. f(z) = ao fiir alle z € C. [ ]

Satz 2.38 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes Polynom, das nicht konstant ist, hat mindestens eine Nullstelle in C.

Beweis: Per Widerspruch.
Annahme:

f(z):Zakzk, z € C,
k=0

mit ag,...,an, € C, n € N,a, # 0 hat keine Nullstelle in C.
Wegen f(z) = 2" (an + an—12 + ... + %) gilt | f(2)] —|z] o0 00, da

ZTL

An—1 ao
+...+271

_ Jal

an + =9

fiir |z| > R, sofern R > 0 grofs genug ist. Somit gibt es M, r > 0, sodass
lf(z)| > M fiir alle |z| > r.

1
< i fiir alle |z| > 7.

1
= | —
‘f (2)
Somit ist g: € — C mit g(z) = ﬁ fiir alle z € C holomorph und beschrinkt. Wegen
Satz 2.36 ist somit g bzw. f konstant, was ein Widerspruch zur Annahme des Satzes ist. m

2.5 Isolierte Singularitaten

2.5.1 Die drei Typen isolierter Singularitdten

Definition 2.39 (Isolierte Singularitit)

1. Es sei A C C. Dann heifst x € A isolierter Punkt won A, falls es ein €9 > 0 gibt so,
dass Bey(x) N A = {z}.

2. SeiU C C offen und f: U — C holomorph. Dann heifit zy € C\U isolierte Singularitét
von f falls zg ein isolierter Punkt von C\ U ist.
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Beispiel 2.40
Seien U = C\ {0}, U’ = C\ (—o0,0] und f: U — C, z — 1. Dann ist 0 eine isolierte
Singularitit von f, aber nicht von Log: U’ — C.

Definition 2.41 Sei U C C offen und zg eine isolierte Singularitdt von f: U — C. Dann
heifft zp:

1. hebbar, falls es ein wy € C gibt, sodass

f(z)  firalle z€ U
wo falls z = zy

f:UU{z} = C mit f(z) = {

holomorph ist.

2. Pol, wenn zg nicht hebbar ist, aber ein m € IN existiert, so dass
2 (2 —20)" f(2)

eine hebbare Singularitit bei zg hat. Das kleinste derartige m € IN heifst Ordnung des
Pols.

3. wesentliche Singularitdt von f, falls zg kein Pol und nicht hebbar ist.

Beispiel 2.42

1. Sei f: U — Cmit U =C\ {1} und f(z) = Zj%ll fiir alle z # 1. Dann ist zp = 1
eine hebbare isolierte Singularitit von f, da f: C — C mit f (2) = z+ 1 fir alle

z € C holomorph ist und f(z) = f(z) fiir alle z # 1. (Wéhle wg = 1 and z¢ in der
vorangehenden Definition.)

2. Sei f: U — Cmit U =C)\ {0} und f(z) = z=™ fiir alle z # 0, wobei m € IN*.
Dann ist die isolierte Singularitit zg = 0 nicht hebbar, da

. ) 1
\53) |f(2)] = lim o~ e
Aber 0 ist ein Pol der Ordnung m, da z™f(z) = 1 fiir alle z # 0 offensichtlich
eine hebbare isolierte Singularitiit bei 0 hat und z + 2Ff(2) = 2F=™ fiir alle k =
1,...,m — 1 keine hebbare Singularitit bei 0 hat. (Ersetze m durch m — k oben.)

3. Sei f: U — Cmit U=C\{0}und f(2) = cos 1.
Dann ist O eine wesentliche Singularitét von f, da fiir alle m € IN gilt:

1 m 1 entl 4 g=(n+1) 1 m
. . _ R
‘(ZnH) f<zn+1>‘ 2 (n+1) rimvoe HOC

——
cosh(n+1)

m
n

da nh_)rgo %% = 0 (siehe Analysis I).

Somit ist O fiir kein m € INy eine hebbare Singularitit von z — 2™ f(z).
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2.5.2 Laurentreihen

Definition 2.43 FEs seien ¢, € C fiir alle n € Z, zop € C. Dann heifit

(o) o0
Z cn(z — 20)" Z con(z—20) "+ Z cn(z — 20)" (2.24)
n=0

n=—oo

[e.e]
Laurentreihe um zg, wobei E c—n(z — 29)™™ Haupt- und Z cn(z — z0)™ Nebenteil der

=0
Laurentreihe heift. Die Laurentrezhe konvergiert, falls Haupt und Nebenteil konvergieren.
Der Wert der Reihe wird durch (2.24) definiert.

1
z—z0"

Bemerkung 2.44 Der Hauptteil ist eine Potenzreihe in w =

oo
Lemma 2.45 Seien ¢, € C fiir allen € Z, zy € C, R der Konvergenzradius von ., ¢p(z—

n=0
20)"™ und r :=limsup {/|c_n|. Dann konvergiert
n—0o0
oo
> enlz—z20)" = f(2)
n=—o00

fir alle z € Dy p(z0) ' ={2€ C:r < |z— 2| < R} und f: D, r(20) = C ist holomorph.

Beweis: Sei
%, falls r € (0, 00),

0, falls r = o0,

it
Il

oo, falls r=0.

o0 o0 n
Dann konvergiert » c_,w" fiir alle |w| < 7 nach Satz 2.4 und somit > c_, (Zf ) falls

n=1 n=1
|z — zo| > r. Insgesamt konvergieren beide Reihen fiir alle z € Cmit r < |z — 2| < R. =

20

Bemerkung 2.46 Mit Hilfe von Satz 2.4 kann man leicht zeigen:

e}

fl(z) = Z nen(z — 20)" " fiiralle r < |z — 20| < R (2.25)
Ist nun ¢_; = 0, so hat
f(z)= Z cn(z —20)" firaller <|z—2z| <R
n=—00
die Stammfunktion
= ¢
Fls) — n L yn+l 29
@= Y - (2.20
n;é 1

wobei r < |z — 29| < R und “n # —1” bedeutet, dass der Koeffizient fiir n = —1 als Null
definiert wird. Dies folgt aus (2.25) angewendet auf F' statt f.
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Bemerkung 2.47 Die Konvergenzradien r und R &ndern sich nicht, wenn ¢, durch nc,

bzw. -5 ersetzt werden, da limy, e YN —=nseo=limp o0 VN + 1 = 00= 1.

Beispiel 2.48 Es sei U C C offen, zp € U und f: U \ {20} — C holomorph und zj
sei ein Pol der Ordnung m € IN von f. Dann gibt es ein g: U — C holomorph, sodass
9(z) = (2 — 20)" f(2) fir alle z € U \ {z0}. Ist R > 0, sodass Br(zp) C U und

9(z) = Zd”(z — 2p)" fiir alle z € Bg(20)

n=0

die Potenzreihenentwicklung von g, so folgt

f(2)=(z=20)""g9(2) = Y dutm(z—2)"

n=—m

fiir alle 0 < |z — 29| < R. Dies ist eine Laurentreihe mit Koeffizienten

dntm, fallsn > —m,
C,, =
"o falls n < —m.

Satz 2.49 (Laurentreihenentwicklungssatz)
Seien 0 <r < R < 00,290 € C,Dy pr(20) ={2€C:r <|z—2| <R} und f: D, r(29) = C
holomorph. Dann gilt

f(z) = E cn(z — 20)" fir alle z € D, r(20), (2.27)
wobes
1 f(2)
- T linecZ 2.98
¢ 27 /|Zzozg (z — zo)"t! ‘ for alin € (2.28)

fiir beliebiges o € (1, R).

Beweis: Es seien z € D, p(20),0 > 0so dass r+0 < |z — 29| < R — 4.

Behauptung:
f(z) = 1 7(10) dw + 1 7f(w) dw 2.29

2T Jjw—zg|=R—5 W — Z 270 Jjw—zg=rp6 2 — W

Beweis: Es sei g: D, g(20) — C definiert durch

w w falls w € Dy r(20) \ {2}
w =
9 1(2) falls w = z

Aus dem Potenzreihenentwicklungssatz folgt, dass ¢ holomorph ist. (Details: Ubung) Aus
Folgerung 2.23 folgt

[ fese [ G-t
|w—z0|=R—6 Z-w |lw—zo|=r+6 Z—-w
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AuRerdem gilt fiir alle g € (r, R)

1
i e,
271 lw—zo|=0 Z — W
1 1 — fall -
) 1 dw _ f(z) falls o > |z — 2]
270 Jjuy—zg|=p W — 2 0 falls o < |z — 20|

=1 nach Satz 2.24 falls o > |z — 2|
=0 nach Satz 2.15, falls o < |z — 20|

Setzt man alles zusammen, erhélt man die Behauptung.

Nun gilt

11 1 %‘;_?ggz"o 1 z—20 \"
w—z w—zyl— 2 w— 2o \W — 2

wW—20 n=0

g

= Gy (R0

falls [w — 29| = R— 6 > |z — 20| und

1 1 1 =1 w—20\" (nont1) — 1 .
_ — = ———(2— %
z-w  z—zl- R nz_oz—zo<z—zo> ;(w—zo)_”ﬂ( 0)

falls |w — zo| =7+ < |2z — 2p|. Setzt man dies in (2.29) ein, erhdlt man

- > L ﬂ o .
f(z) _nZ:;) omi /wz0:35 (w0 — ZO)an (2 — z0)

=:icn

L fw )
" 2mi ———dw(z — z) "
; 2mi /sz=r+5 (w — zo) "+ ( 0)

C—n

dabei rechtfertigt man Vertauschung Reihenbildung und Integration indem man gleichmé-
kige Konvergenz der Reihen zeigt.

Schlieklich folgt aus Folgerung 2.23, dass

1
Cn = 5— f(iw)nﬂdw fiir alle p € (r, R) und alle n € Z
211 |w—z0|=0 (U) — Z())
da w % holomorph auf D, r(z) ist. (]

Beispiel 2.50 Sei f: C\ {1} — C mit f(z) = ﬁ Dann folgt aus Differentiation von

1 oo
1 = E z" fur alle |2| < 1,
—z
n=0
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dass

1 oo
f(z) = 5 = an"fl fir alle |z| < 1.
(1 - Z) n=1

Fiir |z| > 1 erhdlt man die Laurentreihe

z

00
n—n—1 _
= Z(—n—l—l)z " 40
n=2
~—~
Hauptteil Nebenteil

1

wobei ¢, = —(n—1) = 5 I7|=0 %dz firn >2,0> 1.

Analog zu Satz 2.37 bei Potenzreihen gilt:

Satz 2.51 (Cauchy-Abschitzung fiir Laurentreihenkoeffizienten)
Seien f,c, wie in Satz 2.49. Ferner gelte |f(z)| < M fir alle z € C mit |z — 29| = o, wobei
0 € (r,R). Dann gilt

M .
len] < o fiir alle n € Z. (2.30)
Beweis: Genauso wie der Beweis von Satz 2.37. []

2.5.3 Anwendungen auf isolierte Singularititen

Ist f: U — C holomorph, U C C offen, und zyp € C\ U eine isolierte Singularitit von f,
so gibt es ein € > 0 s0, dass {z € C| 0 < |z — 29| < e} = Do (20) C U und f lésst sich auf
Do.e(20) = Be(20) \ {20} in eine Laurentreihe entwickeln.

o0
Am Hauptteil Y c_,(z — 29)" lésst sich der Typ der Singularititen ablesen:
n=1

1. zp is genau dann hebbar, wenn c_,, = 0 fiir alle n € IN gilt. (Ist dies der Fall definiere
f(z0) = co baw. f(z) = Yool cnl(z — 20)™. Um gekehrt ist f bzw. f in eine Potenzrei-
he entwickelbar, falls zg hebbar ist. Dies ist eine Laurentreihe mit verschwindendem
Hauptteil.)

2. zp ist genau dann ein Pol der Ordnung m € IN, wenn c_,,, # 0 und c¢_,, = 0 fiir alle
n > m, siehe 5. Ubungsblatt, 3. Aufgabe. In diesem Fall gilt fiir den Hauptteil

Z c_n(z—20)"" = Z cn(z—20)"" (2.31)
n=1 n=1
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3. 2z ist eine wesentliche Singularitdt genau dann, wenn es unendlich viele m € IN gibt,
sodass c_,, # 0. (Wire 2o hebbar oder ein Pol, so wire der Hauptteil von der Gestalt
(2.31).)

Ein niitzliches Kriterium ist:

Satz 2.52 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Sei f: U — C (U C C offen) holomorph und zo eine isolierte Singularitit von f. Ist f
beschrinkt in einer Umgebung von zg, das heifit es gibt ein € > 0 und M > 0 so, dass
|f(2)] <M fir alle z € Doe(20) C U, dann ist zo eine hebbare Singularitdt.

Bemerkung 2.53 Die analoge Aussage ist fiir stetig differenzierbare Funktion auf R falsch!
So ist z.B. f: R\ {0} - R mit f(z) = sinl fiir alle z # 0 nicht stetig in 0 fortsetzbar,
aber beschrinkt. C \ {0} 3 z — sin 1 € C ist auch in keiner Umgebung von 0 beschréinkt.
Deswegen ist der Riemannsche Hebbarkeitssatz nicht anwendbar.

Beweis von Satz 2.52: Aus |f(z)| < M fiir alle z € Dy (2p) und (2.30) folgt

M
lenl <0 — firalle0 <p<e

0
—~—

—0,

o—0
falls n<0

Daraus folgt ¢, = 0 fiir alle n < 0. Somit ist 2y eine hebbare Singularitét wegen der voran-
gehenden Bemerkung. m

m

Bemerkung: Ist zy ein Pol der Ordnung m € IN von f, so gilt f(z) = (z — z0) ™g(2),

wobei g(zg) # 0, sieche Beispiel 2.42. Daraus folgt

: T G|
lm [F()] = lim 2= o = oo
Dies gilt fiir wesentliche Singularitidt jedoch nicht. In der Nihe einer wesentlichen Singula-
ritdt hat jedoch eine holomorphe Funktion eine Art “stark oszillierendes Verhalten”. Dies
zeigt:

Satz 2.54 (Grofter Satz von Picard)
Sei f: U — C holomorph und zy eine wesentliche Singularitdt von f. Dann gibt es ein
wo € C, sodass f(Doc(z0)) 2 C\ {wo} fiir alle ¢ > 0 klein genug.

Einen Beweis findet man z.B. im Buch von Remmert: “Funktionentheorie I”.
Bemerkung: z — sin% hat eine wesentliche Singularitét bei 0.
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2.5.4 Residuensatz

Definition 2.55 Sei f: U — C holomorph, U C C offen und zy eine isolierte Singularitit
oo
von f sowie e > 0 so, dass Doe(20) ={z € C|0< |z — 2| <e} CU und > cp(z—20)"

n=—oo

die Laurentreihe von f auf Doc(z0). Dann heiffit Res,, f := c—1 das Residuum von f an
der Stelle zg

Bemerkung 2.56 Aus (2.28) folgt c_ = 5L f‘z_zolzgf(z)dz fiir alle o € (0,¢).
Die Bedeutung des Residuums folgt aus:

Satz 2.57 (Residuensatz)

Sei Q C C ein Sterngebiet mit Zentrum Zy, S C Q so, dass jedes zg € S isoliert ist und
f: Q\S — C sei holomorph. Dann gilt fir jede geschlossene stiickweise stetig differenzierbare
Kurve v: [a,b] = Q\ S.

1 / f()dz = 3" v (z0) Ress, (f) (2.32)
Y

211
20€S

Bemerkung 2.58 1. Man kann zeigen, dass S abzdhlbar unendlich oder S endlich ist

und fiir alle R > 0 SN BRr(zp) endlich ist. Dabei geht wesentlich ein, dass jedes zg € S
isoliert und Bpg(zp) kompakt ist. Somit ist die Reihe in (2.32) eigentlich eine endliche

Summe
Z VV(ZO) Res., (f)

20€SNBR(%0)

und wohldefiniert, da v (z0) = 0, falls 29 & Br(Z)-

2. Der Satz gilt genauso fiir einfachzusammenhéngende Gebiete 2 C C. Dazu verwendet
man im folgenden Beweis, dass Satz 2.24 auch fiir solche Gebiete gilt, siehe Abschnitt
iber einfachzusammenhingende Gebiete.

Beweis: Sei R > 0, sodass v([a,b]) C Br(z0). Wegen Bemerkung 2.58.1 gilt SN Bgr(2y) =
{20,...,2n} fiir ein N € IN und z; # z; fiir j # k. Dabei gelte 0.B.d.A. S N Br(Z) #
o0

0, da Aussage sonst aus Satz 2.15 folgt. Zu z;,j € {0,...,N} sei Y ch(z — z;)" die

n=-—oo
Laurentreihenentwicklung von f in einem Do (z;) € 2\ S und

hj(z) == Z A (z—2z)™  fiir alle z # z;
n=1

oo .
der Hauptteil. Dabei konvergiert der Hauptteil fiir alle z # z;, da > ¢/, w" fiir alle |w| > é
n=1

konvergiert und somit r = limsup {/ J »| = 0 gelten muss, siehe z.B. Satz 12.7 Vorlesung

n—oo
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“Analysis I” von Prof. Harald Garcke. Aus Satz 2.52 folgt, dass f — h; ein hebbare Singu-
laritdt bei z; hat. Wir definieren nun

N
g: Q2N Br(Z) — C mit g(z Zh] ) fiir alle z € (2N Br(%)) \ S.
7=0

Da QN Br(Zp) ebenfalls ein Sterngebiet mit Zentrum Zy ist, folgt aus Folgerung 2.18, dass
g eine Stammfunktion besitzt (in QN Br(Zp)). Also gilt fﬂ/g(z)dz = 0 bzw.

N

1 1

27m,/vf(,z)dzzjz_jo2m,/7hj(z)dz (2.33)

Da hj(z) = 07—1(Z —z) ' + io: CJ_n(z —z;)"" und z — i c7_n(z — 2j)7" wegen Bemer-
n=2 n=

[e.°] . —n
kung 2.46 die Stammfunktion z — > cj_n(z__zji)Jrl in C\ {z;} besitzt, folgt:

o n+1
1
2mi 7h (s =L 1271 yZ— Zjdz 0= Reswo(f)a(3)
Schlieflich gilt fiir alle z{ € S\ Br(%):
V’Y(Zé)) = 07

da z{ — Z_1Z6 in Br(Z0) 2 v([a,b]) holomorph ist. Aus (2.33) folgt schlieflich

27rz/f )dz = Z Res., (f) v4(20),

20€S

da V,Y(Zg) = 0, falls 20 ¢ BR(E()). |

Bemerkung 2.59 Ist v: [a,b] — Q\ S eine stiickweise stetig differenzierbare, geschlossene,
positiv orientierte Jordan-Kurve, so gilt

(z0) 1, falls zg € I(y),
vy(20) =
T 0, falls z9 € A(7),

wegen Satz 2.24 bzw. Satz 2.15. In diesem Fall reduziert sich (2.32) auf:

2m/f = Z Res,, (f)- (2.34)

z0€I(v)NS

Fiir die Berechnung von Residuen ist niitzlich:
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Lemma 2.60 Sei U C C offen , zo € U und f: U\ {20} — C holomorph und zo sei ein
Pol der Ordnung m € N von f und g: B:(z0) — C holomorph, sodass Be(z9) C U und
9(z) = (z — 20)™f(2) fiir alle z € B:(20) \ {20}. Dann gilt:

1 —
Resz (f) = mg( Y (20) (2.35)
Bemerkung: Im Fall m = 1 erhélt man:
Res., (/) = g(z0) = Jim (= — 20)(2) (2.36)
z#20

Beweis: Nach Beispiel 2.48 gilt:

f(z) = Z dptm(z — 20)"  fiir alle z € B:(20), 2 # 20,
nzfm\,_/
wobei dj, = g¥)(2)/k!. Es folgt:

(m=1)(,,
Res,, (f) =c_1 = g(m—(l)(!))

Lemma 2.61 Seien f,g: U — C holomorph und zg € U sei eine einfache Nullstelle von g,
d.h. g(z0) = 0 und ¢'(z0) # 0. Dann gilt

£\ _ f(z0)
Reseg <9> ~ g'(20) (237)
Beweis: Folgt aus (2.36):
f — lim (2 — 20) f(20)
fesa <g> =LY IORTIED 7(z0)
u

2.6 Residuenkalkiil

2.6.1 Integrale iiber R

Lemma 2.62 Seien P,Q Polynome und R(z) = P(z) fir z € C mit Q(z) # 0. Auflerdem

)
gelte Q(x) # 0 fiir alle x € R und es gebe M, R > 0 so, dass
M . ~
|R(2)| < W fir alle |z| > R (2.38)
z
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erfillt ist. Dann gilt

/ R(z)dx =2mi »  Res, R

e 20E€ES+

wobei S1 = {zp € C | Q(z0) = 0,Im 2y > 0}.

Beweis: Fiir 7 > 0 sei a,: [0,7] = C mit a,(t) = re fiir alle t € [0,7]. Wir wiihlen 7 so
grofs, dass S+ C B, (0) sowie r > R gilt. Dann folgt aus (2.34)

/ R(z)dz+ [ R(z)dz =2mi Z Res., R

-r Qr Z0ESL
Nun gilt
M M
/ R(z)dz| < Liap) 2 = ™M 0
ar T T

:>/O; R(2)dz = lim ( ' R(z)dz+/

r—00 _r ar

R(z)dz) =2mi Y Res, R

20€S+

Bemerkung 2.63 Wenn (2.38) gilt, so sagt man “f verschwindet bei oo von mindestens
zweiter Ordnung”.

Beispiel 2.64 Sei R(z) = H%‘ Dann hat R die Polstellen erster Ordnung

Z-7r+2k7r
zp=¢€

, k=0,1,2,3.
Dabei gilt Im z; > 0 genau dann wenn k € {0, 1}. Daraus folgt

<1 ) 1 1
/;Oo mdl’ == 27TZ(R€SZO R+ ReSZl R) =27 (42’3 + 42%>

wegen Lemma 2.61.

2.6.2 Trigonometrische Integrale

Lemma 2.65 Es seien P,Q: C?> — C Polynome so, dass Q(z,y) #0 fiir alle (z,y) € R?

. 2 2 _ ) = Plzw)
mit &* +y* =1, sowie R(z,w) = gy und

(o) = 2R (Lo gty Ln_ ot
R(z) := zR <2(z—|—z ), 22‘(z z )>
Dann gilt:
2m _
/ R(cost,sint)dt = 2w Z Res,, R (2.39)
0
20€S

wobei S die Menge aller Pole von R in B1(0) = {z € C: |z| < 1}.
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Beweis: Fiir z = e =: y(t),t € [0,2n], gilt cost = 2 (z+ 1) sint = L (2 — 1). Daraus

folgt

2m 2m 1 _ ) _
R(cost,sint)dt = R(v(t)) v(t) dt = / R(z)dz @39 o Z Res,, R.
0 0 ~~ v Jlz|=1 20€8

Beispiel 2.66 Fiir p € C mit [p| # 1 sel R(z,w) = %. Dann gilt

~ 1 1 1

Rz =1 2p3(z+27) +p?  (2—p)(1—p2)

und R hat einen Pol in B (0) (der Ordnung 1), nimlich p, falls |p| < 1, und %, falls |p| > 1.
Daraus folgt

/27r 1 gy (236)%(2:39) 137;,2 falls |p| < 1,
o 1—2pcost+p? pgfl falls |p| > 1.
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3 Separationsansatz fiir partielle
Differentialgleichungen

Im Folgenden werden wir eine Methode vorstellen mit der explizite Lésungsformeln fiir
viele partielle Differentialgleichungen im Fall von geeigneten Symmetrien hergeleitet werden
kénnen. In einfach Fillen fithrt dies auf Losungsformeln mit Hilfe von Fourierreihen. In
anderen Féllen miissen allgemeinere angepasste Orthonormalbasen verwendet werden, die
wir im darauf folgenden Kapitel diskutiert werden.

3.1 Die schwingende Saite

Wir betrachten die eindimensionale Wellengleichung
OPu(z,t) = 202 u(x,t) fiir alle z € (0,1),t € R (3.1)
mit der Randbedingung
u(0,t) =u(l,t) =0 fiir alle t € R, (3.2)
und den Anfangsbedingungen

u(z,0) = up(z) fiir alle z € [0, 1], (3.3)
Owu(z,0) =wui(z)  fiir alle z € [0, 1].

Hierbei beschreibt u: [0,1] x R — R die vertikale Position einer schwingenden Saite (oder
eines anderen schwingenden Objektes) iiber dem Punkt x zum Zeitpunkt ¢. Die Randbedin-
gungen beschreiben, dass die Saite an den beiden Enden x = 0 und & = 1 eingespannt ist
und ug,u;: [0,1] — R die Position und die Geschwindkeit der Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0.
Aufterdem ist ¢ > 0 eine Ausbreitungsgeschwindigkeit die von der Dichte, dem Durchmesser
und der Spannkraft der Saite abhéngt. Hierbei wird angenommen, dass das Material der
Saite homogen ist und der Einfachheit die Linge der Saite eins ist. Schliellich nehmen wir
an, dass ug, u; die Kompatibilitdtbedingungen

up(0) = up(1) = u1(0) = uy (1) = ug(0) = uf(0) = 0. (3.5)

1. Schritt: Separationsansatz Im Folgenden leiten wir spezielle Losung von (3.1) in der
Form

u(z,t) = f(x)g(t) fir alle z € [0,1],t € R, (3.6)
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wobei f:[0,1] — R, g: R — R zweimal differenzierbar seien. Dann ist (3.1) dquivalent
zu
f(x)g"(t) = A f"(x)g(t) fiir alle z € (0,1),t € R.

Nehmen wir an, dass f(x) # 0, g(t) # 0, so ist dies dquivalent zu
g'(t) _ f'(x)
cg(t)  flz)

Da die rechte Seite unabhéngig von t ist und die linke Seite unabhéngig von x, muss es eine
Konstante A € R geben, sodass

~—

PRONIE

N2~ )
bzw.
Mg(t) = ¢ (t) fiir alle ¢ € R, (3.7)
M (z) = f"(z) fiir alle z € (0,1). (3.8)

Dies sind zwei lineare homogene Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten, deren
charakteristische Polynome durch

p(z) =22 = A baw. p(z) =22 -2

Wir suchen nun nicht-triviale Losungen dieser Differentialgleichungen, sodass f(0) = f(1) =
0 gilt, damit die Randbedingung erfiillt ist.

1. Fall: A > 0: Dann lautet die allgemeine Lésung von (3.8)
f(z) = 16V 4 e VA fir alle z € [0, 1]

mit ¢1,co € R. Aus f(0) = f(1) = 0 folgt das Gleichungssystem

(e n) (2)-(6):

Da die Determinate der Matrix nicht Null ist, folgt ¢; = co = 0. D.h. es gibt keine nicht-
trivialen Losungen von (3.7).

2. Fall: A = 0: Dann lautet die allgemeine Losung von (3.8)
flz)=c1 + cx fiir alle z € [0, 1].

mit ¢1,c € R. Aus f(0) = f(1) = 0 erhélt man sofort ¢; = c2, d.h. es gibt auch in diesem
fall keine nicht-trivialen Losungen.

3. Fall: A\ < 0: Es sei p = v/—\. Dann gilt A\ = —? und die allgemeine Losung von (3.8)
lautet

f(x) = c1 cos(pux) + cosin(px) fiir alle z € [0, 1].
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mit ¢1,c2 € R. Da f(0) =0, folgt ¢ = 0. Aus f(1) = 0 folgt aukerdem die Bedingung
0 = cosin(p).

Damit es eine nicht-triviale Losung gibt, muss sin(u) = 0 gelten. Daraus folgt p = kn fiir
ein k € IN. Die allgemeine Lésung von (3.8) in diesem Fall lautet

g(t) = acos(cknt) + bsin(ckmt) fir allet € R
mit a,b € R. Dies liefert insgesamt die Losungen von (3.1) und (3.2)
u(z,t) = ay cos(ckmt) sin(kmz) + by sin(cknt) sin(kmx) fir alle z € [0,1],t € R, (3.9)

wobei ag, by € R, k € IN beliebig sind.

2. Schritt: Allgemeine Losung:
Summiert man die Losungen in (3.9) bzgl. £ € IN erhalten wir formal die Lésung

u(z,t) = Z ay, cos(ckmt) sin(krz) + Z b, sin(cknt) sin(kmx) (3.10)
k=1 k=1

fiir alle z € [0,1],t € R, wobei ag, by € R unbestimmt sind und die Konvergenz der Reihen
nicht geklért ist. Formales Differenzieren liefert aukerdem

u(z,t) = — Z ckmay sin(cknt) sin(kmrz) + E ckmby, cos(ckmt) sin(kmx)
k=1 k=1

fiir alle € [0,1],¢ € R und die Anfangsbedingungen (3.3)-(3.4) liefern die Gleichungen

Zak sin(kmzx) = up(x) fir alle z € [0, 1] (3.11)
k=1
ch;wbk sin(krz) = ui(x) fiir alle z € [0, 1] (3.12)
k=1

da sin(ckw0) = 0 fiir alle k¥ € IN. Nimmt man nun an, dass
[e.e]
up(x) = de sin(kmz) fiir alle z € [0,1],
k=1
o

ui(x) =Y bpsin(krz) fiir alle z € [0, 1],
1

£
Il

vgl. Folgerung 3.14 der “Analysis II fiir Physiker”, so liefert ein Koeflizienten-Vergleich
ap = ay, by =cknb,  fiir alle k € IN.

Dadurch ist u eindeutig bestimmt. Das dies teils formale Vorgehen unter geeigneten Bedin-
gungen an ug, u; wirklich die eindeutige Losung liefert folgt aus:
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Satz 3.1 FEs seien ug: [0,1] = R und uy: [0,1] = R dreimal bzw. zweimal stetig differen-
zierbar und (3.5) erfillt. Dann gibt es genau eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
u: [0,1] x R — R, die (3.1)-(3.4) lost. Sie ist gegeben durch (3.10), wobei

1

1

2

ay = 2/ uo(x) sin(krz) dx by = g uy(x)sin(krx)dx  fir alle k € IN.
0 TR Jo

Auferdem konvergiert die Reihe in (3.10) gleichmafig bzgl. x € [0,1], t € R.

Beweisskizze:
Existenz: Wegen Folgerung 3.14 der “Analysis II fiir Physiker” gilt

up(z) = Zak sin(kmz) fiir alle z € [0, 1],
k=1

ui(z) =Y bysin(krz) fiir alle z € [0, 1]
k=1

mit aj wie im Satz und by = erkby, fiir alle k € IN. Sind auferdem vj: R — R 27-periodische
Funktionen mit

ui(Z falls z € [0, 7],
’Uj(.l’): J(W) ) [ 7[']
—u;(—2%) falls z € [-7,0)
fiir 5 = 1,2, so folgt aus (3.5), dass vy zweimal stetig differenzierbar, v; einmal stetig
differenzierbar und vj sowie v} stiickweise stetig differenzierbar ist. Daraus folgt, dass die

Fourierreihen von v, v(), vj, v1 und v} gleichméfig konvergiert. Genauer folgt wie im Beweis
von Satz 3.11 der “Analysis II fiir Physiker”, dass

o0

ij|ak|<oo fir j =0,1,2,
k=1

o

D Kb < oo fiir j=0,1,
k=1

da Differentiation der Fourierreihe einen Faktor ik vor fk liefert. Daraus folgt, dass die
Reihe in (3.10) gleichméfig beziiglich = € [0,1] und ¢ € R konvergiert. Somit ist v durch
(3.10) wohldefiniert und stetig, da

|ay cos(ckmt) sin(kmz) + by sin(cknt) sin(knx)| < |ax| + |bk| fir alle k € N

und wegen Satz 3.12 der “Analysis II fiir Physiker”. Aufferdem konvergiert die Reihe in
(3.10) gleichméfig beziiglich € [0,1] und ¢t € R, wenn man deren Summanden partiell
nach z oder t differenziert, da

|ak 0z (cos(ckmt) sin(kmx)) + b0y (sin(cknt) sin(knzx))| < wk(|ak| + |bk|),
|ar 0t (cos(ckmt) sin(kmx)) + b0 (sin(cknt) sin(krz))| < wk(|ak| + |bk|)

fir alle £ € IN. Dies zeigt, dass u stetig partiell differenzierbar ist und man die partiellen
Ableitung mit der Reihe vertauschen kann. Das gleiche gilt auch fiir die zweiten partiellen
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Ableitungen. Damit ldsst sich nun leicht verifizieren, dass u (3.1) 16st. Schlieflich gilt (3.2),
da sin(k70) = sin(knrl) = 0, und

u(z,0) = Z ag sin(krz) + 0 = up(x) fiir alle z € [0, 1],
k=1
Oyu(x,0) = — Z(clm)ak sin(ckm0) sin(kmx)
k=1
+ Z (ckm)by cos(ckm0) sin(krx) = 0+ wy(x) fir alle x € [0, 1],
=1

by

da cos(ckn0) = 1, sin(ckn0) = 0. D.h. die Anfangsbedingung ist erfiillt.

Eindeutigkeit: Es seien uy, us zwei Losung von (3.1)-(3.4) und v = u; — ug. Dann 16st v
ebenfalls (3.1)-(3.2) und es gilt

v(z,0) = O(x,0) =0  fiir alle z € [0, 1].

Dann folgt aus Aufgabe 1 (ii), 1. Ubungsblatt, dass

1 1 1 1
/ (Opv(z,t))?dx +/ (Opv(z,t))2de = / (O (z,0))2dx + / (Dpv(z,0))2dz =0
0 0 0 0
fiir alle t € R. Daraus folgt
Ov(x,t) =0  fiir alle x € [0,1],¢ € R.

Da v(0,t) = v(1,t) = 0, folgt daraus v(z,t) = 0 fiir alle z € [0,1], ¢ € R. O

3.2 Die Laplace-Gleichung im Quadrat

Es sei
Q={(z,y) eR*:0<z<1,0<y<1}.

Wir betrachten die Laplace-Gleichung
Au(z,y) = 02u(z,y) + agu(:n, y) =0 fiir alle (z,y) € Q, (3.13)
wobei u: Q = [0,1] x [0,1] — R, mit den Randbedingungen

uw(0,y) =u(l,y) =0  firalley € [0,1],
u(z,0) =0 fir alle z € [0, 1],
u(z,1) = f(x) fiir alle z € [0, 1].

Wir nutzen wiederum zunéchst den Separationsansatz

u(z,y) = g(x)h(y) fiir alle z,y € [0,1]
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um nicht-trivial Losungen von (3.13) zu bekommen. Dies lieftert die Gleichung
g"(@)h(y) + g(=x)h"(y) =0 fiir alle z,y € (0,1)
bzw.
g"(x) _ _M'(y)
9() h(y)

da die linke bzw. rechte Seite unabhéngig von y bzw. x ist, miissen beide Seiten konstant
gleich einem A € R sein. D.h. wir erhalten

fiir alle z,y € (0,1),

Ag(z) = ¢ (), —Mh(y) = ¢"(y), fir alle z,y € (0,1).

Auferdem muss wegen der Randbedingungen ¢g(0) = g(1) = 0 fiir gelten. Wie im vorange-
henden Kapitel zeigt man, dass man nur nicht-triviale Losungen erhilt, wenn A = —(k7)?
0 fiir ein k € IN. Die Losungen sind dann

g(x) = Asin(krz), h(y) = Bsinh(kmy) fiir alle z,y € [0,1].

da h(0) = 0 gelten muss. Allgemeine Losungen erhélt man nun durch den Reihenansatz

y) = Z Ay sin(kmz) sinh(k7y) fiir alle z,y € [0,1],
k=1

wobei A € R, k € IN noch bestimmt werden miissen. Ist nun f: [0,1] — R stetig und
stiickweise stetig differenzierbar sowie

= Zak sin(kmz) fiir alle z € [0, 1],

wie in Folgerung 3.14 der “Analysis II fiir Physiker”. Dann lautet die Randbedingung fiir
y=1

Z Aj sinh(knl) sin(kmx) Z ag sin(kmz)

k=1
fir alle z € [0, 1]. Ein Koeffizientenvergleich liefert

ag

= — fir all IN.
sinh (k) iiralle & €

Damit erhalten wir (formal) die Losung

o0

u(z,y) = Z sin}?% sin(kmx) sinh(kmy) fiir alle z,y € [0, 1]. (3.14)

Satz 3.2 Essei f: [0,1] — R stetig und stiickweise stetig differenzierbar mit f(0) = f(1) =
0 und u wie in (3.14) definiert. Dann ist u: Q — R stetig, in Q beliebig oft differenzierbar
und eine Losung von (3.13) mit den obigen Randbedingungen.
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Beweis: Siche 8. Ubungsblatt, 3. Aufgabe.

Bemerkung: Eine bemerkenswerte Eigenschaft der Losung w ist, dass w in Q = (0,1) x
(0,1) eine glatte, d.h., beliebig oft differenzierbare Funktion ist, selbst wenn f nicht iiberall
differenzierbar ist.! Dies gilt sogar, wenn die Koeffizienten (ag)ren nur beschriinkt sind,
siehe 8. Ubungsblatt, 3. Aufgabe. Ist f eine unstetige Funktion ist, so konvergiert die Reihe
in (3.14) nicht mehr gleichméfig auf [0,1] x [0, 1]. w ist aber immer noch eine Losung der
Laplace-Gleichung.

“ ool
“ .‘Q‘\,“‘\\‘:\\\\

0.8

(ARIN
0.:.::,:‘:8‘\\\\\
(0
s

0.6

0.4

0.2

Abbildung 3.1: Ein Beispiel fiir die Losung u, wobei f(z) = 1 fiir z € [-0.5,0.5] und
f(z) = 0 sonst.

3.3 Die kreisformige, schwingende Membran

Wir betrachten zunéchst die n-dimensionale Wellengleichung in einem beschrénkten Gebiet
Q C R™ D.h. wir suchen eine stetig Funktion u: Q x R, die zweimal stetig differenzierbar
in  x R ist und die Wellengleichung

OPu(z,t) = AAu(x,t)  firallex € Ot € R (3.15)

16st sowie die Randbedingung
u(x,t) =0 fiir alle x € 002,t € R (3.16)

und die Anfangsbedingungen

u(z,0) = ug(x) fiir alle x € €, (3.17)
Opu(zr,0) = ui(x) fiir alle z € Q (3.18)

'Fiir Losungen der Wellengleichung gilt dies nicht. Damit u(x,t) fiir ¢ > 0 glatt beziiglich z ist, miissen
up und uq im Allgemeinen schon glatt sein.
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erfiillt. Hierbei ist ¢ > 0 eine physikalische Konstante und Au(z,?) = 377, 8£ju(x,t) der
Laplace-Operator bzgl. z € 2 angewendet auf u.

Um spezielle Losungen herzuleiten, machen wir dhnlich wie zuvor den Separationsansatz
u(z,t) = g(t)v(zx) fiir alle t € R,z € Q,

wobei g: R — R zweimal stetig differenzierbar sei und v: Q — R stetig und in Q zweimal
stetig differenzierbar sei. Einsetzen in (3.15) und auflésen liefert dann &dhnlich wie zuvor

g'(t) _ Av(a)
g(t)  v(x)
Da die linke bzw. rechte Seite unabhingig von = bzw. t ist, gibt es eine Konstante A € R,
sodass
_g't) _ Av(z)
2g(t)  v(z)
Das liefert die Differentialgleichungen

Ag(t) —g¢"(t) =0 fiir alle t € R, (3.19)
M(z) — Av(z) =0 fir alle z € Q, (3.20)

fir alle t € R,z € Q.

fiir alle t € R,z € Q.

wobei v zusétzlich die (Dirichlet-)Randbedingung
v(z) =0 fiir alle € 99 (3.21)

erfiille. Die Gleichung (3.20) wird oft als Helmholtz-Gleichung bezeichnet. Es stellt sich nun
die Frage fiir welche A € R (3.20)-(3.21) (und damit (3.19)-(3.21)) eine nicht-triviale Losung
v besitzt. Fin solches v wird auch Eigenfunktion und das zugehorige A als Eigenwert vom
Laplace-Operator mit Dirichlet-Randbedingungen bezeichnet. Man kann zeigen, dass die
Eigenwerte immer negativ sind und dass es eine Folge von Eigenwerten \g, & € IN, und
zugehorigen Eigenfunktionen vy, k € IN, gibt. In Spezialfillen werden wir dies verifizieren.
Im Fall © = (0,1) haben wir schon in Abschnitt 3.1 gesehen, dass \, = —(7k)?, vi(z) =
sin(krz) fir k € IN.

Ist nun allgemein vy eine Eigenfunktion zum Eigenwert A\; = —uz mit pr > 0, k € IN, so
definiert

u(x,t) = Ay cos(cuit)vg(x) + By sin(cugt)vi(x) fiir alle x € Q,t € R

eine Losung von (3.15)-(3.16), wobei Ay, By € R noch unbestimmte Konstanten sind und
T ist die Frequenz der durch u beschriebenen Schwingung in der Zeit. Diese Frequenzen
werden auch als Figenfrequenzen von ) bezeichnet. Die allgemeine Lésung erhélt man dann

zunachst formal durch den Reihenansatz

u(z,t) = Z Ay, cos(cppt)vg(z) + By sin(cpgt)vg(z) (3.22)
k=1

und man bestimmt Ay, By, k € IN, sodass die Anfangsbedingungen (3.17)-(3.18) erfiillt sind.
Ob dies méglich ist und wann und in welchem Sinn die Reihe in (3.22) konvergiert, wird
aber im Folgenden noch geklédrt werden miissen.
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Fiir ein beliebiges beschrinktes Gebiet 2 C R”™ ist es im Allgemeinen nicht méoglich die
Eigenwerte A\r und Eigenfunktionen vy explizit zu berechnen. Fiir Gebiet mit speziellen
Symmetrien ist dies aber wiederum mit einem Separationsansatz méglich. Um die Idee zu
demonstrieren, betrachten wir den Fall einer Kreisscheibe Q = Bgr(0) = {(z,y) € R? :
22 +y% < R?}, wobei R > 0. Aufgrund der Rotationssymmetrie ist es zweckmifig Polarko-
ordinaten zu verwenden und v in Abh#ngigkeit von r € [0, R] und ¢ € [0, 27] auszudriicken.
Dann ist (3.20) dquivalent zu

1 1
Mu(r, @) = 0fu(r, @) — SOru(r,9) = 72339“(7", p) =0, (3.23)

siche z.B. 3. Ubungsblatt, 1. Aufgabe, Analysis 11 fiir Physiker. Dies motiviert den Separa-
tionsansatz

o(r, @) = w(r)q(y),

wobei w: [0, R] — R, ¢: R — R zweimal stetig differenzierbar seien und ¢ 2m-periodisch
sei. AuRerdem gelte w(R) = 0 wegen (3.21) und w'(0) = 0, damit Q 3 z — w(|z]) € R
stetig differenzierbar wird. Setzt man den Ansatz in (3.23) ein, so erhdlt man

No(ra(9) — w(r)al) — ~'(P)a(9) = w(r)d(¢) =0 fir alle r € (0, B), o € R

1
w(r)

(/\T,2w(7,) . T2w//(,r) . ’I”'LU,(T‘)) _ q"(¢)

sofern w(r), q(p) # 0. Da die linke bzw. rechte Seite unabhéngig von r bzw. ¢ ist, miissen
beide Seiten gleich einer Konstanten v € R sein. Daraus folgen die gewthnlichen Differen-
tialgleichungen
q"(¢) —vq(p) =0  fiir alle p € R, (3.24)
r2w” (r) + rw'(r) + (FPp? + v)w(r) =0 fiir alle r € (0, R)
mit A = —p2. Ahnlich wie in Abschnitt 3.1 kann man zeigen, dass (3.24) nur dann eine

nicht-triviale, 2m-periodische Losung hat, wenn v = —m? fiir ein m € INg. In diesem Fall
ist die allgemeine Losung gegeben durch

Gm (©) = am cos(mp) + by, sin(mp) fiir alle p € R, (3.25)

wobel ap,, by, noch unbestimmt sind. Damit bleibt es noch g > 0 zu finden, sodass es
nicht-triviale Losungen von

r2w” (r) + rw'(r) + (r2p? — mPw(r) =0 fiir alle 7 € (0, R) (3.26)

mit den Randbedingungen
w'(0) = 0, w(R) =0 (3.27)

gibt. Dabei ist (3.26)-(3.27) ein sogenanntes Randwertproblem fir eine gewthnlich Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung. Um die vorangehenden Fragen zu beantworten, werden wir
im folgenden Kapitel solche Randwertprobleme studieren.
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4 Randwertprobleme fiir gewohnliche
Differentialgleichungen

4.1 Unendliche Orthogonalsysteme und Prahilbertraume

Im Folgenden sei K = R oder K = C. Fiir das Studium von Randwertproblemen und
zugehdrigen Figenwertproblemen bendtigen wir einen allgemeinen Begriff von Skalarprodukt
und orthogonalitat. Dazu:

Definition 4.1 (Skalarprodukt, Prahilbertraum)
FEs sei H ein K-Vektorraum. Dann heifft eine Abbildung (-,-) : H x H — K Skalarprodukt,
falls:

1. Fiur aolle x,y,x1,20 € H, a € K g¢ilt:
(az,y) = a(z,y), (21+22,9)= (v1,) + (22,9).

2. (z,y) = (y,x) fir alle x,y € H.

3. Fiir alle x € H gilt:
(z,z) >0 und (x,z) =0 < z = 0.

Ein K-Vektorraum H mit einem Skalarprodukt (.,.): H x H — K heifft Prahilbertraum.

Bemerkung;: Ist (.,.) ein Skalarprodukt, so gelten auch

(z,ay) =a(z,y), (z,y+2)=(2,9)+ (z,2)
fir alle z,y,2z € H und «a € K.

Das folgende Lemma enthélt die fundamentalen Eigenschaften eines Skalarproduktes:

Lemma 4.2 Essei(.,.): HxH — K ein Skalarprodukt und ||z|| := \/(z, x) fir allex € H.
Dann gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

@@y < lllllyll fir alle 2,y € H (4.1)
und ||.|| ist eine Norm, d.h. es gilt
[z +yll < llzll +llyll,  llaz] = [offl]
fir alle x,y € H, a € K sowie ||z|| > 0 und ||z|| = 0 genau dann, wenn z = 0.
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Beweis: Zu (4.1): Fiir o, 5 > 0 gilt:

2
R (z—y)
= ap? +\5I2_2R6< aB >

X

_ Y
a f

0<

und somit 5
o
2R < =zI* + < llyl?
e(a,) < 2l + 5l

Setzt man nun o = ||z|| + ¢, 5 = ||ly|| + ¢ fiir € > 0, so erhélt man

2Re(z,y) < ([lyll + &)ll=]l + (=]l +)llyll

Fiir e — 0 folgt
2Re(x,y) < 2||z|/||y|| fir alle z,y € H

Ersetzt man x durch (x,y)x, so folgt
(@, y)* < (@, y)llllllyl fir alle z,y, € H

und somit (4.1).
||.|| ist eine Norm: Fiir alle z € H, a € K gilt
loz|? = (az, az) = aa(z, z) = |af*||z|*

Aufserdem gilt:
0=lz|| & (z,2) =0 2=0

Schlieflich folgt aus (4.1) fiir alle z,y € H:
lz +yl* < [l + llyll* + 21(z, »)| < Nzl + 1y + 2llz [yl = (=] + y])*

[ ]
Im Folgenden heift f: [a,b] — C Riemann-integrierbar, wenn Re f,Im f: [a,b] — R Riemann-
integrierbar sind. In diesem Fall definieren wir

/abf(x)dw: /abRef(x)dm+i/ab1mf(x)dx.

Die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen f: [a,b] — K, K = R oder K = C,
wird mit R([a, b]; IX) bezeichnet.

Beispiele 4.3 1. Ist H = R", dann wird durch (z,y) = = -y fiir alle z,y € R" ein
Skalarprodukt auf R™ definiert.

2. Bs sei H = R([a,b];K) = {f: [a,b] = K stetig} und

b
(f.9) = / f(@)g@de  fiir alle f,g € R((a, b K)

Dann erfiillt (-,-) alle Eigenschaften des Skalarproduktes bis auf die letzte. In diesem
Fall gilt nur

(f,f)=0 <« Es gibt eine Jordan-Nullmenge N, sodass f(zx) =0 Vz € [a,b] \ N,
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da eine Abdnderung von f auf einer Jordan-Nullmenge den Wert des Riemann-
Integrals nicht andert. (Ohne Beweis) Identifiziert man aber Funktionen, die bis auf
eine Jordan-Nullmenge iibereinstimmen, so ist (.,.) auf H wieder ein Skalarprodukt
und alle Aussagen von zuvor kénnen angewendet werden.

3. Es sel
H=10*Z):= {a = (ar)kez : ar € C fiir alle k € Z und Z lax|* < oo} .
keZ

Dann definiert

(a,0) =Y apby  fiir alle a = (ag)rez, b = (br)rez € £*(Z)
kez

ein Skalarprodukt.
Bemerkung 4.4 Somit wird durch d: H x H — K mit
d(z,y) = ||z —y|| fiir alle x,y € H

eine Metrik auf H definiert. Dementsprechend konvergiert eine Folge (x,)nenwy € H in H
gegen x € H genau dann, wenn ||z, — x| —p—00 0.

Aus (4.1) folgt die Stetigkeit des Skalarproduktes, d.h.

(xna yn) —n—s00 (.’E, Z/)

sofern Z, —n—yo0  UNd Y —n oo y in H. (Beweis: Ubung)

Definition 4.5 Sei H ein Prdihilbertraum. Dann heifit {e : k € N} C H N C N, Ortho-
gonalsystem, falls (ex,e;)g = 0 fir alle k # 1, k,1 € N, und ex, # 0 fir alle k € N und
Orthonormalsystem, falls sogar ||eg||gr = 1 fiir alle k € N gilt.

Beispiel 4.6 1. Es seien ey(z) = ' fiir alle x € R,k € Z und H = R([m, 7], b]; K)
mit Skalarprodukt

1

(hon =5 [ f@i@ids,  faeh

In Satz 3.1 der Analysis II fiir Physiker wurde gezeigt, dass {ey : k € Z} ein Ortho-
normalsytem in H bilden.

2. Es bilden
{1,V2cos(kx),V2sin(kz) : k € N}

ebenfalls ein Orthonormalsystem in H = R([—7, 7|; K) (mit gleichem Skalarprodukt).
Beweis: Ubung.
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Fiir das Folgende sei

n
span{eq,...,e,} = E ajejiaq,...,a, €K
i=1

der von ey, ...e, aufgespannte Unterraum von H,
span{e, : n € N} = U span{ey,...,en}
nelN

und
dist(z, M) = inf{||z — y|| : y € M}

der Abstand von z € H zu einer Menge M C H.

Lemma 4.7 (Besselsche Ungleichung)

Sei {ey : k=1,...,n} ein Orthonormalsystem in einem Prahilbertraum H. Dann gilt fir
jedes x € H
n n 2
0 < |lz|* - Z |(z,ex)]? = ||z — Z(m, ex)er|| = dist(z,spanfes, ..., e,})>
k=1 k=1
Beweis: Fir a1,...,q, € K ist
n 2 n n n
v =Y aper|| =zl =D (v en)ar — > arler, )y + D |ax/?
k=1 k=1 k=1 k=1

= k=1 akexl?
n n
l? = S e+ 3 (s en) — ol
k=1 k=1

d.h. der Ausdruck wird minimal, falls oy = (z,eg) fiir alle k =1,...,n. [

Lemma 4.8 (Riemann-Lebesgue)
Es sei{e : k € N} ein Orthonormalsystem in einem Préhilbertraum H. Dann gilt

lim (z,e;) =0 fiir alle x € H.
k—o0
Beweis: Aus Lemma 4.7 folgt
[e.@] n
2 _ g 2 - 2
Dol e = lim Y|z e) < ol < oo

n—
k=1 k=1

Da die Reihe konvergiert, folgt notwendiger Weise limg_,o (z, €x) = 0. [ |
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Definition 4.9 (Orthonormalbasis)

Es sei {ey : k € N} ein Orthonormalsystem in einem Prahilbertraum H. Dann heifit {ey, :
k € IN} Orthonormalbasis (ONB) von H, falls span{ey, : k € IN} dicht in H ist, d.h. fir alle
x € H und € > 0 gibt es ein y € span{ey : k € N} mit ||z — y|| < e.

Es gibt viele dquivalente Charakterisierungen:

Satz 4.10 Es sei H ein Prahilbertraum (mit dim H = oo) und {ey, : k € IN} ein Orthonor-
malsystem. Dann sind dquivalent:

1.) span{ey : k € IN} ist dicht in H(d.h.(ex)ren ist eine Orthonormalbasis).
2.) Fiir alle x € H gill

xr= ) (v,ep)er, in H

00
k=1

3.) Fiir alle z,y € H gilt die Parseval-Identitét

([B, y) = Z(xv ek)(Z/: ek)
k=1
4. Es gilt die Vollstandigkeitsrelation
|z|> =" |(z,ex)*  fiir alle z € H (4.2)
k=1

Beweis: “1. = 3.

Sei x € H. Da span{ey : k € IN} dicht in H ist, gibt es eine Folge

Ty = ZZLZ"I oy pe mit n,my, € N, oy, 1, € Kund z,, =p—00  in H. Fiir n € IN und m > m,,
folgt aus Lemma 4.7

|lx — x| > dist(x,spanfeq,...,en})
m
=T — Z(xaek)ek
k=1
m
= %gnOOZ(x, ep)er =, da|lx — xn| = nooo 0.
k=1

“2. = 3. Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts gilt:

(z,y) = lim <Z($7€k) e Y _(y.er) 61)
k=1 =1

= lim Z (x,er)(y, er) (ex, €r)

n—oo
k=1

n

= Jim > (@ ey, )

k=1

76



Randwertprobleme fiir gewthnliche Differentialgleichungen

“3. = 4.7 Setze y =z
“4, = 1.” Nach Lemma 4.7 gilt:

n
T — Z(x> ek)ek’
k=1

2 n
= ||z - Z (2, ex)[* = n—soo 0 nach (4.2)
K=1

Als Folgerung erhalten wir

Satz 4.11 FEs sei f € H := R([—m,n];C). Dann gilt

lim |f(x) — Sy f(z)|* dz = 0.

N—oo J_,

Man sagt auch die Fourierreihe von f konvergiert im quadratischen Mittel oder in L? gegen
f.1 Auperdem gilt die Parseval-Indentitit

1 0 & N ‘a0|2
o | W@Pde= > il ==+
k

- k=—o00 =1

(Janl® + (b [*)- (4.3)

N =

Beweis: Es seien e (z) := € fiir alle k € Z, x € R. Wegen Satz 4.10 reicht es zu
zeigen, dass span{ey : k € Z} dicht in H = R([—m,n];C) ist. Seien dazu £ > 0 und
f € R([—m,n]; C) beliebig. Fiur die erste Aussage miissen wir zeigen, dass es ein trigonome-
trisches Polynom p € span{ey, : k € Z} gibt mit

If —pll = (/7r |f(z) —p(x)|2dx) <.

—Tr

Aufgrund der Definition vom Riemann-Integral gibt es eine Treppenfunktion T': [—m, 7] —
C, sodass

|[f(z) = T(2)| <

fir alle z € [—m, 7].

Do ™

Daraus folgt

2

17 -7l = (5 [ 1) - T@Par) < (2@); =<

—T

Andererseits kann man zur Treppenfunktion 7" leicht eine stetige, stiickweise lineare /differenzierbare
Funktion g: [, 7] — C mit g(—=n) = g(m) = 0 konstruieren, sodass ||T — g|| < §. (Siehe
Abbildung 4.1 fir den Fall, dass T reellwertig ist) Wegen Satz 3.11 der “Analysis IT fiir
Physiker” gibt es ein N € N, sodass

sup [Sn(9)(z) — g(x)] <

z€|—7,7]

=1 ™

'Die letzte Bezeichnung kommt daher, dass L?([—7,7]) den Raum Lebesgue-integrierbaren Funktionen
fil=m ] = Cmit [7_|f(z)|]*dz < oo bezeichnet.
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T

| |

n m

Abbildung 4.1: Beispiel fiir eine stetig, stiickweise lineare Approximation einer
Treppenfunktion

Daraus folgt

_ 1 i 2 % 82 _6
I5xta) =gl = (57 | [Swote) —gla) o) < yfam i = 5,

Insgesamt erhalten wir

If =Sn@I < If =TI+ 1T = gll +llg = Sn(9)ll <e.

Da Sn(g) € span{er : k € Z} und f,e beliebig waren, folgt daraus die Dichtheit von
span{ey : k € Z}.

Schlieklich folgt (4.3) aus Satz 4.10 sowie

A~

(f7 ek) = fk
(f, V2cos(k-)) = \271/_ cos(kz) f(x)dx = \}ﬁak
(f,V2sin(k-)) = \}57:: /7T sin(kx) f(x) dx = 12bk
a
fiir alle £ € IN und Beispiel 4.6. [ |

Beispiel 4.12 Es sei f: R — R 27-periodisch mit f(z) = |z| fiir alle € [, 7]. Dann
gilt
1 (7 1 (" 1
— x|2d:p:/ 2de=-1 =T
27 T Jo

—Tr

L SR P
IS ™ __ 8
4 T T T 22k — 1
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Wegen (4.3) folgt daraus

> 8 7t ad 1
% pw. =S
kzzl 22k —0F O 96 ; (2k — 1)4

7.‘_2
12
4.2 Sturmsche Randwertprobleme

Der Separationsansatz und viele andere physikalische Probleme fiihren oft auf lineare ge-
wohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form

(Lu)(z) == (p(z)u'(z)) + q(z)u(z) = g(z) fiir alle x € (a,b) (4.4)
zusammen mit Randbedingungen der Form

1, (4.5)
2, (4.6)

Ryu == ayu(a) + agp(a)u'(a) =

n
Rou = Bru(b) + Bap(b)u’(b) = n

wobel voraussetzen:

Annahme 4.13 (Regulires Randwertproblem)

p: [a,b] — R ist stetig differenzierbar, ¢, g: [a,b] — R sind stetig, p(x) > 0 fiir alle « € [a, b]
sowie |a1| + oo > 0, |B1] + |B2| > 0.

Falls n; = no = 0 spricht man von homogenen Randbedingungen.

Im Fall a1 = 81 = 1,9 = B2 = 0 erhilt man die sogenannte Dirichlet-Randbedingung:
u(a) =u(b) =0

und im Fall oy = 81 = 0, a9 = B2 = 1 erhiilt man die sogenannte Neumann-Randbedingung:

Beispiele 4.14 1. Fiir p(z) = 1 und ¢(z) = A > 0 fiir alle z € [a,b] erhdlt man die
Schwingungsgleichung

u”’(z) = —Au(z) fiir alle z € [a, b].
In diesem Fall sind die Bedingung an p, ¢ in Annahme 4.13 erfiillt.
2. Fiir p(z) = z und q(x) = zp® — mTZ fiir alle € (0, R] ist (4.4) dquivalent zu
2

0= (2u/(x)) + q(z)u(z) = zu” () + ' (z) + <xu2 - n;) u(x)

fiir alle z € (0, R]. Dividiert man durch = erhélt man (3.26) (mit = statt r). In diesem
Fall ist Annahme 4.13 nicht erfiillt, da p(0) = 0. Es gilt allerdings p(x) > 0 fiir alle
x € (0, R]. Man spricht in diesem Fall von einem singuldren Randwertproblem und
vieles im Folgenden lésst sich auch auf solche Probleme unter geeigneten Annahmen
iibertragen.
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Die spezielle Form der Gleichung (4.4) ist wichtig fiir das folgende Resultat

Satz 4.15 Es gelte Annahme .13 und es seien u,v: [a,b] — R zweimal stetig differenzier-
bar und L wie in (4.4). Dann gilt die Lagrange-Identitét

v(z)(Lu)(x) — u(z)(Lv)(z) = % (p(z)(v/(z)v(z) — V' (z)u(x))) fir alle x € [a,b]. (4.7)
Auflerdem gilt

b b
/ o(@)(Lu)(z) da = / w(@)(Lo)(z) do (4.8)
falls Riu = Rou = Ryv = Rov = 0.

Bemerkung: Wegen (4.8) sagt man, dass der Differentialoperator L symmetrisch (oder
(formal) selbstadjungiert) beztliglich des Skalarproduktes

ist.

Beweis von Satz 4.15: Zunéchst erhdlt man (4.7) durch direktes Nachrechnen:

()))
p(x )U’(ﬂf)v’(x) (p(x)v'(x)) u(z) — p()u (z)v'(z)
q(x

(@)u(@)o(z) - (p(x)v' () u(z) — q(z)v(z)u(z)
= v(z)(Lu)(z) — u(z)(Lv)(x) fiir alle z € [a, b].

(x)u(zx

Nun gelte auflerdem Ryu = Rou = Rjv = Rov = 0. Integration von (4.7) liefert nun

b b b
[ e @ s - [ u@)(@o)) de = pe)w @el) - o @ut@)])_,

Behauptung: p(a)(v' (a)v(a) — v'(a)u(a)) =0

Beweis: Falls s = 0, gilt Rju = aju(a) = 0 = R1b = ajv(a) mit a; # 0. Daraus folgt

u(a) = v(a) = 0 und somit die Behauptung. Falls ay # 0, folgt aus Ryu = Rov = 0, dass
aq

azp(a)’

W' (a) = du(a), v'(a)=dv(a) mit § = —

Daraus folgt

p(a)(u'(a)v(a) — v'(a)u(a)) = p(a)(du(a)v(a) — dv(a)u(a)) =0
und somit die Behauptung.

Genauso zeigt man p(b)(u/(b)v(b) — v'(b)u(b)) = 0. Daraus folgt (4.8). |

Bevor wir die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des obigen Randwertproblems kom-
men, fassen wir fiir uns wichtiger Resultate aus der Analysis II fiir Physiker angewendet auf
diesen Fall zusammen:
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Satz 4.16 Es gelte Annahme 4.13 und es sei xy € [a,b] sowie
Ly ={u: [a,b] = R zweimal stetig differenzierbar : Lu(xz) =0 Vx € [a, b]}.
Dann gilt:
1. Ly ist ein zweidimensionaler Vektorraum.

2. uy,ug € Ly sind genau denn linear unabhdingig, wenn

e un () uz(w) ronski-Determinate
0 # det <u’1(:1c) ué(x)) (Wi ki-Det te) (4.9)

fiir ein x € [a,b]. Ist dies der Fall, so gilt (4.9) fir alle x € [a,b].

3. Es sei ug eine (spezielle) Losung von (4.4). Dann ist u genau dann eine Losung von
(4.4), wenn es ein up € Ly gibt mit u = us + up.

4. Fir alle ug,u; € R gibt es genau eine zweimal stetig differenzierbare Funktion u: [a,b] —
R, die (4.4) zusammen mit den Anfangsbedingungen

w(zo) =up und u'(xg) = uy

lost.

Beweis: Da p(z) > 0 fiir alle = € [a, b], ist (4.4) dquivalent zu

u'(x) + 1;/((;:)) o' (z) + Zggu(:v) = g(x) fiir alle z € (a,b).

Somit folgen die Aussagen aus Satz 2.35 der Vorlesung “Analysis II fiir Physiker”. ]

Definition 4.17 Ein Fundamentalsystem von (4.4) ist eine Basis von Ly, d.h. ui,us €
L, sodass (4.9) fir ein xo € [a,b] gilt.

Satz 4.18 Es sei ui,uz ein Fundentalsystem von (4.4) und g: [a,b] — R stetig. Dann
besitzt das Randwertproblem (4.4)-(4.6) genau dann eine eindeutige Losung fiir alle ni,ns €
R, wenn das homogene Randwertproblem, d.h. (4.4)-(4.6) mit g =0 und 1 = 12 = 0 nur
die triviale Losung u = 0 besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

Riur  Ryus
det <R2u1 R2u2> # 0 (4.10)

Beweis: Es sei us eine spezielle Losung von (4.4). (Eine solche existiert wegen Satz 4.16.4.)
Dann ist u genau dann eine Losung von (4.4), wenn es c1, ca € R gibt mit

u(x) = us(z) + crui(x) + coua(x).
Ist dies der Fall, so gilt

Rju = Rjus + C1RjU1 + CQR]'UQ, fir j =1,2.
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Deswegen sind (4.5)-(4.6) dquivalent zu

<R1U1 R1U2> <01> _ <771 - R1us>

Rou1  Roug) \c2 n2 — Rous)

Somit gibt es genau dann eine eindeutige Losung u von (4.4)-(4.6), wenn das vorangehende
Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn (4.10)

gilt. Ist ¢ = 0 und 71 = n2 = 0, so kann man u; = 0 wihlen und v ist genau dann eine
Losung von (4.4)-(4.6), wenn u = cyuy + coug und

Riur Riug\ (e 0

Roui  Roug) \c2)
Dieses Gleichungsystem hat wiederum genau dann die eindeutige Losung ¢y = ¢ = 0 (was
u = 0 entspricht), wenn (4.10) gilt. [ ]

Beispiele 4.19 1. Wir betrachten
' (x) + u(z) = g(x) fiir alle z € [0, 7] (4.11)
mit den Randbedingungen
Ryu :=u(0) + u/(0) = ny, Rou := u(m) = n9.

Dieses Randwertproblem besitzt fiir alle 71,72 € R und g: [0,7] — R stetig eine
eindeutige Losung, da u; := cos, ug := sin ein Fundamentalsystem von (4.11) und

Ricos Risin) 1\
det (Rg cos Ry sin) = det (—1 0) =170

Wihlt man speziell g(x) = 1 fiir alle € [0,1] und 71 = 12 = 0, so ist us(x) = 1 fiir
alle x € [0, ] eine spezielle Losung und die allgemeine Lsung von (4.11) ist

u(x) =14 cicosz + cogsinx  fiir alle z € [0, 7]
und aus
0=Riuy =1+ca+cy, 0=Rouo=1—1¢
folgt c¢1 =1, cg = —2. Somit ist die eindeutige Losung des Randwertproblems

u(z) =14 cosz —2sinz fiir alle z € [0, 7].

2. Andert man die Randbedingungen fiir (4.11) auf
Riu :=u(0) = ny, Ry := u(m) = no.
ab, so hat (4.4)-(4.6) nicht fur alle 7,72 € R eine eindeutige Losung, da
(e o) =% ( 1 o) =0
Wihlt man z.B. 1 = 2 = 0, so ist u(x) = csinz, x € [0,7], fir alle ¢ € R eine
Lésung, die nicht eindeutig ist. Fiir 3 = 0,12 = 1 gibt es keine Lisung.
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Im Fall von homogenen Randbedingungen lésst sich die Losung wie folgt darstellen.

Satz 4.20 FEs seien n1 = n2 = 0 und es habe das homogene Randwertproblem (4.4)-(4.6)
mit g = 0 nur die triviale Losung. Dann ist fiir alle stetigen g: [a,b] — R die eindeutige
Lisung von (4.4)-(4.6) gegeben durch

b
u(z) = / D(x,y)g(y)dy  fir alle x € [a,b],

wobei T' Greensche Funktion zu (4.4)-(4.6) heiffit und durch

F(l’,y) = {

mit ¢ = p(a)(ui(a)ub(a) —u)(a)uz(a)) gegeben ist. Hierbei ist ui,ug ein Fundamentalsystem
von (4.4) mit

up(x)ue(y) fallsa <z <y <b,
ug(x)ui(y) fallsa<y<az<b

Ql—= ol

R1u1 = R2U2 =0.

Beweis: Es seien uj, us Losung von Lu(z) = 0 fir alle = € [a, b] mit
Riuy = Rous = 0, Ryug, Rouy # 0.

(z.B. mit Rjus = Rouj = 1). Die Existenz von uj,uy folgt aus Satz 4.18. Dann ist uq, ug
sind linear unabhéngig uns somit ein Fundamentalsystem.

Aus der Lagrange-Identitét (4.7) folgt, dass
(p(x) (ur (z)uy(z) — v (2)uz(x)))" = ua(x)(Lu)(z) — ui (2)(Lug)(z) = 0
fiir alle z € [a,b]. Somit ist
¢ = p(x) (u1(z)uy(z) — uy (x)ua(x))
unabhingig von = € [a, b]. Auferdem ist ¢ # 0 wegen Satz 4.16.2.
Nach Definition von w gilt
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wobei 0,I'(x,y) fiir z = y im Integral durch Null ersetzt wird, sowie

b

o)) =L %))y + LI )90y

P ()~ hehuate))

C

=1
und schlieklich
T b
(Lu)(z) = (LW(J(IIJ) / u1(y)g(y) dy + (Lulc)(x) / uz(y)g(y) dy + g(z) = g(z)
\ ~ ,Ja \ ~ ,Jx

fiir alle = € [a,b]. Ahnlich erhélt man

a b
R =2 [ gty dy+ B [ un)gly) dy

——

~~

=0 =

sowie Rou = 0. [ ]

Bemerkung 4.21 Es seien Q = [a, b]?,

Qr={(z,y) €Q:y<z} und Q={(z,y) €Q:z =<y}
Die Greensche Funktion I' aus Satz 4.20 hat folgende Eigenschaften:

yA

Abbildung 4.2: Skizze der Bereiche @1, Q2

1. I': @ — R ist stetig.

2. In Q1 und Qs existieren die partiellen Ableitung 9,I", 92T und sind jeweils stetig in
Q1 und Q2.
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3. Fiir jedes feste y € [a,b] gilt (LT")(z, &) = 0 fiir alle z € [a, b] mit x # y, wobei L bzgl.
x angewendet wird.

4. An der Diagonalen {(z,x) : = € [a,b]} macht J,I" einen Sprung der Groke %, d.h.
Ol (x4, 2) — 0, (x—, x) = 1 fiir alle z € (a,b),
p(x)
wobel 0;I'(z+, x) = limp 04 O.'(x £+ h, z).
5. RiT'(-,y) = RoI'(-,y) = 0 fiir alle y € (a,b), wobei Ry, Ry bzgl. x angewendet werden.

Man kann zeigen, dass I' bereits durch diese Eigenschaften eindeutig festgelegt ist, siehe
z.B. Walter “Gewohnliche Differentialgleichungen”, §26, Satz VII.

Beispiel 4.22 Fiir das Randwertproblem

Lu(z) =" (z) = f(2) fiir alle z € [0, 1]
Riu:=u(0)=0, Rou:=u(l)=0

ist uq, ug mit
ui(z) =z, ug(z) =2 —1 fiir alle z € [0, 1]

ein Fundamentalsystem mit Rju; = u1(0) = 0 = Roug = ug(1). Damit ist c=1-(0-1—1-
(=1)) =1 und

I, y) = ylx—1) firalle0 <y <z <1,
’ z(y—1) firalle0<z<y<l1

die zugehorige Greensche Funktion, siehe Abbildung 4.3. Wahlt man f(z) = sin fiir alle
x € [0, 1], so erhélt man

T 1
u(:v):(:n—l)/ ysinydy—i—x/ (y — 1) siny dy
0 T

1 x 1
:x/ ysinydy—/ ysinydy—x/ siny dy
0 0 T

= x(sinl — cos1) — sinz + x cosz + z(cos 1 — cos z)

=zsinl —sinx

da xsinx die Stammmfunktion sinx — x cos x hat.

4.3 Sturm-Liouville-Eigenwertprobleme

Es seien p, ¢, a1, g, 51, B2 wie in Annahme 4.13 und r: [a, b] — (0, 00) stetig. Wir betrachten
das sogenannte Sturm-Liouville-(Eigenwert)-Problem mit Gewichtsfunktion r

(Lu)(z) := (p(x)u'(x))" + q(z)u(x) = Ar(z)u(x) fiir alle z € (a,b) (4.13)
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Wi
17

1)
i

i

%{’ /

Abbildung 4.3: Greensche Funktion aus Beispiel 4.22

zusammen mit Randbedingungen der Form
Riu := aqu(a) + asp(a)u’(a) = 0, (4.14)
Rou := Bru(b) + Bop(b)u'(b) = 0, (4.15)

wobei A € C gesucht ist, sodass (4.13)-(4.15) eine nicht-triviale Losung u: [a,b] — C hat.
Hierbei sei u zweimal stetig differenzierbar. Ein solches A wird Figenwert und u Eigenfunk-
tion von L zur Gewichtsfunktion 7.

Da r(z) > 0 fiir alle x € [a, ] ist (4.13) dquivalent zu

7“(1m)(Lu)($) = \u(x) fiir alle = € [a, b].

Mit Hilfe der Symmetrie von L, siche (4.8), erhalten wir:

Satz 4.23 Es seien L, Ry, Ro,r wie zuvor. Dann gilt:

1. Alle Eigenwerte von L zur Gewichtsfunktion v sind reell und zu jedem Figenwert \
gibt es eine reelle Figenfunktion u: [a,b] — R.

2. Alle Eigenwerte sind einfach, d.h. sind u,v: [a,b] = R Lésung von (4.13)-(4.15), so
sind u,v linear abhdngig.

3. Sind w1, us Eigenfunktionen zu verschiedenen Figenwerten A1 bzw. g, so gilt

b
(ug,ug), = / up(x)ug(x)r(z) dx =0,

d.h. uy,us sind orthogonal bzgl. des Skalarproduktes (-,-),.
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Beweis:
Zu 1.: Es sei A € C eine Eigenwert und u eine zugehorige Eigenfunktion sowie u,(z) =
Reu(z), ui(x) = Imu(z) fir alle x € [a, b]. Dann gilt

b b b
)\/ lu(x)|?r(z) dac:/ Ar(z)u(z)u(x) dm:/ Lu(z)u(zx) dx
a a a —
=(Lur(z)+iLu;(z)) (ur(z)—iui(z))

b . B b
~ [ @) Luw) do =X [ ul@)Pris) da
a —~ a

=)u(z)

wegen (4.8). Da u nicht konstant Null ist, r(z) > 0 fur alle x € [a, b] gilt f; lu(z)|?r(z) de >
0. Daraus folgt A = X € R.

Ist nun u: [a,b] — C eine Eigenfunktion und u,(z) = Reu(x) fiir alle z € [a, b, so folgt aus
(4.13)

Ar(z)uy(x) = Re(Ar(z)u(x)) = Re(Lu(z)) = Lu,(z) fiir alle z € [a, b],

da p(z),q(z),r(z) € R fir alle x € [a,b]. D.h. w, ist eine Eigenfunktion, sofern nicht
uy(x) = 0 fir alle = € [a,b]. Im letzten Fall gilt aber u(z) € iR fiir alle x € [a, b] und iu(x)
ist eine reelle Eigenfunktion.

Zu 2.: Es seien u, v Figenfunktionen zum gleichen Eigenwert A € R.

Behauptung: (;L,((C;)Q und (:j,&%) sind linear abhingig.

Beweis: Falls ap = 0, folgt aus 0 = Rju = aqu(a) = Riv = aqv(a), dass u(a) = v(a) =0
und somit die Behauptung. Falls ag # 0 erhélt man wie im Beweis von (4.7), dass

a1
04217(@).

(i) = (o) e (760) = (5.
woraus wiederum die Behauptung folgt.

e (o) (o) =

und aus Satz 4.16.2 folgt, dass u, v linear abhéngig sind.

u'(a) = du(a), v'(a) = dv(a) mit § = —

Aus der Behauptung folgt

Zu 3.: Es seien u1, ug Eigenfunktionen zu Eigenwerten A1 bzw. Ao mit A1 # Ag. Dann erhélt
man dhnlich wie zuvor

b b - b
)\1/ up(x)ug(z)r(x) d:c:/ Luy (x)uz(x) d:c:/ ui(z) Lug(x) dx

=Xou2(x)

b
:)\2/ uy(x)ug(z)r(z) dz
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da A1, Ao reell sind. Da Ay # Ag, folgt

b J—
/ uy(x)ug(z)r(x) de = 0.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist:

Satz 4.24 Es seien p,q, a1, a9, 51, fo wie in Annahme 4.13, r: [a,b] — (0,00) stetig und
(4.4)-(4.6) mit g = 0, m1 = ne = 0 habe nur die triviale Losung. Dann gibt es eine Folge
(Mk)kew von einfach reellen Figenwerten von L zur Gewichisfunktion r und zugehirigen
Eigenfunktionen (ug)ren, sodass

M > A > 00> M koo —00
und (ug)kew eine Orthonormalbasis von
{u: [a,b] = R zweimal stetig differenzierbar mit Ryu = Rou = 0}

beziiglich (-, +), ist.

Beispiel: Wir haben schon gesehen, dass

o’ (z) = \u(z) fiir alle z € [0, 1],
u(0) =u(1) =0
die Eigenwerte \, = —(km)2, k € N, hat und (ug)ren mit ug(z) = v/2sin(krz) fiir alle z €

[0,1], & € IN, eine zugehorige Orthonormalbasis von Eigenfunktionen zu den Eigenwerten
()\kz)kze]N ist. Auch in diesem Fall gilt Ay > Ao > ... > A\p =g 00 —0C.

Fiir den Beweis von Satz 4.24 bendtigen wir:

Definition 4.25 FEs sei H ein Pra-Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und K: H — H
eine lineare Abbildung. Dann heifft K kompakt, wenn es zu jeder beschrinkte Folge (fn)nen
eine Teilfolge (fn,)ken gibt, sodass (K fn, )kew in H konvergiert.

Bemerkung: Hierbei ist (f,)new beschrinkt, falls || full = /(fn, fn), n € N, beschrénkt
ist und (fn, )kew konvergiert gegen ein f in H, wenn

[ fox = FIl = ko0 0.

Satz 4.26 (Spekralsatz fiir selbstadjungierte, kompakte Operatoren)
Es sei H ein Pra-Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und K: H — H eine kompakte lineare
Abbildung, die symmetrisch (bzw. selbstadjungiert) ist, d.h.

(Kf,g)=(f,Kg)  firalle f,g € H.
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Auperdem sei K(H) unendlich dimensional. Dann gibt es eine Folge (uy)kew reeller Zahlen
und eine Orthonormalbasis (ex)rew von K(H) mit gy —k—o0 0 und

Kfzz,uk(f,ek)ek fiir alle f € H.
k=1

Insbesondere sind ey, Eigenfunktionen von K zum Eigenwert py (d.h. Key = prex) fir alle
ke IN.

Bemerkung: Hierbei ist K(H) = {Kf: f € H} C H ein Untervektorraum, der mit (.,.)
wieder zu einem Pra-Hilbertraum wird.

Satz 4.26 wird in Abschnitt 4.4 bewiesen.

Es sei I' die Greensche Funktion von zu L. Wir wenden Satz 4.26 nicht direkt auf L an,
sondern auf K: H — H mit H = C([a, b]; R), dem Skalarprodukt

b
(f,9)r = / f(z)g(x)r(z)dx fiir alle f,g € H

und )
Kg(z) = / Dz, y)r(y)g(y) dy fiir alle g € H.

Da (4.4)-(4.6) fiir alle g € H eine eindeutige Losung hat, ist 0 kein Eigenwert von K. K ist
also die Inverse von L (mit Randbedingungen Rju = Rou = 0).

Fir p € R\ {0} gilt:

Lemma 4.27 Es sei g € H beliebig und p € R\ {0}. p ist genau dann Eigenwert von K
mit Eigenfunktion g € H, wenn i ein Figenwert von L zur Eigenfunktion v := Kg ist.

Beweis: Es sei g € H beliebig und v := Kg. Dann 16st u
Lu(x) = r(z)g(z) fiir alle x € [a, ]
und Rju = Rou = 0. Somit ist ug = Kg dquivalent zu g = p~'u bzw.
Lu(z) = p~tr(z)u(z) fiir alle = € [a, b]

mit Ryu = Rou. Daraus folgt die Behauptung. [ |
Um Satz 4.26 anwenden zu konnen, bendtigen wir noch:

Lemma 4.28 1. K ist symmetrisch beziglich (.,.),.
2. K: H— H ist kompakt.
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Beweis: Zu 1.: Zunichst folgt aus der Definition von T' sofort die Symmetrie I'(z,y) =
[(y,x) fiir alle x,y € [a,b]. Mit Hilfe vom Satz von Fubini erhalten wir nun fiir alle f,g €
H = C([a,b]; R)

b b
(Kfrg)r = / () / D(z,y) r(y) f(y) dyg () dz
=I'(y,x)

b b
:/ r(y)f(y)/ Ly, 2)r(y)g(z) de dy = (f, Kg)r

=(Kg)(y)

Zu 2.: Es sei (gn)nen eine beschriankte Folge in H = C([a,b];R), d.h. es gibt ein R > 0,
sodass
lgnllr := /(gn, gn)r <R fiir alle n € IN.

Es sei uy, := Kg, fir alle n € IN. Aus (4.12) folgt, dass
b
= / 0 (z, y)r(v)gn(y) dy fiir alle z € [a,b],n € IN,

wobei 0,1'(z,y) in @1 und Q2 stetig und beschrénkt ist, z.B. durch eine Konstante M > 0.
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt nun

sup ()] < sup/rarxyugn( ) (y) dy

z€a,b] z€la,b
<M

1 1
b 3 b 2 5
< (/ M?r(y) dy> gnllr < (/ M?r(y) dy) R=:M fiir alle n € IN.

Genauso erhilt man

sup [un ()] < sup / \rxyugn W)lr(y)
z€[a,b] z€[a,b]

1
5 ~
< (/ M?r(y) dy) R=:M furallenelN

fiir eine geeigente Konstante M > 0. Die Existenz einer Teilfolge (uy, )ren, die gleichmékig
gegen eine stetig Funktion u konvergiert, folgt nun aus dem nachfolgenden Lemma. [

Lemma 4.29 FEs seien uy: [a,b] = R, n € N, stetig differenzierbare Funktionen, sodass es
ein M > 0 gibt mat

sup |up(x)|+ sup |ul(z)| <M  fir allen € V. (4.16)
x€[a,b] z€[a,b]

Dann gibt es eine Teilfolge (up, ke, die gleichmdfig gegen eine stetige Funktion u: [a,b] —
R konvergiert,
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Bemerkung: Die Bedingung (4.16) kann nicht durch die Bedingung

sup |un(x)| < M fir alle n € IN
z€[a,b]

abgeschwécht werden, wie man an folgendem Beispiel sieht: Betrachtet man z.B. u,,: [0, 1] —
R mit u,(xz) = 2™ fiir alle € [0,1], n € N, so gilt
0 fallsz €0,1),
up(x) — u(x) ==
(@) Fn-so0 u(@) {1 falls x = 1
fiir alle x € [0, 1], siehe Abbildung 4.4. u,, konvergiert nicht gleichméfig gegen u, da

A A

1T 1 1

Abbildung 4.4:

sup |up(z) —u(z)| =1 fir alle z € [0, 1].
z€[0,1]
Damit kann es auch keine gleichméfig konvergente Teilfolge geben, da der Grenzwert immer
u sein muss. In diesem Fall ist
sup |up(x)| =1 fiir alle n € IN
z€[0,1]

aber

sup |ul(z)] = sup |[nz" " =n =00 00,
z€[0,1] z€[0,1]

also ist (4.16) auch nicht erfiillt.
Beweis von Lemma 4.29: Wir zeigen, dass (u,)new € H gleichgradig stetig ist, d.h. fiir
alle € > 0 gibt es ein 6 > 0, sodass

lun(z) —un(y)| < e fir alle n € N, z,y € [a,b] mit |z —y| < 4. (4.17)

Dann folgt die Existenz einer Teilfolge u,,, die gleichméfig gegen ein v € H konvergiert aus
dem sogenannten Satz von Arzela-Ascoli, siehe z.B. Walter: “Gewdhnliche Differentialglei-
chungen”, §7, Satz IV. Daraus folgt dann auch

o=l = ([ pate) @l o))’

<SUPy a0 [Un (y) —u(y)|?

< ([ rwrae)” swp ) - u)] e

y€la,b]
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Es bleibt also (4.17) zu zeigen. Sei nun ¢ > 0 beliebig und 0 := 7 dann folgt fiir alle
x,y € a,b] mit |z —y| <Jund n € N

v ~ ~
[un(y) — un(z)] < / ! ()| dt < M|z —y| < M6 =e¢,

wobei wir 0.B.d.A. angenommen haben, dass = < y. Somit ist (4.17) gezeigt. ]

Beweis von Satz 4.24: Es sei K: H — H wie oben definiert. Dann ist K (H ) nicht endlich
dimensional, da sonst H = C([a, b]; R) nicht endlich dimensional wére, weil K: H — K(H)
bijektiv ist. (Dabei ist C([a, b]; R) nicht endlich dimensional da z.B. f, kK € IN, mit fx(x) =
z¥ fiir alle x € [a, b] linear unabhiingig sind.)

Wegen Lemma 4.28 kénnen wir nun Satz 4.26 auf K anwenden und erhalten eine Ortho-
normalbasis (eg)rew bzgl. (-, ), von K(H) von Eigenvektoren ej zu Eigenwerten py, wobei
limg oo pt = 0. Wir definieren nun

Key, M

1
Uy = = —é, AL = — fiir alle k € IN.
[ Kegllr [l 1k

Wegen Lemma 4.27 sind uy, Figenfunktionen von L zu den Eigenwerten A;. Wegen Satz 4.23
sind Ak, k € IN einfache Eigenwerte, die paarweise verschieden sind. Aufserdem folgt, dass
|Ak| = k—oo 00, da |pg| —k—oo 0. Deswegen reicht es fiir Ay — k00 —00 zu zeigen, dass es
ein M > 0 gibt mit

A <M fiir alle kK € IN.

Im Fall von Dirichlet-Randbedingungen, d.h. Riu = u(a), Rou = u(b), gilt

A < sup q(x),
z€[a,b]

siehe 10. Ubungsblatt, Aufgabe 4 (iv). Dabei sei bemerkt, dass in der Aufgabe q(x) < 0
vorausgesetzt wird. Fiir den verwendeten Aufgabenteil wird diese Voraussetzung aber nicht
bendtigt. Einen Beweis fiir den allgemeinen Fall findet man z.B. im Buch von Renardy und
Rogers: “An Introduction to Partial Differential Equations”, Theorem 7.96. [ |

4.4 Beweis vom Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte
Operatoren

Im Folgenden sei H ein Pra-Hilbertraum. Fiir den Beweis benotigen wir:
Lemma 4.30 Ist K: H — H linear und kompakt, so ist H beschrankt, d.h.

K
| K| := sup (L] < 0.

sem\(oy I f]l
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Bemerkung: || K|| wird Operatornorm von K genannt. Aus der Definition folgt sofort
VKA < IKIFI i alle £ € . (118)

Beweis von Lemma 4.30: Wir nehmen an, dass | K| = oo gilt. Dann gibt es eine Folge
fn € H\ {0}, n € N, sodass

K ful
1fnl

Durch Normierung von f, kénnen wir || f,|| = 1 fiir alle n € IN erreichen. Insbesondere ist
(fn)nen beschrénkt und es gibt eine Teilfolge (fy, ke, sodass

>n fir alle n € IN.

K fn, —ksoot in H
fir ein w € H. Dies ist ein Widerspruch zu
1 gl = 1k — k00 00,

da konvergente Folgen beschrankt sind. [ |

Lemma 4.31 Ist K: H — H selbstadjungiert, so gilt

K[ = —sup [(KFf, )] = p(K).
Jer,| fll=1

Beweis: Zunichst gilt fiir alle f € H mit || f|| = 1 wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(KL O IE A< IE I = (K-

Daraus folgt p(K) < ||K||. Um ||K|| < p(K) zu zeigen, zeigen wir
IKfIF < p(E[If] - fiir alle f € H. (4.19)

Dabei reicht es den Fall K f # 0 zu betrachten, da die Aussage sonst trivial ist. Wir nutzen,
dass

(K(v+w),v+w)— (K{v—w),v—w)=(Kv,v) + (Kv,w) + (Kw,v) +(Kw,w)
~——

=(w,Kv)=(Kv,w)

— (Kv,v) + (Kv,w) + (Kw,v) —(Kw,w) = 4Re(Kv, w).
—
=(Kv,w)

fir alle v,w € H sowie

(Ku,u) = (K ) ell® < p(K)

fiir alle w € H \ {0}. Daraus folgt

4Re(Kv,w) < p(K) (o +wl| + [lv — w]|?*) = 2p(K) (|[o[|* + w]?).
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Wihlt man nun v = o~ f, w = oK f mit

11

o= —_—

(el

erhilt man
A|K fI? = 4(Kv,w) < 2p(K) (a2 £II* + 21K f1?) = 4l £ K I

Daraus folgt (4.19). [ ]

Beweis von Satz 4.26:
1. Schritt: Existenz eines Eigenwertes: Wegen Lemma 4.28 ist

K|l = sup [(Kf, )] = p(K).
feH|flI=1

Deswegen gibt es eine Folge (fn)new € H mit || f,|] = 1 fiir alle n € IN, sodass

(K fo, fn)| —=nso0 p(K) = [ K.

Da K kompakt und (f,)nen sowie (K fn, fn) beschrinkt sind, kénnen wir nach Ubergang
zu einer Teilfolge, die wir wieder mit (f,)nen bezeichnen, auferdem erreichen, dass

Kf, +ns00 v und (Kfmfn) —n—oo M

gilt. Dann gilt notwendigerweise |u| = || K||. Dabei ist || K|| > 0, da sonst K f = 0 fiir alle
f € H gelten wiirde und somit K(H) = {0} nicht unendlich dimensional wére.

1

Behauptung: p ist ein Eigenwert von K mit Eigenfunktion/-vector f := p~ u, wobei

IfIF = 1.

Beweis: Dies folgt aus

K fr. — pfnll® = (K fro — pfn, K fro — p1fn) = || K foll> = 2uRe(K fr, fn) 12| fnl?
~———
:(Kfmfn)
<2 = 20K fn, fr) + | K2 —nsoo 2| K] — 2u% =0,

da ||fn|| = 1 fiir alle n € N. D.h. K f,, — pufy, —n—oo 0. Daraus folgt

Bfn —nsoo W A0 bzwW.  fr = fi= %

sowie || f]| = limp—o0 || fr|l = 1 und

1K fr = KFI < ([Nl fn = FII =ns00 O

Dies zeigt die Behauptung:

Kf=lim Kfy,= lim pf,=pf.
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2. Schritt: Existenz einer Folge von Eigenwerten-/funktionen:
Es sei 1 := p, f1 := f, wobei pu, f wie zuvor seien. Wir betrachten nun K: H; — H; mit

Hy={feH:(f fi)=0},
dabei ist K f € Hy fiir alle f € Hy, da

(Kf7f1) = (f?Kfl) :,ufl(fvfl) =0

Wendet man nun den ersten Schritt auf K: Hy — H; statt K: H — H, erhilt man einen
Eigenwert puo € R mit zugehoriger Eigenfunktion fo € Hy, || f2|| = 1, sodass

\p1| > |pe| = sup  |[(Kf, f)| = H fll

= ||K”H1
feHL flI=1 semnor 1l

Da (f1, f2) =0, sind f; und fo linear unabhéngig. Wir setzen nun Ho = {f € H : (f, f1) =
(f, f2) = 0}. Tteriert man nun dieses Argument erhilt man ein Orthonormalsystem (f,)nen
von Eigenfunktionen zu Eigenwerten (p,)nen mit

ot > linl = sup  |(KFf)] = IEAL_ i),
FEH|If=1 semnfoy £l
wobei
Hn:{feH:(f7f1) = ... = (fafn) :0}

Da K(H) unendlich dimensional ist, gilt K|g, # 0 und |u,| > 0 fiir alle n € IN.

3. Schritt: || —n—oco 0:
Wir nehmen an, dass |1, | nicht gegen Null konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge (itn, ) k—soo,

sodass [tn, —k—oo # 7 0. Dann ist aber die Folge g, = %, n € IN, beschrinkt beziiglich
7Lk

der Norm von H. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge, die wir wieder mit (gn, )ken
bezeichnen, sodass
Kgn, = frn, koo U in H.

Dies kann aber nicht sein, da aus der Orthogonalitat der (f,)nen folgt, dass
ank - fm”Q = ankH2 + 2(fnw fnz) + Hfm”2 =2

fiir alle k,1 € IN mit k # 1, und somit (fy, )rew keine Cauchy-Folge ist.

4. Schritt: (f,)nen ist eine Orthonormalbasis von K(H):
Sei nun f € H beliebig und
=f=> (f f)f
k=1

Dann gilt g, € Hp+1 und

lgnll = 117 = D 1CF fP < NI

k=1

wegen der Besselschen Ungleichung, siehe auch Abbildung 4.5.
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/.

f-g,

f
spanff,,..., f}

Abbildung 4.5: Skizze fiir g, f und f — g, = > o1 (fs f&) fr-

Aufserdem folgt aus der Definition von pi,41

K gnll < 1Kyl ll = lpmialllgnll < lpmiall[ ] =noo O.

Daraus folgt

n

Kf=> (ffi) Kfi = Kgn —noo:

k=1 =pk fr

d.h.
Kf=) w(f fi)f  firalle f € H.
k=1

Daraus folgt, dass (fx)ken eine Orthonormalbasis von K(H) ist und die behauptete Iden-
titdt im Satz. [

Bemerkung 4.32 Falls N := dim K (H) endlich ist, so gilt die Aussage von Satz 4.26 noch
in folgendem Sinn: Es gibt reelle Zahlen (ji4)r=1, .. n und eine Orthonormalbasis (ey)x=1
von K(H) und

N

EARAE)

N
Kfzzuk(f,ek)ek fiir alle f € H.
k=1

Im 2. Schritt des vorangehenden Beweises ist dann K|, = 0 und das Verfahren endet nach
N Schritten.

Beispiel 4.33 Inhomogene schwingende Saite

Betrachtet man eine schwingende Saite wie in Abschnitt 3.1 im Fall, dass das Material
der Saite inhomogen ist, d.h. die Materialeigenschaften wie die Dichte und die Elastizi-
titskonstanten héngen von der Position = € [0, 1] ab, so erhalt man eine verallgemeinerte
eindimensionale Wellengleichung

Otu(z,t) = 0 (*(x)Opu(x, t)) fiir alle z € (0,1),t € R
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mit der Rand- und Anfangsbedingungen (3.2)-(3.4) wie zuvor, wobei c: [0,1] — (0,00)
eine gegebene Funktion ist. Der gleiche Separationsansatz u(x,t) = g¢(t)f(x) liefert die
Differential-/Eigenwertgleichung

(c(x)f'(x)) = \f(x) fiir alle x € (0,1),

mit den Randbedingungen f(0) = f(1) = 0. g 16st wiederum (3.7). Ist c stetig, so liefert
Satz 4.24 eine Orthonormalbasis von Eigenfunktionen (vg)gen und zugehorigen Eigenwerten

(Ak)ken- Mit Hilfe vom Reihenansatz (3.22) erhélt man dann die allgemeine Losung, wobei
i = v/ —Ag. Dabei gilt A\ < 0 fiir alle £k € IN, da

1 1 1
= ’U.’EQCE’: sz’l)/ﬂfl’l)w Xr = — cx21/x2x .
Akxk/o w(@)?d /0<<>k<>>k<>d /Oi;k<>d<o

>0 #0

Hierbei ist v}, nicht konstant Null, da sonst v, = 0 gelten wiirde wegen vy (0) = vi(1) = 0.

4.5 Singulare Randwertprobleme

Leider lassen sich die vorangehenden Resultate auf verschiedene Randwertprobleme, die
in natiirlicher Weise aus Separationsansitzen kommen nicht anwenden. Dies gilt z.B. fiir
Randwertprobleme, die zur sogenannten Besselschen Differentialgleichung

22 (x) + 2/ (z) + (2% — mPu(z) =0 fiir z € (0,0),

wobei m € INg, b > 0. Diese Gleichung entsteht beim Separationsansatz fiir die schwingen-
de kreisrunde Membran, vgl. (3.26) mit v = 1. (Der allgemeine Fall von (3.26) kann mit
Hilfe einer Substitution z = vr auf diesen Fall zuriick gefithrt werden.) Dabei ist Annah-
me 4.13 nicht erfiillt, da p(z) = 22 = 0 fiir = 0. Viele der vorangehenden Resultate lassen
sich auf solche singuldren Randwertprobleme unter geeigneten Annahme tibertragen. Haufig
miissen aber die Randbedingungen fiir x = a und x = b durch die Existenz von geeigne-
ten Grenzwerten ersetzt werden. Mehr Informationen dazu findet man z.B. im Buch von
Walter: “Gewohnliche Differentialgleichungen”, §27, Abschnitt XX oder Goldhorn & Heinz:
“Mathematik fiir Physiker 37, Abschnitt 31.6.

In vielen relevanten Féllen kann man solche singuldren Differentialgleichungen effizient mit
Hilfe von Funktionentheorie und einem Potenzreihenansatz 16sen. Diesen Zugang wollen wir
Im Folgenden verfolgen.

4.6 Reguldr singuldre gewohnliche Differentialgleichungen

Im Folgenden studieren wir die singuldre lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

v (z) + — Y () + —5~y(r) =0  firz € (0,R), (4.20)
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wobei R >0 und a: (—R,R) — R, b: (—R, R) — R analytische Funktionen seien mit
o o0
a(x) = Zanx", b(x) = anx" fiir alle z € (=R, R), (4.21)
n=0 n=0
wobel an,b, € R fir alle n € INg. Unter diesen Voraussetzungen heift 0 ein reguldrer

singuldarer Punkt der Differentialgleichung (4.20).

Die folgende Methode zum Ldsen solcher Differentialgleichungen geht auf Frobenius zuriick.
Setzt man (4.21) in (4.20) erhélt man

" ag / b 01 _
y (x)—l—(m +a1+a2x—|—...,)y(x)—l—<x2+ . +b2+...,)y(l‘) 0

Fiir  nahe 0 sind jeweils die Terme mit den héchsten negativen Potenzen, d.h.

L(m) ~ % und —b(x) ~ @,
x x x? x2

dominierend. Dies legt nahe, dass sich Losungen y von (4.20) nahe 0 dhnlich wie die Lésun-
gen der Differentialgleichung

@)+ 0 (@) + Byw) = 0 (422

bzw.
22y (x) + aowy' (x) + boy(x) =0 fiir & > 0.

Mit Hilfe der Substitution u(t) = y(e'), t € R, lésst sich diese Differentialgleichung auf
u’(t) + (ap — DU/ (t) + bou(t) =0  firte R (4.23)
zuriickfiihren. (Ubung: Nachrechen!) Das zugehorige charakteristische Polynom ist
p(A) =A%+ (ag— DA+by, AeC. (4.24)

Falls p zwei verschiedene Nullstellen A1, Ay € C hat, erhdlt man daraus die Fundamental-
system wu;(t) = Nt t € R, j = 1,2 von (4.23) bzw.

e)\j Inz Aj

yj(z) = uj(lnz) = =z firz > 0,7 =1,2.

von (4.22). Im Folgenden sei A = A1 oder A = Aa.

Um nun eine Lésung von (4.20) zu erhalten, macht man den Ansatz
o0
y(x) = 2o+ c1x + cpx 4+ ...) = Z cnt™ ™z € (0, R),
n=0
wobei angenommen wird, dass die Potenzreihe
oo
w(z) = Z e’
n=0
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fiir alle € (=R, R) konvergiert. Wie im letzten Abschnitt ist dann der Konvergenzradius
der Potenzreihe mindestens R, w ist beliebig oft differenzierbar und

o0 [e.9]
= Z ne,z™ b, w'(z) = Z n(n —1)cz" >
n=0 n=0

fir alle z € (=R, R). Deswegen ist auch y(z) = z w(x) fiir alle 2 € (0, R) beliebig oft
differenzierbar mit

o0

Y (x) = X tw(z) + ' (z) = Z()\ + n)cpa™ AL
n=0
Y (z) = A\ — 1)z 2w(x) + 222’0 () + 2w’ (z) = i()\ + 1)\ +n—1)ez" A2
n=0

fir alle z € (0, R). Auferdem folgt aus der Cauchy-Produkt-Formel, dass

( Z Z an—p 2" F O\ + k) epatht

nOkO

A2 Z (ao(A+n)en +ar(A+n —1)ep1+ ... + apieg) 2

n=0
b 1 [e.9] n o
= 7 Z bp_rpx™ kx)“HC = g2 Z (bocn +bicp_1+ ...+ anO) "
n=0 n=0
Setzt man dies in (4.20) ein erhdlt man
22 “dpa™ =0 baw. Y dpa" =0 firallez € (0,R), (4.25)

n=0 n=0

wobel

0=dp :=cr, (A+n)(A+n—1)+ag(A+n)+ by)
+epo1 (@A +n—1)+b1)+ ...+ colanA + by) (4.26)

fir alle n € INg. Daraus folgt
Co()\(/\ — 1) + agA + bo) =0 (4.27)
sowie die Rekursionsgleichung

Cn_lfl()\ +n — 1) 4+ ...+ Cgfn()\)
p(A+n) ’

Cp = —

falls p(A+n) # 0, (4.28)

fir n € IN (bei bekannten ¢,—1,...,¢y), wobei wir die Abkiirzung
p(m) :=m(m —1) +apm + by, fr(m) := axm + by,

fir m € R, k € IN benutzt haben.
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Falls ¢g = 0, so folgt aus (4.28) folgt, dass ¢, = 0 fiir alle n € IN. In diesem Fall hitte man
nur die triviale Losung von (4.20) erhalten. Falls ¢o # 0, so folgt aus (4.27), dass

p(A\) = A2 + (ag — 1)\ + by = 0, (4.29)
was gerade fiir
ap—1 1

erfiillt ist. Nun wollen wir ¢, = ¢\ durch (4.28) mit A = \; bestimmten, wobei c(()i) # 0
beliebig gew#hlt werden kénnen. Das ist genau dann moglich, wenn

p(Aj+n)#0 fiir allen € N, 5 =1, 2.
Da Ay, Ay die beiden Nullstellen von p sind, ist dies genau dann der Fall, wenn
Al — A & Z.
In diesem Fall erhalten wir

Satz 4.34 Fs seien a,b wie in (4.21) und (4.24) habe zwei verschiedene Nullstellen A1, \a,
sodass \1 — A2 € Z. Dann hat (4.20) ein Fundamentalsystem der Form

yi(x) =an > D", z€(0,R),j=1,2
n=0

wobei c(()j) # 0 beliebig sind und cf(lj), n € IN rekursiv durch (4.28) mit c¢o = céj) bestimmdt
sind.

Beweis: Fiir den formalen Beweis verweisen wir auf Heuser “Gewohnliche Differentialglei-
chungen”, §27. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Potenzreihe, die y;(x) definiert, fiir alle
x € (0, R) konvergiert.

Beispiel 4.35 Wir betrachten die Besselsche Differentialgleichung mit Index n
22y (z) + 2/ () + (2% — n?)y(x) =0 fiir x > 0, (4.30)

wobei n € INg gegeben ist. Dann ist (4.30) von der Form (4.20) mit ag = 1, ar = 0 fiir alle
k€N, bg=—n?, b =0, bo =1 und by = 0 fiir alle £ > 3. Dann folgt aus (4.28)

1
T+ k)2
C1 = 07

cp = fiir alle k > 2,

wobei p(\) = A2 —n? = (A +n)(A—n), da fi(m) =0, fo(m) =1, fr(m) =0, k > 2 fiir alle
m € R. Dabei muss A fiir
0= p(N) = A+ m)(A —n)
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gelten, d.h. A = n oder A = —n. Da wir an Lisungen interessiert sind, die fiir x — 0
beschriankt sind, betrachten wir nur den Fall A = n im Folgenden. Da ¢; = 0, folgt aus der
Rekursionsformel, cor41 = 0 fiir alle k£ € INg. Auferdem gilt

1 1

Col = —mc2(k_l) = —mCQ(k_l) fur all k& € IN.

Fiir ¢ = ﬁ erhalt man als Losung von (4.30) die Besselfunktion 1. Art vom Index n

B ° (—1)k N\ n+2k
o= (a)

k=0

Mit Hilfe vom Quotientenkriterium zeigt man leicht, dass die Reihe fiir alle x € R absolut
konvergiert. Somit ist J,,: R — R eine analytische Funktion. Man kann zeigen, dass jede von
Jpn(z) linear unabhéngige Losung von (4.30) in x = 0 nicht stetig (“singuldr”) ist. Auferdem
gilt

In(—2) = (=1)"J(z) fiir alle z € R, n € INo.
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5 Kugelfunktionen und weitere spezielle
Funktionen

5.1 Separationsansatz in Kugelkoordinaten

Wir betrachten das sogenannte Dirichlet-Problem fiir die Laplace-Gleichung (oder auch
Potential-Gleichung)

Au=0 firzeQ, (5.1)

ulpg = a fir x € 09, (5.2)

wobei u: Q0 — R stetig sei und u:  — R zweimal stetig differenzierbar sei. Diese Gleichung
beschreibt Gleichgewichtszustinde z.B. fiir die Warmeverteilung einem durch €2 beschriebe-
nen Kérper, wobei a: 02 — R eine gegebene Funktion ist, die im Beispiel die Temperatur
am Rande des Korpers beschreibt.

Im Folgenden betrachten wir den Fall einer dreidimensionalen Kugel
Q = Bp(0) = {(z,y,2) € R3: 22 + 4> + 2* < R?}

fiir R > 0. Aufgrund der Symmetrie von €2 bietet sich die Verwendung von Kugelkoordinaten
an:

r=rcospsinf, y=rsinpsinf, z=rcosb, (5.3)
wobei 7 € (0,R), ¢ € [0,27), 6 € [0,7]. Dann 16st v: (0, R) x [0,27) x [0,7] — R mit
v(r,p,0) = u(x,y, z) die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Or(r20,0) (1, 0, 0) + ﬁ@g(sin 00gv) (r, @, 6) + 8?02)(7", ©,0) =0. (5.4)

1
(sinf)?
Um spezielle Losungen zu erhalten machen wir den Separationsansatz

u(r, @,0) = f(r)g(e,0).
Dies liefert die Gleichung

O (rf'(r) 1 1 " 1,
f(r) ) <sin969( 0969)(¢,0) + (sin 9)2%9(% 9)) )

da die linke Seite unabhéngig von (¢,6) und die rechte Seite unabhéngig von r ist, sind
beide Seiten gleich einem A € R. Daraus folgt

Or(r?f'(r)) = Af(r) = 0,7 € (0, R), (5.5)

1 . 1
sin eag(sm 699)(2,6) + (sin 6)2

929(¢,0) + Ag(,0) =0, € [0,2m),0 € [0,7].  (5.6)

102



Kugelfunktionen und weitere spezielle Funktionen

Dabei kann man g¢: [0,27) x [0, 7] — R mit einer Funktion
G: S i={(z,y,2) ER?: 2+ + 2> =1} = R
identifizieren, wobei
g(cos psinf, sin psinf, cosf) = g(p,0) fir alle ¢ € (0,27),6 € (0,7)
und S? die Oberfliche der Einheitskugel im R? ist.

Definition 5.1 Fine Kugelflichenfunktion ist eine Funktion g: [0,2m) x [0, 7] — R, welche
zweimal stetig differenzierbar in (0,27) x (0,7) ist, (5.6) ldst und fir die die wie zuvor
zugeordnete Funktion §: S* — R stetig ist.

Im Folgenden werden wir alle Kugelflichenfunktionen bestimmen. Dazu verwenden wir
einen zweiten Separationsansatz

9(p,0) = h(p)k(0)

in (5.6). Dies liefert

sinf d , . : W' (¢)
@) 40 (sin OK'(0)) + A(sin6)® = — )
und somit
h'(¢) + uh(p) =0, ¢ € (0,27), (5.7)
sin&% (sin0K'(0)) + [A(sin6)® — u] k() =0, 6 € [0,7]. (5.8)

Damit die zugehdrige Funktion §: S? — R stetig differenzierbar ist, muss auferdem
h(2m) = h(0), h'(2w) = W' (0)

gelten. Dies ist fiir nicht-triviale Losungen von (5.7) nur mdglich, falls u = m? fiir ein
m € INp. In diesem Fall sind alle moglichen Lésungen von (5.7) Linearkombinationen von

ham(p) = etime v €R,

2 m € INg und verwendet man die Substitution

vgl. Abschnitt 3.1. Nutzt man p =m
w =cosf € (—1,1), falls § € (0,7),

so erhélt man

d [(1 — wQ)P’(w)] + {)\

" ] P(w) =0, w e (—1,1), (5.9)

1 —w?

wobel

(sin@)? =1 —w?, P(w):=k(6), k(0 =—sindP'(w)

genutzt wurde. Fiir m = 0 ist dies die Legendre-Differentialgleichung. Fiir allgemeines
m € Ny wird (5.9) zugeordnete Legendre Differentialgleichung genannt.
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5.2 Zugeordneten Legendre-Funktionen

Wir betrachten die zugeordnete Legendre-Differentialgleichung

d /
o (1 —2?)/(2)] + {)\ —

1_x2] u(z) =0, ze€(-L1). (5.10)

Diese Differentialgleichung lasst wie folgt mit Hilfe der Legendre-Differentialgleichung
(1—a22)y"(z) — 2z + My(x) =0 fiir x € (—1,1). (5.11)

l6sen: Ist y eine (beliebig oft differenzierbare) Losung von (5.11) und w: (—1,1) — R
definiert durch
w(z) = (1—22)™2y™(z),  ze(-1,1), (5.12)

eine Losung von (5.10).
Beweis: Indem man (5.11) m-mal differenziert, sieht man, dass v(z) := (™ (z) die Diffe-
rentialgleichung

(1 — 220" (z) — 2(m + )z’ (z) + (A — m? —m)v(z) =0 fiir alle z € (—1,1)
(Beweis: Per Induktion). Somit folgt
(1—22)d () = (1 — 22)™ > (@) — am(1 — )™ ?0(z)
sowie
d
1 - a2l a)]

= (1 — 22)™2H " (2) — (2m + 2)(1 — 22)™ 220/ () — m(1 +m —

Ju(z)

1— 22
m2
=(1- xz)m/Q ((1 — :132)v"(z) —2(m+ 1)av'(z) — (m2 + m)v(x)) + T xzu(x)

m2
= A1 — )™ %p(z) + T x2u(x) =— [)\ 1 xQ] u(x)

fiir alle z € (—1,1). D.h. w 16st (5.10). Da wir an Losungen, die stetig auf [—1,1] sind,
interessiert sind, nehmen wir an, dass A = n(n + 1) fiir ein n € Ny, da dann eine nicht-

triviale Losung existiert, welches ein Polynom ist — das sogenannte Legendre-Polynom P,
siehe Beispiel 2.52 in “Analysis II fiir Physiker”.

Der folgende Satz fasst wichtige Eigenschaften der zugeordneten Legendre-Funktionen zu-
sammen:

Satz 5.2 1. Fir alle n,m € Ng hat (5.10) mit A =n(n+ 1) die Lisungen

. . dm 1 — g2 m/2 Jqntm .
P™(z) = (1 —2?) ﬂ@—mpn(x) _( mg R (2% —1)"] (5.13)

P heifit zugeordnete Legendre-Funktion erster Art von Index n der Ordnung m.
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2. Fir jedes m € g bilden (P} )neNgn>m ein Orthogonalsystm bzgl. des Standardska-
larproduktes auf H = C([—1,1]; K). Genauer es gilt:

! (n+m)! 2
P () P () d = 5 ir alle n, k € No,n, k, > m,
/_1 " (2) Pt (x) da (n—m)ian 11 k fiir alle n,k € No,n m

wobei Oy, = 1 fiir n = k und d,, = 0 sonst.

3. Fiir jedes n € IN bilden P*, m = 0,...,n ein Orthogonalsystem bzgl. des Skalarpro-

duktes ) ()7
- f(x)g(x
(f:g) T /_1 1_1_2 dl’,

wobei f,g: [—1,1] — C stetige Funktionen seien mit f(£1) = g(£1) = 0. D.h. es gilt

P ()P (@)

5 —dz =0 fiir alle m # 1 mit |m|,|l| < n.
-1 1—2z

Beweis: Zu 1.: Folgt aus dem Vorangehenden.
Zu 2.: Es reicht den Fall m > 1 zu betrachten, da die Aussage im Fall m = 0 wegen

P" = P, schon bekannt ist. Es sei

d m?
(Lpu)(z) := . (1- x2)u'(:v)) — 12U

(z) fiir alle z € [—1,1]

fir u: [-1,1] — R zweimal stetig differenzierbar. Dann folgt aus dem ersten Teil
(L P (z) = —n(n+ 1)P(x) fir alle z € [-1,1],n > m.

Daraus folgt

1 1
n(n+1) /1 Pl (x)P"(x)der = — /1(LmP[L”)(J:)P,g”(:E) dx

1 1
—— [ Pr@Enpp @) de=kE+1) [ PP d
—1 —1

wobei partielle Integration benutzt wurde. Falls n # k, folgt daraus die Aussage, da n(n +
1) # k(k+1). Im Fall n = k kann man die Identitdt mit Hilfe von (n 4 m) facher partieller
Integration nachrechnen, sieche 13. Ubungsblatt, Aufgabe 1.

Zu 3.: In diesem Fall definieren wir

(Lpu)(x) := % (1 —2*)/(z)) + n(n+ Du(z) fir alle z € [—1,1]

fiir u: [—1,1] — R zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt

2

(L,P™)(z) = 17”7213,;”(3;) fir alle z € [~1,1],n > m
— X
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und erhélt man in analoger Weise

m / 1_352 ) g — /_ 11(LnP;”)(x)P,lL(x)dx
1

- / P () (Lo PL) (x) di = 12 / P () PL() da.
-1

-1

Da m? # (2, folgt daraus die Behauptung. [

Bemerkungen:

1. Die Orthogonalitdten folgten daraus, dass P)" Eigenfunktionen eines (singuldren)
Sturm-Liouville Diffentialoperators L,, bzw. L, sind. Dabei war die Gewichtsfunk-

tion r(x) = 1 bzw. r(x) = ﬁ

2. Man kann zeigen dass fiir jedes m € INy das Orthogonalsystem (\/aiim ) n>m mit
(ntm)!

Inam = Gy - " vollstindig in H = C([-1,1]; K) mit dem Standardskalarprodukt

1 —_
— / f(2)g(@) da
-1

0
§ : m

f = Cn,mpn
n=m

ist. Insbesondere gilt

fiir alle Riemann-integrierbaren Funktionen f: [—1,1] — C, wobei die Reihe in H
konvergiert und
2n -|— 1(n—m)
Cnm = n n m / f

5.3 Kugelfunktionen

Aus den Resultaten des letzten Abschnitts folgt, dass die dritte Differentialgleichung aus
dem Seperationsansatz der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten (5.8) die Losungen
k(0) = P (cosb), 6 € [0,n]
hat, falls A\ = n(n + 1) und u = m?, m,n € Ng, m < n. Dies liefert die Losungen
g(,0) = P™(cos §)erm?, 6 € [0, 7]

von (5.6). Deswegen definieren wir

Definition 5.3 Fir n € No,m € Z,|m| < n heiffen Y,7*: [0,27] x [0, 7] — C mil

1 2n+1(n—|ml)!

% 2 (n+ |m|)!PTLm|(COS 0)e™e, ¢ € [0,2n],0 € [0,7],

Y (e, 0) = (=)™

normierte Kugelflichenfunktionen.
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Die normierten Kugelflichenfunktionen spielen eine dhnliche Rolle fiir Funktionen, die auf
der Sphire S? definiert sind, wie die trigonometrischen Monome ™ m € Z, ¢ € [0, 27].
Dabei werden Funktionen auf S? mit Hilfe von Kugelkoordinaten (¢, ¢) € [0,27] x [0, 7]
beschrieben. Dies folgt aus dem folgenden Satz:

Satz 5.4 Es sei
H ={f:1]0,2n] x [0, 7] — C stetig}

mit dem Skalarprodukt

s 2T 7
(f79)=/0 ; f(p,0)g(p,0)sin b dpdd.

Dann ist {Y," : n € No, |m| < n} ein vollstandiges Orthonormalsystem in H. Insbesondere
gilt

27
/ / Y, (p,0 ( ,0) sin 0 dpdf = 0,10 mk (5.14)
fiir alle n,l € WNo, |m| <n, |k| <1 und fir olle f € H gilt

D IPIPTE

n=0m=—n

wobei die Reihe in H konvergiert und

2
/ / f (@, 0)Y. (0, 0) sin 0 dpdf.

Falls [ stetig differenzierbar ist, konvergiert die Reihe gleichmdjsig.

Beweis: Wir zeigen nur (5.14), da die Vollstiandigkeit zu aufwendig zu beweisen ist. Fiir

das Folgende seien ¢, = (—1)™y /5 258 %Z;m;: und n,l € Ny, |m| < n, |k| <. Dann

gilt
2 .
/ Y (o, 9)YF (¢, ¢) sin 6 depdd
0o Jo

T 2 7
= CpmCLEk / Pl (cos H)Pl‘k‘ (cos @) sin 6 db / e etk dp
0 0

=270 mk

wegen der Definition von Y. Falls m # k, folgt daraus (5.14). Falls m = k, gilt

™ 1
m ml . _ ml () P! _ 2 (nt|m|)
/0 P! ‘(COSG)PZ (cos®)sinfdh = /1 Pl |(w)Pl (w) dw = 21 (n—[m))] nl
wegen Satz 5.2.2. Daraus folgt insgesamt (5.14) in dem Fall. ]

Bemerkung: Dabei beschreibt

T 27
/ / a(p, @) sin 6 dpdf
o Jo

das Oberflichenintegral fiir S? in Kugelkoordinaten.
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5.4 Lo6sung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen kann man nun eine Darstellung der Losung des Dirichlet-
Problems (5.1)-(5.2) herleiten. Dazu miissen wir noch geeignete Losungen von (5.5) bestim-
men. Die allgemeine Losung von (5.5) fiir A = n(n + 1) ist

f(r) =ar™ 4+ br "1 r >0,

mit a,b € R. Da die Losung u von (5.1) stetig in 0 sein soll, muss auch f stetig in 0 sein.
Somit muss b = 0 gelten. Wir erhalten somit die speziellen Losungen

Unm (T, 0, @) := r" P} (cos H)eiim‘p, r € [0,R],¢ € [0,27),¢ € [0, 7]

von der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten (5.4). Die allgemeine Losung erhilt man
nun wie zuvor durch den Reihenansatz

oo n
e, @) =3 > Y (e,0) (5.15)
n=0m=-n
fiir geeignete Koeflizienten o]'. Um die Randbedingung (5.2) zu erfiillen entwickeln wir
a(p, d) := a(Rcos psinf, Rsin psinf, Rcosf), ¢ € [0,27), € [0, 7],

mit Hilfe der Kugelflaichenfunktionen, d.h. wir nutzen Satz 5.4 fiir f = a. Ein Koeffizien-
tenvergleich mit (5.15) liefert die Bedingung o' R™ = " bzw.

1 T 21
am =1 / / a0, )V (2, ) sin 0 dipdd.
R 0 0

Man kann nun zeigen:

Satz 5.5 Ist a dreimal stetig differenzierbar, so hat (5.1)-(5.2) eine eindeutige Losung u,
welche in Kugelkoordinaten durch (5.15) gegeben ist.

5.5 Exkurs: Orthogonalpolynome

Orthogonalsysteme von Polynome treten oft als Eigenfunktionen von Differentialoperatoren
auf, die aus Separationsansitzen fiir partielle Differentialgleichungen in der Physik entste-
hen. Ein Beispiel sind die Legendre-Polynome (P,)nen,, welche ein Orthogonalsystem in
H = C(]-1,1]; K) mit dem Standardskalarprodukt ist, und Eigenfunktionen vom Differen-

tialoperator
d
Lu(z) = ——((1 - 2%)y'(x))

sind.

Allgemeiner sei nun I C R ein Intervall r: I — (0,00) eine stetige “Gewichtsfunktion”
und

H = {f: I — K stetig : | f(x)|*r(z) ist (uneigentlich) Riemann-integrierbar auf I},
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wobei || f[l» = v/(f, f)r und

b -
(f.9)r = / f@)g@r(z)de  fir f,g € H,

wobei a und b die Intervallenden von I sind. Im Fall der Legendre-Polynome ist I = [—1, 1],
r = 1. Weitere Beispiele sind:

Beispiele 5.6 1. Laguerre-Polynome: Dies sind nicht-triviale Lésungen L,, der Laguerre-
Differentialgleichung

zy"(z) + (1 —2)y () + ny(z) =0  fiir x > 0,
wobei n € INg. Sie sind gegeben durch

Loz) = i(—l)’“@ﬁ = O, w20

n! dzn
k=0
In diesem Fall ist I = [0,00) und r(z) = e~ * fiir alle z € [0,00). Sie sind Polynome
vom Grad n und Figenfunktionen des Differentialoperators

d

Ly(r) = Ir

(ze™"y/ ()

mit Gewichtsfunktion r(x) zum Eigenwert —n, d.h. es gilt Ly(z) = —nr(x)y(x) fir
y = Ly.

2. Hermite-Polynome: Dies sind nicht-triviale Losungen H,, der Hermite-Differentialgleichung
Y (z) — 22y (z) + 2ny(x) =0 fiir x € R,

wobei n € INg. Sie sind gegeben durch

[n/2] n—2k n
2x) 2> d a2
H, :!§ —1’“7( = (=1)"e* — (e ® .
(z) =n k:O( ) kl(n — 2k)! (=1)% dz™ (e )’ zekR

In diesem Fall ist = (—o0,00) und r(z) = e~ fiir alle # € R. Sie sind Polynome
vom Grad n und Eigenfunktionen des Differentialoperators

d
Ly@) = — (/)
mit Gewichtsfunktion r(x) zum Eigenwert —2n.
In beiden Féllen folgt die Orthogonalitat aus den gleichen Argumenten wie im Beweis von

Satz 4.23.2. Mehr zu Hermite- und Laguerre-Polynomen findet mit z.B. in Goldhorn und
Heinz: “Mathematik fiir Physiker 37 Abschnitt 31.B./C.
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5.6 Besselfunktionen erster Art

Wie wir in Beispiel 4.35 gesehen haben ist fiir alle n € IN die Besselfunktion erster Art mit

Index n
n+2k
Zk'nw ()+ . zER, (5.16)

eine Losung der Besselschen Differentialgleichung mit Index n € IN
2/,()+5Uy()+($2*n2)y($):0 fir z > 0.

Mit Hilfe dieser Funktionen werden wir die Losungen der schwingenden kreisférmigen Mem-
bran, siehe Abschnitt 3.3, bestimmen kénnen. Dazu ben&tigen wir aber einige Eigenschaften
dieser Besselfunktionen.

Mit Hilfe der Definition (5.16) kann man direkt die folgenden Rekursionsformeln zeigen:
Satz 5.7 Fiir alle n € Ny und x € R (ggf. mit x #0) gilt:
d

dx( 2" Ip(x)) = 2" Jp—1(x), (5.17)
& (@) = (@), (5.18)
wJp (@) + ndn(x) = 2Jn 1 (2), (5.19)
wJy (@) = ndn(z) = —$Jn+1( ); (5.20)
tIpt1(z) = 2ndp(z) — v Jp_1(x), (5.21)

Beweis: (5.17) wird in Aufgabe 4 des 13. Ubungsblattes gezeigt. Der Beweis von (5.18)
ist ahnlich. (5.19) und (5.20) folgen direkt aus (5.17) bzw. (5.18) und der Produktregel.
Schlieflich folgt (5.21) aus Addition von (5.19) und (5.20). |

Erzeugende Funktion und Integralformeln

Die sogenannte erzeugende Funktion stellt eine grundlegende Beziehung zwischen den Bes-
selfunktionen erster Art her, aus denen sich wichtige weitere Identitdt herleiten lassen.

Satz 5.8 Fir alle z € C\ {0} und z € R gilt
w(w, z) =375 = Jo(a) + Y Ju(x) (2" + (=1)"27"), (5.22)

wobei die Reihe fiir alle z # 0 konvergiert.
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Bemerkung 5.9 Da die Funktion w(x, z) holomorph fiir z € C\ {0} ist, hat sie fiir jedes
z € R eine Laurentreihen-Entwicklung

o

w(z,z) = Y ap(z)z"

n=—oo

Da die Koeffizienten eindeutig sind, gilt gerade

(2) In () falls n > 0,
an(z) =
(=D)"J_(x) falls n < 0.

D.h. J,(x) sind die Koeffizienten der Laurentreihen-Entwicklung von w(z, z) fiir n > 0.

Beweis von Satz 5.8: w heifst erzeugende Funktion der Besselfunktionen J,, n € IN. Aus
der Definition der Exponentialfunktion als Potenzreihe und dem Cauchy-Produkt folgt

n=0 n=0
i - ’“(g) ko ZZ (5)" oo
n=0 ‘k' k=0 n=k (n—k ‘k' .

Mit Hilfe der Substitution m = n — 2k erhélt man
k: ( )m+2k 00 oo (_1)k (%)m+2k
ZZ m+k:'k' = 2. 2 (m+ k)KL~

k=0 m= m=-—00 k=max{0,—m}

-~

=:Im
fiir alle z € R, z € C\ {0}, wobei I,,, = Jy,(x), falls m > 0, und

oo (_1)k (%)m+2k oo (_1)—m+2n (g)—m—i-Qn

= 2 i 2 Gt~ (U n@)

k=—

Daraus folgt die Behauptung. [

Wiihlt man in (5.22) z = € = cosf + isin@ mit 6 € R, so erhilt man wegen

" (—1)en 2 cos(2k0) falls n = 2k gerade ist,
z 1) =
2isin((2k — 1)0) falls n = 2k — 1 ungerade ist
sowie . » o
e2(77) = ¢@sinf _ (o5 sin 6) + i sin(z sin ),
dass

cos(z sin 6) 4 i sin(z sin 0)

= Jo(x +2ZJ% cos(2k0) +2@ZJ% 1 () sin((2k — 1)).
k=1

Deswegen erhalten wir:
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Folgerung 5.10 Fir alle x,0 € R gilt

cos(z sin f) )+ Z 2Jok(x) cos(2k0),

sin(x sin 6) Z 2Jok—1(x) sin((2k — 1)8).

Dabei sind fiir festes x die rechten Seiten in den obigen Gleichungen die Fourier-Reihen
der geraden bzw. ungeraden Funktionen [—m, 7] 3 6 — cos(zsinf) bzw. [-m,7] 3 0 —
sin(zsinf). Aus der Eindeutigkeit der Fourier-Koeffizienten folgt

ao = Jo(x), agk = 2Jo(x), bok—1 = 2Jop—1(z)  fiir alle k € IN,

wobei ag,, k € INg und by, k € IN die Fourier-Koeffienten in reeller Schreibweise sind. Aus der
Formel fiir die Fourier-Koeffizienten (siehe z.B. (3.3)-(3.5) der “Analysis II fiir Physiker”)
und der Eigenschaft, dass die Funktionen bzgl. 6 gerade bzw. ungerade sind, folgt somit:

Satz 5.11 Es gilt fir alle x € R
1 ™
Jok(z) = / cos(2k0) cos(x sin ) do fiir alle k € Ny,
T Jo

Jop—1(z) = 1/ sin((2k — 1)0) cos(xsinf) df  fiir alle k € IN.
0

™

Nullstellen der Besselfunktionen erster Art

Die Besselfunktionen haben ein &hnliches Verhalten wie die trigonometrischen Funktionen.
Einen Aspekt davon zeigt der folgende Satz:

Satz 5.12 Fiir alle n € Ny gibt es eine Folge 0 < ap1 < ... < Qpj —k—oo Mit Jp(an i) =
0 fiir alle k € IN.

Beweis: 1. Fall n = 0: Wegen Satz 5.11 gilt

T /2 T cost

—Jo(z) = / cos(zsinf) df = ——dt,

2 0 0 VaZ—t2
wobei wir die Substitution ¢ = x sin  verwendet haben. Es sei nun ¢p := 0 und ¢ := k7 — 5
sowie

cost
wlt) = | Vo falls t € [0, cx),
0 falls t > ¢

fir alle k € IN. Dann ist y: [0,00) — R stetig. Weiterhin sei

Fj,k:/] lyp(t)|dt  firj=1,... k.

J—1
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Dann gilt
F1<F2<...<Fk,

da | cost| m-periodisch ist und t — a2 — 2 fiir t < ¢ monoton fallend ist. Aukerdem gilt

>0 fir t € (c94,c
cost ) ( 2j 2k+1)7
<0 fir t € (02j+1, Cgk+2).

Deswegen erhalten wir

T Ck
§J0(Ck) = / yk(t) dt
0
R+ (B -F) 4. 4 (Fy— Fr1) >0 falls k£ ungerade ist,
|- —-F)—(Fs—F)+...— (F.— Fp_1) <0 falls k gerade ist.

Nach dem Zwischenwertsatz muss es somit fiir alle k € IN eine Nullstelle o, € (¢, cr+1)
geben.

2. Fall n € IN: Diesen Fall zeigt man per Induktion beziiglich n € INg. Der Induktionsanfang
ist der erste Fall. Sie nun die Aussage fiir n € INg bewiesen. Wir nutzen nun, dass

d
d—(m_”Jn(x)) = —z "Jpy1(x) fiir z > 0.
x
Sei f(z) = ™" Jp(x) fir all z > 0. Dann gilt f(an i) = f(apk+1) = 0 und nach dem Satz
von Rolle gibt es fiir alle &k € N ein apy1 6 € (Qnk, nkt1), sodass f'(apmi1k) = 0. Aus
obiger Identitét folgt Jy41(ap k+1) = 0 fiir alle k € IN. Daraus folgt die Aussage des Satzes.
|
Bemerkung: J, lisst sich als Potenzreihe mit Konvergenzradius R = 400 zu einer holo-
morphen Funktion auf C fortsetzen. Nach dem sogenannten Identitdtssatz der Funktionen-
theorie kénnen sich die Nullstellen einer solchen Funktion in keinem Punkt in C h&ufen.
Daraus folgt, dass
{z €[0,N]: J,(x) =0}

fiir alle N € IN endlich ist, da sonst nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl ein Haufungs-
punkt von Nullstellen existieren wiirde. Somit gilt sogar

{x>0:Jp(z) =0} ={ag, : k€ N}

fiir eine Folge oy, , mit o 5, —k—00 00.

Orthogonalsystem von Besselfunktionen erster Art
Der Separationsansatz fiir die kreisférmige schwingende Membran fithrte unter Anderem
auf die Differentialgleichung

rQw”(T’) +rw'(r) + (7”2M2 - mQ)w(r) =0 fiir alle r € (0, R)
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fiir u € R und R > 0, siehe (3.26). Diese Gleichung ist dquivalent zur Eigenwertgleichung

m2
Lw(r) := dir (rw'(r)) — Tw(r) = i%rw(r), re(0,R). (5.23)

Auferdem gelte zusatzlich w(R) = 0, damit die Dirichlet-Randbedingung erfiillt ist. Dies

wiederum ein singuléres Sturm-Liouville-Randwertproblem mit p(r) = r, ¢(r) = —m72 und

Gewichtsfunktion 7(r) = r fur alle r € (0, R).

Mit Hilfe der Besselfunktionen erster Art 1dsst sich dieses Eigenwertproblem wie folgt 16sen:
Zunéchst rechnet man leicht nach, dass w(r) = Jp, (ur)

rtw”(r) = @2 dy (ur) = (2205, (2)) la=pr,
w'(r) = prJy, (pr) = (@J7,(2)) le=pr,
(r2:u2 - mz)w(r) = (:1:2 - mQ)Jm(x)‘z:ur

<

gilt und somit (5.23) erfiillt ist. Andererseits muss die Randbedingung
0=w(R) = Jn(uR)

erfiillt sein. Daraus folgt uR = a4 fiir ein & € IN, wobei oy, ;, k € IN, die Nullstellen von

2
Jm aus Satz 5.12 sind. Somit ist A = —agék fiir alle & € IN ein Eigenwert von (5.23) mit
Eigenfunktion

wi(r) = Iy, <a;’kr) , r € [0, R].

Daraus erhalten wir

Satz 5.13 Fir alle R > 0 und m € Ny ist {wy : k € IN} ein Orthogonalsystem von

Figenfunktionen des singuldren Sturm-Liouville- Figenwertproblems (5.23) mit w(R) = 0
beziiglich H = C(]0, R; R) mit dem Skalarprodukt

R P
(f,9)r ::/o rf(r)g(r)dr fiir f,g € H.

Genauer gilt

R
/0 rwg(rjw(r) = 5klEJ7/n(am,k)2- (5.24)

Bemerkung: Man kann auch zeigen, dass {wy, : £ € IN} nach Normierung ein vollsténdiges
Orthonormalsystem ist und jedes f € C([0, R];R) in eine Fourier-Bessel-Reihe

) =3 (=
k=1

m,k
7 7“) , r € [0, R]

entwickeln ldsst, wobei

m 2 R am,k’ .
cr :]“WCW/O rf(r)Jm< 7 7‘) dr fiir k € IN.
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Beweis von Satz 5.13: Die Orthogonalitét (wy, w;), = 0 fiir k # [ zeigt man wie zuvor mit
Hilfe der Eigenwertgleichung (5.23) und partieller Integration, vgl. Beweis von Satz 4.23,
wobei die Randterme bei der partiellen Integration verschinden, da wg(R) = wg(R) = 0
und r|,—¢o = 0. Es bleibt also nur (5.24) fiir k& = [ zu zeigen. Dazu multiplizieren wir die
Besselsche Differentialgleichung (4.30) mit 22%y/(z) und setzt n = m, erhiilt man nach einer
kurzen Rechung

2 @) + @~ 2]~ 2ay(a)? =0,
Fir y(x) = Jp(z) erhdlt man somit

2 (i (2))2 = % [22(J(@))? + (2% — m2) Jn(2)?] -

Integration beziiglich x € [0, R] liefert

R AR
22 / rIm(Ar) dr = 2 / zJm(z)?de = N2 R2J! (AR)?— (N2 R*—m?)J,(AR)?+m?2J,,(0)2,
0 0

wobei fir A = O‘%”“ der zweite Term verschwindet und der dritte Term verschwindet, da
Jm(0) = 0 fiir alle m € IN. Daraus folgt (5.24) im Fall n = m. ]

5.7 Anwendung auf die Helmholtz-Gleichung und
schwingende Membran

Es sei Q = Bg(0) = {(z,y) € R?: 22 + y*> < R?} fiir R > 0. Der Separationsansatz der fiir
die Wellengleichung in Abschnitt 3.3 fithrte auf die Helmholtz-Gleichung

Av(z) — Av(z) =0 fiir alle z € Q, (5.25)
wobei v zusétzlich die (Dirichlet-)Randbedingung
v(x) =0 fir alle x € 0Q (5.26)

erfiillt, wobei A € R noch unbestimmt ist. Gesucht sind Eigenwerte A = —u?, sodass diese
Gleichungen eine nicht-triviale Lésung v hat. Ein weiterer Separationsansatz in Polarkoor-
dinaten v(z) = w(r)q(y) fihrte auf

r2w” (r) + rw'(r) + (r2p? — mHw(r) =0 fir alle r € (0, R), (5.27)

wobel ¢ (@) = am cos(mp) + by, sin(me) und m € Ny beliebig ist. Mit Hilfe der Losungen
aus dem letzten Abschnitt erhalten wir fiir p = up := O‘L}g’“, k € IN, die nicht-trivialen
Loésungen

Qm, k

R

Uk (2) = (am i cOS(M) + by 1 sin(me)) Ji, ( r) , X =TCcosp,y =rsingp,
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2
der Helmholtz-Gleichung (5.25) mit der Randbedingung (5.26), wobei A = —% die Ei-
genwerte und OCLR"“ die zugehorigen Frequenzen der Schwingungen der Membran sind und
A, ks bm 1 € R beliebig sind.

Fiir das Folgende betrachten wir die Losungen in der kompakteren komplexen Form
. o
o) = €7 Ty (UL,

wobel m € Z und x = rcosp,y = rsin . Diese Losungen der Helmholtz-Gleichung liefern
die nicht-trivialen Lésungen

. ] Q| ke
(&, £) = (@, COS(Chtmt) + b e SI(CLikmt) )€™ Ty (%r) :

der Wellengleichung
Otu(z,t) = cAu(x,t), reQteR,

mit der Dirichlet-Randbedingung
u(xz,t) =0 fiir alle z € 092,t € R.

Die allgemeine Losung der Wellengleichung erhilt man nun als (abzdhlbar unendliche) Li-
nearkombination dieser Lésung

u(z, 1) Z Z Ak COS(Cltge mt) + by SIN(Cpi,mt))e imw‘]lml (%r) ‘

m=—o00 k=1

Die Koeffizienten ay, j, by, 1 bestimmt man wie bei der schwingenden Saite aus den Anfangs-
bedingungen

u(z,0) = up(z), Oyu(z,0) = ui(x) fiir alle z € ,
sofern diese eine Reihenentwicklung der Form

i iﬁk,meim@J|m| (a\g\,k T)

m=—o00 k=1

- 5 S (52

m=—0o0 k=1

besitzen. Ein Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen.
am,k = /Bm,ka bm,k = em fiir alle m € Z,k € IN.
Clkm

Aus den Orthogonalititrelationen fiir ¢/™?, m € Z, und Jim| (OC‘LR"’CT» k € IN, folgt

—im [ml,k
/Bm,k RQJ, amk / / UO Ty 90 LpJ\m\ ( R )T’dT do,

—im Im|,k
Ve = TR amk‘/ / ui(r,p)e “"J‘m‘< 7 )rdrdgo

Fiir gentigend oft stetig differenzierbare Anfangswerte ug, 41 kann man auch rigoros zeigen,
dass die so definierte Funktion w auch wirklich die eindeutige Losung der Wellengleichung
zu den gegebenen Anfangswerten und der Dirichlet-Randbedingung ist. Siehe z.B. Gold-
horn & Heinz, “Mathematik fiir Physiker 37, Satz 31.55.
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