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Themen: Axiomensysteme

Aufgabe 3.3. Zeige, daf die Axiomensystem (G1’)-(G2’) und (G1)-(G2)-(G3) aus Beispiel 3.5
dquivalent sind.

Hinweis: Zeige hierzu (unter Benutzung von (G1) beziehungsweise (G1°)), dafi (G2) und (G3) aus
(G2’) folgen und umgekehrt.

Aufgabe 3.4. Betrachte folgendes Axiomensystem der Ebene und untersuche es auf Widerspruchs-
freiheit, Unabhéngigkeit und Vollstédndigkeit:

(E1) Geraden sind Mengen von Punkten.
(E2) Zwei voneinander verschiedene Geraden haben hochstens einen gemeinsamen Punkt.

(E3) Durch jeden Punkt der Ebene gibt es zu jeder Geraden, die diesen Punkt nicht enthilt, genau
eine Gerade, die mit der gegebenen Gera- den keinen gemeinsamen Punkt hat.

(E4) Zu zwei verschiedenen Punkten existiert genau eine Gerade, die diese beiden Punkte enthélt.

Hinweise: Finde ein Modell, um die Widerspruchsfreiheit zu zeigen.

Um die Unabhingigkeit zu widerlegen, zeige, daf$ (E2) aus den ibrigen Aziomen folgt.

Formuliere eine Aussage, die nicht bewiesen werden kann, was zeigt, dafs das System nicht vollstindig
15t.
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Aufgabe 3.5. Euklid hatte versucht aus Beobachtungen (die wahrscheinlich oft auf Skizzen basier-
ten), ein konsistentes System zu entwickeln. Diese Aufgabe zeit, dafi es gefdhrlich ist, wenn man
sich nur auf den Augenschein verlafit. Betrachte folgende Aussage und den Beweis dazu, wobei alles
Wissen aus der Schulgeometrie verwendet werden darf. Arbeite den Beweis nahc, und finde den
Fehler.

Behauptung: Jedes Dreieck ist gleichschenklig.

Beweis. Im Dreieck AABC wird der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden von < ACB mit der
Mittelsenkrechten auf [AB] konstruiert. Wir bezweichnen ihn mit O. Von O fiéllen wir ein Lot auf
AC und BC.

Nun gilt
0 =0, AC = OB, JAC'O = 40C'B = g
Nach dem SWS-Satz stimmen dann die Dreiecke iiberein, und OA = OB. Auflerdem ist
CO =Co, 4B'CO = 4 A'CO = %<IACB, JOB'O = CAO = g
Nach dem SWW-Satz ist also ACB'O = ACA’O und somit
CB = A, OB = OF.
Da auBerdem <IQB’ A = 9OA'B = T und diese Winkel als rechte jeweils gegeniiber der lingeren
Strecke AO = OB sind, kénnen wir den SSW-Satz anwenden und erhalten AOB’A = AOA’B.

Insbesondere ist
AB' = BA’.

Da
AC = AB' + B'C, BC =BA' + A'C

folgt AC = BC. q.e.d.

Wir werden die Aufgaben gemeinsam in der Ubung 16sen. Es ist jedoch hilfreich, wenn Sie sich vorher
etwas dazu iiberlegen.
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