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Aufgabe 1 (Herbst 2015). Betrachten Sie das Polynom f = 22 +z + 1 € Fs[z].

(a) Zeigen Sie, daft K = F5[x]/(f) ein Korper mit 25 Elementen ist. (2 Punkte)
(b) Bestimmen Sie ein Element w € K mit w? = 2. (3 Punkte)
(c) Zeigen Sie, dak die Matrix
A:(é Z)Eszst
iiber K diagonalisierbar ist. (3 Punkte)

Lésung. Zu (a): Das Polynom f ist irreduzibel iiber F5, denn es hat Grad 2 und keine Nullstelle in F,
da

f(0)=1,
f(1) =3,
f2)=17=
fB)=13=
f(4)=21=

Es folgt, dak (f) ein Primideal in F5[x] ist, und damit schon ein maximales Ideal, da F5[x] als Polynomring
iiber einem Korper ein Hauptidealring ist. Dies zeigt, daf der Quotientenring K = F5[z]/(f) ein Korper
ist. Fiir eine Nullstelle @ von f in einem Zerfallungskorper ist

K = Fs(a),z+ (f)—a

ein Isomorphismus und [K : F5] = deg(f). Also ist K ein F5-Vektorraum der Dimension 2, und hat 25
Elemente.

Zu (b): Sei a = x + (f) die Klasse von = in K. Es folgt aus dem in (a) angegebenen Isomorphismus,
dak (1, «) eine F5-Vektorraumbasis von K ist. Das heift jedes Element w € K l&sst sich schreiben als
w = wi + wea mit w1, ws € F5. Um ein Element mit w? = 2 zu finden gengut es also w; und wy zu
bestimmen.

w? =2 & (w1 + waa)* =2 & w? + 2wiwoa + wia? = 2
& w? 4 2wywea — wi(a + 1) = 2 & (w? — w3) + (2wywy — wd)a = 2
= (w? —w3) =2 und 2wiwy — wj =0 = w? — w3 =2 und wy (2w — wy) =0

Die zweite Gleichung liefert ws = 0 oder wy = 2w;. Im ersten Fall wére nach der ersten Gleichung w% =2,
doch 2 ist in F5 kein Quadrat. Also mufl wy = 2w; gelten. Eingesetzt in die erste Gleichung ergibt sich

—3w? = w} — 4w} =2
also w? = 1 in F5, das heifit wy € {1,4}. Fiir w; = 1 ist we = 2 und fiir w = w; + wea = 1 + 2« gilt

tatsachlich
:(1+2a) —1+4a+4a2=1+4a—4(1+a):1—4=—3:27

wie gewiinscht.

Zu (c): Das charakteristische Polynom der Matrix A ist

xa = det(zEy — A)

rz—1 —2
:det< 3 x—4>
= (v — 1)(z4) — (=2)(-3)
=225z +4—6=2%—2.
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Das Element w aus (b) ist eine Nullstelle von x4, die zweite Nullstelle ist gegeben durch —w, und da
2 # 0 in F5, sind dies verschiedene Nullstellen. Die Matrix A hat also die beiden verschiedenen Eigenwerte
+w mit algebraischer Vielfachheit jeweils 1, die geometrische Vielfachheit muf jeweils auch (mindestens)
1 sein. Das charakteristische Polynom y 4 zerfallt {iber K also in Linearfaktoren und die Matrix ist {iber
K diagonalisierbar.

Aufgabe 2 (Herbst 2014). Sei K C L eine Korpererweiterung, seien a, 8 € L gegeben, so daf a4+ 8 und
af algebraisch iiber K sind. Man zeige, daf o und (3 algebraisch iiber K sind. (5 Punkte)

Lésung. Da o+ 8 und af3 algebraisch iiber K sind, ist M = K[a + 3,a8] = K(a + 8, af) endliche und
damit algebraische Erweiterung von K. Betrachte das Polynom

f=(X-a)(X-8)=X?—(a+B)X +aB € M[X].

Es gilt f(a) = f(8) = 0. Also sind « und g algebraisch iber M. Also ist M[a, 8] = M(«, 8) endliche
und damit algebraische Erweiterung von M. Nach der Transitivitat algebraischer Erweiterungen ist also
auch M|a, §]/K algebraische Korpererweiterung. Also sind e und j algebraisch iiber K.

Aufgabe 3 (Herbst 2017). Es seien K ein Teilkorper von R und f € K[X] ein Polynom. Weiter sei
Z C C ein Zerfallungskorper von f iiber K. Der Grad [Z : K] sei ungerade. Zeigen Sie, dall dann auch Z
ein Teilkérper von R ist. (6 Punkte)

Losung. Da C algebraisch abgeschlossen ist, zwerfallt f iiber C in Linearfaktoren. Seien {aq,...,a,} die
komplexen Nullstellen von f. Da Z Zefallungskorper von f ist, gilt nach Definition

Z =K(ay,...,an).

Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis. Angenommen Z ¢ R. Dann muf die Nullstellenmenge ein
nichtreelles Element a enthalten. Sei @ # a das komplex Konjugierte.

Wir bemerken zunéchst, daf @ ebenfalls eine Nullstele von f sein mufs also @ € {a1,...,a,}: das Minimal-
polynom von a iiber R ist (z —a)(z —a) = 2> — (a+ @)z +aa (denn a+a = 2R(a) € R und aa@ = |a|? € R)
und es mufs f teilen.

Die Idee ist nun, mit Hilfe dieses Elements eine Zwischenerweiterung zwischen Z und K zu konstruieren,
die Grad 2 hat. Setze M = K(a,a) und My = M NR. Wir berechnen den Grad der Erweiterung
My C My (a) Da

a+a=2R(a) e MNR = M,
aa = |a]* € M NR = M,

ist das Polynom x? — (a + @)z + a@ € My[z]. Seine Nullstellen sind wie oben gesehen a und a. Es ist
irreduzibel, denn sonst wire a € R, ein Widerspruch zu Annahme. Also ist dies auch das Minimalpolynom
von a iiber My, My(a) ist sein Zerfallungskorper und es gilt

[Mo(a) : My] = deg(z* — (a + @)z + aa) = 2.

Da a,a € {a1,...,a,} Nullstellen von f sind, ist K C M = K(a,a) C Z ein Zwischenkérper. Da K C R
gilt dies auch fiir My = M N R, und da a € Z haben wir insgesamt

K C My C My(a) C Z.
Nun gilt mit der Gradformel (zweimal angewendet)

[Z: K] =[Z: M| [Mo: K]
=[Z : Mo(a)] - [Mo(a) : Mo] - [My : K]
=[Z: My(a)] -2 [Mp : K].

Somit wére der [Z : K| gerade, ein Widerspruch zur Annahme.
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Zusatzaufgabe (Herbst 1987). Man entscheide, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind , und
gebe eine kurze Begriindung.

a) Der Korper Q der rationalen Zahlen besitzt echte Teilkorper. (2 Punkte)

Jedes nicht konstante irreduzible Polynom tiber Q hat nur einfache Nullstellen. (2 Punkte)

(
(b
d

)
c) Ist f € Q[X] ein irreduzibles Polynom mit den Nullstellen «, 8 € C, so gilt § € Q(«). (2 Punkte)
)

Das direkte Produkt R x R des Korpers R mit sich selbst ist ein zu C isomorpher Korper. (2
Punkte)

Losung. Zu (a): Falsch.

Jeder Teilkérper F' C Q enthélt 0 und 1. Da F additiv abgeschlossen ist, enthédlt F' dann die ganzen
Zahlen Z. Da jedes Element in x € F\0 invertierbar ist, gilt 2 € F, also {Z | n € N} C F. Da F
multiplikativ abgeschlossen ist, folgt m - % =" ¢ Ffiirallem € Z, n € N. Also Q C F' und damit folgt
Gleichheit.

Zu (b): Richtig.

Der Korper Q hat Charakteristik 0 und solche Kérper sind vollkommen, das heifst jedes irreduzible nicht
konstante Polynom ist separabel, in anderen Worten, es hat (in jedem Zerfallungskérper) nur einfache
Nullstellen.

Zu (c): 2 mgliche Interpretationen der Fragestellung: Nimmt man an, dafs die Anzahl der Nullstellen
umspezifiziert ist, so ist die Aussage im Allgemeinen falsch:
Gegenbeispiel: das Polynom f = X?—2 € Q[X] ist irreduzibel nach Eisenstein. Die komplexen Nullstellen

sind

V2,wV2,0* V2,
wobei w = %5 € C\R eine primitive dritte Einheitswurzel ist und J2 e R. Also gilt fir a = ¥/2 und
B =wv2, dak 3 ¢ Q(a) C R.
Nimmt man dagegen an, daff es genau zwei Nullstellen « und S gibt, also deg(f) = 2, so ist die Aussage
richtig, da f = (X — a)(X — B) in einem Oberkorper, und da f und (X — «) € Q(a)[X], ist auch
(X — B) € Q(a)[X], also 8 € Q(«).
Zu (d): Falsch.
Das direkte Produkt R x R (mit komponentenweiser Addition und Multiplikation) ist nicht einmal ein
Integritatsbereich, denn es enthélt zum Beispiel die Nullteiler
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