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Aufgabe 1 (Frithjahr 2014). Seien a,b € Q, und sei K der Zerfallungskorper des Polynoms
p=a+z+be Q]
Wir nehmen an, dafs p keine Nullstelle in Q hat. Zeigen Sie:

(a) p ist irreduzibel in Q[x] und hat keine mehrfache Nullstellen in K.

(b) Die Galoisgruppe G = Gal(K/ Q) ist eine Untergruppe von Ss.

(¢) G hat entweder 3 oder 6 Elemente.
)

(d) Seid = (a1 — a2)(aq — az)(a2 — ag), wobei ay, as, a3 € K die Nullstellen von p sind. Dann gilt fiir
o € G stets 0(d) = d oder o(d) = —0.

(e) Gilte o(6) = ¢ fiir alle 0 € G, dann ist G zyklische und hat Ordnung 3. Andernfalls ist G = &3.

Losung. Zu (a): Da p ein Polynom vom Grad 3 iiber Q ist, und keine Nullstelle in Q hat, ist es irreduzibel
iiber Q. Fiir eine Zerlegung in nichttriviale normierte Faktoren p = fg mit f, g € Q[z] gilt namlich

3 = deg(p) = deg(f) + deg(g).

Die natiirliche Zahl 3 hat aber nur die Zerlegungen 241 = 3 = 1+ 2, also wére eines der beiden Polynome
f oder g linear, und dann hétter p eine Nullstelle in Q, Widerspruch.

Da @Q von Charakteristik 0 ist, ist jedes irreduzible Polynom {iber QQ separabel. Insbesondere hat das
irreduzible Polynom p iiber keinem Zerfallungskérper mehrfache Nullstellen.

Zu (b): Sei N = {1, ag, a3} die Menge der Nullstellen von p. Die Galoisgruppe eines Zerfallungskorpers
von p operiert transitiv auf dieser Menge durch

Gal(K/Q) x N = N, (0,a) — o(a).

(Es ist klar, da® fiir eine Nullstelle « € N von p, o(a)) wieder eine Nullstelle von p ist, denn o(p) = p, und
plo(a)) = o(p)(o(a)) = o (p(a) = o(0) = 0. )

Weiterhin ist die Abbildung Gal(K/Q) — Sy, 0 — (a — o(«)) ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
Denn gilt fiir 0,7 € Gal(K/Q) daf o(«) = 7(«) fiir alle « € N, so ist bereits 7 = a. Aber Sy = Gs,
die Permutationsgruppe von drei Elementen. Damit kann man Gal(K/ Q) als Untergruppe von &3 ansehen.

Zu (c): Nach (b) ist Gal(K/Q) zu einer Untergruppe von &3 isomorph, welche Ordnung 6 hat. Also
| Gal(K/ Q)|[6. Es ist eine Folgerung des Fortsetzungssatzes, dal Gal(K/Q) transitiv auf N operiert.
INsbesondere gibt es fiir je zwei Elemente o, 5 € N ein Element ¢ € Gal(K/Q) mit o(a) = §. Zum
Beispiel gibt es fiir jedes i € {1,2,3} ein ¢ € Gal(K/Q) mit ¢(a1) = a;, also mindestens drei StAkck. Aus

3< | Gal(K/ Q)6
folgt also | Gal(K/ Q)| € {3,6}.

Zu (d): Sei P = {{1,2},{1,3},{2,3}} die Menge der zweielementigen Teilmengen von {1,2,3} (bei
Mengen ist die Reihenfolge unrelevant, es gilt also {1,2} = {2,1}). Jede Permutation ¢ € &3 induziert
eine bijektive Abbildung auf M.
Sei fiir {i,5} € P

agigy = (o — aj)® = (o — ).

Dann ist fir o € Gal(K/Q C S3

oaygijy) = o(a; — a;)? = (o) — 0(a;))* = (Aw() — Qo) = Vo({ig})-

Also
a6’ =0@®)=c| ] ewn|= Il @wwm= II onn=90

{1,j}eP {i,j}€P {1,j}eP
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Es folgt o(8) = +4.

Zu (e): Wir zeigen, da Gal(K/Q) C &3 genau dann eine echte Untergruppe ist, wenn o () = § fiir alle
o € Gal(K/Q).

Angenommen Gal(K/ Q) ist eine echte Untergruppe, dann muf$ diese nach (¢) Ordnung drei haben. Die
einzige Untergruppe der Ordnung drei von &3 ist die zyklische Gruppe {id, (123), (213)} = ((123)). Fir
diese Permutationen gilt

id(0) =6
(123)(6) = (123) ((a1 — a2) (o1 — ag) (a2 — a3)) = (a2 — az)(a2 — o1)(az — 1) =6
(231)(6) = (213) ((a1 — a2) (o1 — a3) (a2 — a3)) = (a3 — a1)(as — az)(ar —a2) =6
(K/Q) = &3, so enhilt Gal(K/ Q) Elemente der Ordnung 2, ndmlich {(12), (23), (13)}.

Angenommen Gal
Fiir diese gilt

(12)(6) = (12) (a1 — a2)(a1 — ag)(a2 — a3)) = (a2 — a1)(a2 — az)(a1 —az) = —0
(23)(6) = (23) (a1 — a2)(a1 — az)(a2 — a3)) = (a1 — a3)(a1 — az)(az — az) = =4
(13)(6) = (13) ((a1 — a2)(a1 — az)(a2 — a3)) (a3 — az)(as — a1)(ae —a1) = =4

Gilt also o(d) = ¢ fiir alle 0 € Gal(K/ Q) so muf Gal(K/Q) C Gs.

Aufgabe 2. Fiir k € Z sei a = k? + k + 7. Man zeige: Das Polynom X3 — aX + a ist irreduzibel iiber Q
und hat Galoisgruppe isomorph zu As.

Lésung. Fiir jede ganze Zahl k ist k2 + k + 7 ungerade, denn da entweder k oder k + 1 gerade ist, ist
B4 k+7=kk+1)4+7=0+1 mod 2.
Fiir jede beliebige ungerade Zahl a nun ist
X3 —aX+a=X*+X+1 mod2.

Und dies ist irreduzibel in Fy, da es dort keine Nullstelle hat. Nach dem Reduktionskriterium ist also
X3 — aX + a irreduzibel in Z und somit in Q.

Wir berechnen nun die Diskriminante. Fiir ein beliebiges Polynom in Q[X] von folgender Form
X34aX +b= (X —z))(X —22)(X —23) = X> — X%(21 + 2o + 3) + X (2122 + Tox3 + 2123) — 217273
gilt 1 +x9 + 23 =0, T129 + X223 + 123 = a, —r1Tox3 = b. Damit gilt fiir die Diskriminante
D = (z1 — 20)% (21 — x3)% (22 — 23)? = —4a® — 27b%.
Die Diskriminante des Polynoms X3 — aX + a ist
D = —4(—a)® — 27a* = a*(4a — 27).

Die Galoisgruppe von X2 — aX + a ist genau dann isomorph zu As, wenn D ein Quadrat in Q ist. Dies
ist der Fall, wenn 4a — 27 ein Quadrat ist. Wir berechnen

4a —2T =4k +k+7) —2T=4k* + 4k +1= 2k + 1)
Aufgabe 3 (Frithjahr 1978). (a) Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe
der Gruppe
[Iz/p-1z
P

wobei p alle Primzahlen durchlauft.
Hinweis: Man benutze den Dirichletschen Primzahlsatz: Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es unendlich
viele Primzahlen mit p =1 mod n.
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(b) Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einer Faktorgruppe der Gruppe (Z /nZ)* der teiler-
fremden Reste modulo n, wenn n passend gewéahlt wird.

(¢) Zu jeder endlichen abelschen Gruppe A gibt es eine Galois’sche Erweiterung K/ Q, deren Galois-
gruppe Gal(K/Q) zu A isomorph ist.

(z) Man konstruiere eine Galoiserweiterung K/ Q deren Galoisgruppe isomorph zu einer abelschen Grup-
pe der Ordnung 2019 ist.
Hinweis: 2693 ist prim in Z.

Losung. Zu (a): Sei A eine endliche abelsche Gruppe. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Grup-
pen gibt es Primzahlpotenzen g1, ..., ¢, mit A = [['_, Z /q; Z. Nach dem Dirichlet’schen Primzahlsatz
enthélt jede Restklasse 1+¢; Z, 1 < ¢ < r, unendlich viele Primzahlen. Also gibt es paarweise verschiedene
Primzahlen pq,...,p, mit p;, =1 mod ¢;, 1 < ¢ < r. Die Abbildung

*y:HZ/(pi—1)Z—>HZ/in7Zi+(pi—1)Zl—>zi+in
i=1 i=1

ist surjektiver Gruppenhomomorphismus.
Sei weiter 7: [[ Z /(p —1)Z — [1,_,Z /(p; — 1) Z die kanonische Projektion. Dann ist die Komposition

7’=707T:HZ/(p—l)Z%HZ/(pi—lZ)—>HZ/in

ebenso surjektiv und G = [[\_, Z /q; Z = (Hp Z/(p—1) Z) / ker(v') ist eine Darstellung von A als Fak-
torgruppe von [[,Z /(p — 1) Z.

Zu (b):Sei A wie oben und n = p; ---p, das Produkt der paarweise verschiedenen Prizahlen aus (a).
Dann gibt es nach dem chinesischen Restsatz einen Ringisomorphismus

.
Z/nZ =2 /pi
i=1
und einen Gruppenisomorphismus

T

@ /n2)* ey @ fp2)* =[] 2/ - )2,

wobei die letzte Isomorphie daraus folgt, dak fiir jede Primzahl p (Z /pZ)* zyklisch von der Ordnung p—1
ist.

Die Komposition des obigen Isomorphismus mit der surjektiven Abbildung -y aus (a) ergibt einen surjektive
Gruppenhomomorphismus

@/ =1[z/i-1Z 5 [2/aZ= A,
i=1 i=1
und damit lasst sich A als Faktorgruppe von (Z /nZ)* darstellen.

Zu (c): Sei wieder A eine endliche abelsche Gruppe, ¢1,...,¢, und n = p; - - - p, wie zuvor. Betrchte den
n'® Kreisteilungskorper Q(") iber Q. Man hat die Gruppenhomomorphismen

Gal(Q™ /Q) = (Z /nZ)* = H(Z/piZ)X S HZ/(pi ~nz 5 [[2/az=A

=1

Die Komposition dieser Homomorphismen ist surjektiv. Sei IV der Kern dieser Komposition, K = Fixgm) (N).
Da N Normalteiler ist, ist K/Q Galois’sch mit Gal(K/Q) = Gal(Q™ /Q)/N = A,
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Zu (z): Die Primfaktorzerlegung von 2019 ist 2019 = 3 - 673 (siehe Einfiihrung: es ist klar, daf 3 eine
Primzahl ist; um zu zeigen, daf 673 eine Primzahl ist, testen wir alle Primzahlen bis V673 < /676
26). Es gibt bis auf Isomorphie genau eine abelsche Gruppe der Ordnung 2019, nidmlich Z /20197
Z/3ZxZ/673Z.

Nun finden wir Primzahlen p1, ps mit p; =1 mod (3) und p; =1 mod (673). Es ist leicht zu sehen, daf
man p; = 7 wihlen kann. Weiterhin berechnet man, daf 2693 = 1 mod (673) ist und nach Angabe ist
2693 prim. Wahle also ps = 2693.

Sein =p;-p: = 72693 = 18851. Wir betrachten den 18851sten Kreiteilungskorper Q(18851) iiber Q.
Nach (c) gibt es einen kanonischen surjektiven Gruppenhomomorphismus

It

Gal(QUSY / Q) 2 Z /6 Z x 7. /26927 — Z /37 x 7 |6T3Z = 7 /2019 Z.

Der Kern der Abbildung Z /6Z — Z /37 ist 3Z /67Z = Z /27Z. Der Kern der Abbildung Z /26927 —
Z /6737 ist 6737 /26927 = Z /AZ. Also ist der Kern von Z /6Z X 7 /26927 — Z |37 X Z /673 Z gege-
ben durch 3Z /6Z x6737Z /26927 und hat Ordnung 8. Sei N das Urbild von 3Z /6Z x6737Z /26927Z in
Gal(QU#Y) / Q). Dann ist N = N; x Ny wobei Ny das Urbild von 37 /67 ist und Ny das Urbilds von
6737 /2692 Z. Sei K = Fixgasss1) (IV), dann hat die Erweiterung K/ Q die Galoisgruppe Z /3Z x Z /673 Z.
Wollen wir dies genauer bestimmen, so geniigt es die Fixkorper K1 = FiXQ(7) (N7) und K5 = FixQ<zegs) (N
zu bestimmen.

Im ersten Fall miissen wir also einen Zwischenkorper Q ¢ Ky ¢ Q7 = Q(¢7) bestimmen, der Grad 3 iiber
Q hat. Wir wissen von Blatt 19 Aufgabe 3, dak [Q((7 + (') : Q] = 3¢(7) = 3. Dies ist also der gesuchte
Zwischenkdorper.

Im zweiten Fall geht dies wohl {iber den Stoff fiir das Examen hinaus.

Aufgabe 4 (Herbst 1992). Es sei f = @, X" + ap—1 X" ' + ...+ a1 X + ap € K[X] ein nichtkonstantes
separables Polynom mit aga, # 0. Sei g = ap X" +a; X" ' +... 4+ a,_1X + a, das sogenannte , reziproke
Polynom zu f. Zeigen Sie:

f und g haben die gleiche Galoisgruppe tiber K.

Lésung. Wir bemerken zunéchst: da ag # 0 ist 0 keine Nullstelle von f. Ebendso ist 0 keine Nullstelle
von g, weil a,, # 0. Sei L ein Zerféllungskérper von f und x € L eine Nullstelle von f. Dann ist auch
1€ 1\{0} und es ist klar, daR 1 € L eine Nullstelle von g ist:

1 1" 1" 1
gl —)=ao|— +ai | — +...+ap—1 | — ) t+ay
T T T T

1 n
— (a:) (ao + a1z + ... 4 apn_ 12" + apz™)

Seien 1, ...,x, € L\{0} die Nullstellen von f. Dann ist nach Definition L = K(z1,...,z,). Nach obiger
Rechnung sind ?11’ ..., == € L\{0} die Nullstellen von g. Und K ( ., =—) ist ein Zerfallungskorper von
g. Es ist aber klar, daf

1

R
1 1

K(Z‘l,,xn):K(a,,;)

Da die Galoisgruppe eines Polynoms die Galoisgruppe eines Zerfallungskorpers ist, folgt

G(f) = Gal(K (21, ..., 2)/K) = Gal(L/K) = Gal(K(~, ..., -
I Tn

)/K) =G(9g)

was zu zeigen war.
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