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Aufgabe 1 (Frithjahr 1999). Seien U und V' Untergruppen einer endlichen Gruppe G mit U NV = {e}.
Es bezeichne (U U V) die von U UV erzeugte Untergruppe von G. Man zeige:

(a) |U|-|V] < {UUV)|. (Wurde bereits letzte Woche besprochen.)
(b) In (a) gilt Gleichheit, wenn U Normalteiler in G ist.

(¢) Man gebe eine Gruppe G mit zwei Untergruppen U und V mit U NV = {e} an, so daf in (a) nicht
Gleichheit besteht. (Wurde bereits letzte Woche besprochen.)

Losung. (b) Wir zeigen, daf jedes Element in (U U V) eine Darstellung der Form wv hat mit u € U
und v € V. Ein Element x € (U U V) kann nach Definition geschrieben werden als endliches Produkt
r=x1 T, mit x; e UUV, dh. x; € U oder x; € V. Wir werden nun Induktion nach n anwenden.
Sein =1, dann ist x = z; € U oder z = x; € V, Im ersten Fall ist unsere gewiinschte Darstellung ze und
im zweiten Fall ex.

Sei n = 2, dann ist £ = x1x5. Die Félle 1,25 € U, oder 1,22 € V, oder x1 € U und x5 € V sind trivial.
Sei also 1 € V und x5 € U. Da U Normalteiler ist, gilt 1U = Ux;. Insbesondere gibt es 25, € U mit
x = x1xe = xhay. Wir setzen also u := 2}, und v := z; und sind fertig.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, daft wir fiir n > 1 bereits gezeigt haben, dafs jedes Produkt z =
x1 -+ - x, wie oben aus n Elementen eine Darstellung hat der Form wv. Sei nun x = z7 - - - 2,41 ein Produkt
aus n + 1 Elementen. MIt dem Assoziativgesetz gilt @ = (21 - 2, )@n 1 und nach Induktionsannahme
konnen wir x; -, schreiben als wv. Ist z,41 € V, so ist * = (uv)xpy1 = w(ve,y1) bereits in der
gewiinschten Form. Ist 2,1 € U, so gibt es, da U Normalteiler ist ein x;,,; € U mit va, 41 = 7, v, also
= u(vepy1) = (ux), ;)v, und damit ist  in der gewiinschten Form.

Aufgabe 2. Sei p prim, G Gruppe der Ordnung p?. Man zeige, daf entweder G = Z /Zp?, oder Z =
Z]ZpxZ]Zp.

Losung. Wir wissen, daff G abelsch ist. Falls fiir alle e # = € G gilt ord(z) = p: sei e # z,y € G mit
y € G\(z). Da (z) und (y) die Ordnung p haben, gilt

() N (y) = {e}.
Wir zeigen: die Abbildung -
h:Z]Zpx7]Zp— G,(@,b) — x%°
ist Isomorphismus, dabeiist a =a+Zp und b= b+ Zp.

h((@1,b1) + (@2,b2)) = h(@ +as,bi +b2)
= h(a1 +az, b1 +b2)
— o +a2yb1+b2
— 0102 ybl ybz
= Jialyblxazyb2 = h(algl)h(ag,gg).
h ist injektiv: Aus h(a,b) = e folgt x*y® = e also 2 = y~* € (z) N (y) = {e}, das heift 2* = 3® = ¢ und
es muf gelten pla,b in anderen Worten a,b € Zp oder a = b = 0. Also (@,b) = (0,0).

Da beide Seiten p? Elemente haben, ist kA Isomorphismus.
Gibt es # € G der Ordnung p?, dann ist G = () und es gibt einen Ismorphismus

7] Zp* = (x).

Aufgabe 3 (Friithjahr 1991). Sei a : G — H ein Gruppenhomomorphismus, wobei H abelsch sei. Man
zeige: a ist genau dann surjektiv, wenn fiir je zwei Gruppenhomomorphismen 3,7 : H — K mit Soa = yo«

gilt 8 =1.

Léosung. Wir nehmen zuerst an, daft « surjektiv ist. Seien 8,y : H — K beliebige Homomorphismen mit
Boa = yoa. Wir miissen zeigen, dafl 5 = v. Dazu geniigt es zu zeigen, dak fiir alle h € H gilt 5(h) = v(h).
Aber da « surjektiv ist, gibt es fiir jedes h € H ein g € G mit h = a(g) und es gilt

B(h) = Blalg)) = Boalg) =70 alg) =(alg)) =v(h).
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Und wir sind fertig.

Nehmen wir andererseits an, daf fiir je zwei Homomorphismen 3,y : H — K mit foa = yoa gilt 8 = 7. Da
H abelsch ist, ist a«(G) C H als Untergruppe Normalteiler und der Quotient H/a(G) eine Faktorgruppe.
Sei B : H — H/a(G),h — 0, die triviale Abbildung. Sei andererseits v : H — H/a(G),h — h die
kanonische Abbildung. Fiir g € G gilt 8o a(g) = 0 =7 o a(g), das heikt

Boa=0=voa

und damit nach Voraussetzung 3 = 7. Da v surjektiv ist, ist also H/a(G) = {0} und damit o(G) = H.
Also ist « surjektiv.

Aufgabe 4 (Herbst 1977). G sei eine endliche Gruppe und ¢ ein Automorphismus von G, fiir den p(z) = «
nur fiir x = e gilt. Man zeige:

(a) Die Abbildung y — y~p(y) von G in sich ist injektiv.
(b) Zu jedem x € G gibt es ein y € G mit z = y~Lp(y).
(c) Wenn zusiitzlich p? = id gilt, dann folgt

(i) p(z) =27 fiir alle x € G,
(ii) G ist abelsch.

Lésung. (a) Sei fir z,y € G
v () =y o(y)-

Wir multiplizieren von links mit y und von rechts mit op(x)~! = ¢(z~*

yr ' =p)e@) "t = p@)el@") = pyz).

I = ¢, also y = z. Dies zeigt, daf die Abbildung injektiv ist.

Dann gilt nach Voraussetzung yx~
(b) Da G endliche Gruppe, also insbesondere endliche Menge ist, und eine injektive Selbstabbildung einer
endlichen Menge automatisch surjektiv ist, ist die Abbildung aus (a) surjektiv und es gibt fiir jedes z € G
ein y € G mit z = y~tp(y) wie gewiinscht.

(c.i) Sei x € G. Nach (b) gibt es y € G mit x = y~1(y). Dann ist p(z) = ¢(y~1)¢?(y) = p(y) " 1y. Also

Das heitht ¢(x) ist Inverses von z.

(c.ii)Sei x,y € G. Setze a = xy. Wir iissen zeigen, daf zy = yx, oder fquivalent dazu zyz~ly~! = e.

Nach (c.i) gilt

' = ayp(a)p(y) = zyp(ay) = apla) = e

Aufgabe 5 (Herbst 1993). Es bezeichne M (2 x 2,S5) den Rlng aller 2-reihigen atrizen mit Koeffizienten
in eine Ring S. Sei

wy:v_ly_

O0R2):={AcM(2x2,R): A'A=1}
die Gruppe der reellen orthogonalen 2-reihigen Matrizen.

(a) Man zeige:
G:=02)NM(2x2,Z)

is eine Gruppe der Ordnung 8.
(b) G besitzt genau eine zyklische Untergruppe G der Ordnung 4.

(c) Fiir alle d € Gy und s € G\Gy gilt
sd=d's.
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Lisung. (a) Die Gruppe O(2) sind die reellen orthogonalen Matrizen und stellen Drehspiegelungen dar.
Sie haben Determinante 1 (fiir Drehungen) oder —1 (fiir Spiegelungen). Sei

([ a b . ¢ [ a c
A_(cd) dann ist A_(bd>'

Und die Gleichung A*A = 1 liefert die Gleichungen

a+cf=1
b +d* =1
ab+cd =0

Uber R erhilt man damit

A— < CoOsax —SsIno ) :D(Oé) oder A= ( COS «x S @ > :S(Oé),

sina  cos« sina —cosa

mit 0 < a < 27. Ersteres ist eine Drehung um den Winkel o mit Drehzentrum im Ursprung, und letzteres
@

eine Spiegelung an der Achse R ( Z?I? 2 )
2

Uber Z ergeben die obigen Gleichungen:

d==+1 oder c==+1
b=c=0 a=d=0

Die Menge G enthélt also die acht Matrizen

o 1) G 5) 0o v) 0 S 00a ) (e () (5 3]

Es gilt

Die Menge G ist eine Gruppe, da

. E:(é (1)>€O(2)HM(2><2,Z),

o fiir ABec O2)NM(2x2,Z) gilt AB € O(2), da O(2) Gruppe ist, und AB € M (2 x 2,Z) wegen
der Definition der Matrixmultiplikation,

o fiir A€ O(2) gilt A= € O(2), da O(2) eine Gruppe ist, und A= € M(2 x 2,Z), da A = A,
(b) Fiir die Elemente gilt

1 0
l_ord(0 1)
1 0 -1 0 -1 0 0 1 0 -1
2—01rd(O B )—ord< 0 1)—ord( 0 1>—ord<1 0>—ord<1 O)
1

S (I DG )
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ist die einzige Untergruppe der Ordnung 4.
(c) Sie Elemente in G \ Gy sind genau die Elemente der Ordnung 2, die nicht in G enthalten sind, also
1 0 -1 0 0 1 0 -1
ae={(o ) (D) 00 )

Fiir d = e gilt die Gleichung trivialerweise fiir alls s € G \ Gy.
-1 0

Fir d = 0 -1 )= —le ist d~! = d und die Gleichung sd = ds gilt ebenso trivialerweise da d ein
Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

. 0o 1Y\., ., (0 -1 . .
Fir d = ( 1 0 > istd™ = < 1 0 ) und die Gleichungen

sd=d's und sd”'=ds

sind dquivalent. Dies kann man leicht nachrechnen:

= (o &) =0 S)( S 0)=(V8)=(7 o) (o &)=as
() (O D)= ) I
(Fa)s (Vo) ()= ()0 ) ()=
S:<—01 _01>: Sd:<_01 _01><_01 é):<(1) _01>=(2 7)1)(_01 _Ol):dls
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