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Aufgabe 1 (777). Sei K ein Korper. Man zeige: Jede endliche Untergruppe von (K\{0}, ) ist zyklisch.

Lisung. Sei G C K \ {0} eine endliche Untergruppe und m ihr Exponent.

Erinnerung: Fiir eine beliebige endliche Gruppe G ist der Exponent die Zahl m = min{k € N ’ Ve eG:
k

" =e}.

Wir zeigen zuerst, daf es ¢ € G gibt mit ord(z) = m. Sei |G| = n = p{*---p¥r, r € Ny, Primzahlen

p1 < -+ < pp, und v; € N. Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen gibt es b;; € G,

1<i<r, 1< 7 <s;, und natiirliche Zahlen ki > ... > kis, > 1 mit

G = @@Zbij und ord(b;;) :pfij fir 1 <i<r1<j<s;.

i=1 j=1

Es gilt: m = plfl'l ~--pf“. Sei & = b1y + -+ + by1. Es gilt ord(z) = m, denn fiir z € Z gilt

za::O@ViG{l,...,r}:zbﬂ:()@Vi:pf“

z & mlz.

Es gilt ™ =1 fiir alle z € G. Da das Polynom X™ — 1 € K[X] hochstens m Nullstellen in K hat, gilt
|G| < m. Da auch m||G]| ist, folgt |G| = m, also ist G zyklisch.

Aufgabe 2 (Frithjahr 1984). Sei G eine Gruppe mit der Einsuntergruppe 1 und P = G x G das direkte
Produkt von G mit sich selbst. Es sei G = G x 1 und Gy = 1 x G. Zeigen Sie:

(a) Die Diagonale D = {(g,9);g € G} ist eine Untergruppe von P.
(b) Fir jede Untergruppe U zwischen D und P gilt: U N G; ist normal in G; fir ¢ = 1, 2.
(¢) Genau dann ist D eine maximale Untergruppe von P, wenn G einfach ist.

Lésung. (a) Das direkte Produkt P ist eine Gruppe beziiglich der komponentenweisen Multiplikation, dh.
(21,91)(x2,y2) = (2122, y1y2); das neutrale Element ist (1,1), wobei 1 € G das neutrale Element ist; das
Inverse wird komponentenweise gebildet, dh. (z,y)~! = (z71,y~!). Fiir die Diagonale gilt nach Definition
(1,1) € D. AuRerdem ist fiir (x,z), (y,y) € D auch (z,z)(y,y) = (vy,xy) € D. Letztlich ist fir (z,z) € D
auch (z,7)"! = (x71,27!) € D. Damit ist D C P eine Untergruppe.

(b) Sei D C U C P. Wir haben zu zeigen, dak U N G; < G;.

(Beobachtungen: DN G; = {(1,1)}. Auferdem fiir (g,9) = (9,1)(1,9).)

Setze U; = U N G;. OBdA. fithren wir den Beweis fiir « = 1, der Fall i = 2 funktioniert analog. Fiir
(g,1) € Gy zeigen wir, dak (g,1)U;(g,1)~* C U. Sei also (u,1) € Uy. Dann ist

(9. D(u, 1)(g, )7 = (g, D(u, (97" 1) = (qug™",1) € G x 1 =Gy

Andererseits ist auch

(qug™",1) = (gug",997") = (9,9)(u, (g~ g7 ") €T,

da (g,9),(g7t,¢7 ') € D C U, und (u, 1) € U nach Voraussetzung. Also ist (g,1)(u,1)(g,1) "t € G1NU =
Us.

(c) Vorbemerkung: Die Abbildungen ¢; : G — P = G X G sind injektive Gruppenhomomorphismen. Also
sind ¢; : G — G; Isomorphismen und G ist genau dann einfach, wenn die G; einfach sind.

»=* Sel D eine maximale Untergruppe. Die Untergruppe G (ebenso wie die Untergruppe Gs) ist Nor-
malteiler von P nach Definition des direkten Produkts. Betrachte das Komplexprodukt G1D = {x €
P | 3g1 € G1,d € D : © = g1d}. Es gilt automatisch G;D C P. Andererseits auch P C G1D, da
(z1,22) = (xlxgl,l)(xg,xg). Also G1D = P Genauso siecht man DG, = P. Wir haben bereits gese-
hen, dak DN Gy = {(1,1)}. Sei K : D — Aut(G;) definiert durch die Konjugation und G; x,, D das
entsprechende semidirekte Produkt. Dann ist

f:Guixs D= P ((9,1),(d, d) = (g9d,d)

ein Gruppenisomorphismus.
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Wiére nun G nicht einfach, so gibe es N <G, und N; = N X 1 <G;. Dann wére Ny X, D C Gy X, D eine
echte Untergruppe, die 1 x,; D enthélt. Und D C f(Ny) € P, Widerspruch.
»<=“Sei D C U C P eine Untergruppe. Dann ist U; < G;. Da aber G; einfach ist, folgt U; = G; oder

U; = {(la 1)}

. Fall: Ist Uy = Gy und Uy = Go, so ist U = UyUs = G1Go = P.
.Fall: Ist Uy = {(1,1)} = U, so ist U = D.

.Fall: Ist Uy = Gy und Uz = {(1,1)}, so ist U = G;. Da aber D C U, folgt G = 1,und damit trivial,
Widerspruch zur Einfachheit.

. Fall: Genauso falls Uy = Gz und U; = {(1,1)}.

Aufgabe 3 (Friihjahr 1995). Seien E, G Gruppen und 7 : E — G ein Epimorphismus. 7 heifst zerfallend,
falls ein Homomorphismus p : G — E mit mp = idg existiert.
Zeigen Sie: Ist 7 ein zerfallender Epimorphismus mit Kern K, so ist

KxG— E,(k,g)— kp(g) firalleke K und g € G,

ein Isomorphismus, falls K x G mit der Gruppenstruktur des semidirkten Produktes beziiglich einer
passenden Operation von G auf K versehen wird.

Lésung. Da K = ker(w), ist K < E ein Normalteiler, und p(G) C E eine Untergruppe. Daher macht es
Sinn eine Operation von G auf K zu definieren durch die Konjugation von p(G) auf K:

K G — Aut(K), x(g)(k) = p(g)kp(g) ™"
Wir betrachten nun das semidirekte Produkt K X, G mit
Multiplikation: (k1, g1)(k2,g2) = (k1(g1)(k2), 9192) = (k1p(91)k2p(91) ", g192),
neutralem Element: (ek,eq),
Inversem: (k,g)~! = (s(g~ k™", 971) = (p(g) "'k~ p(g), 97"
Damit ist die Abbildung f: K x, G — E,(k,g) — kp(g) ein Homomorphismus, denn
F((k1, 91) (K2, g2)) = f(kip(91)k2p(91) ™", 9192) = kip(g1)k2p(91) ™" p(g192) = k1p(91)k2p(g2) = f (K1, 91) f (K2, g2)-

Um zu zeigen daf f injektiv ist, beobachten wir, dakt K N p(G) = {eg}. Sei ndmlich € K N p(G). Das
heifit, es gibt ¢ € G mit x = p(g). Andererseits ist () = egq, also eq = 7(x) = w(p(g)) = ide(g9) = ¢,
also x = p(eg) = eg, und K N p(G) = {eg} wie gewiinscht. Es gilt nun

fk,g)=ee = kplg)=ex = k=plg) ' €eKnpG)={eg} = k=plg)=cE
= k=eg g=mplg) =7(eg)=ec = (kg)=(em eq)

Zeigen wir nun, daR f surjektiv ist. Sei x € G, und g := 7(z). Dann ist k := zp(g)~! € K, denn
m(zp(g)~t) = n(x)mp(g) ™t = g9~ = eg. Wir berechnen

f(k,g) =kp(g) = zp(g) " p(g) =z,

dh. f ist surjektiv.
Insgesamt haben wir gezeigt, daft f ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie bis auf Isomorphie alle abelschen Gruppen der Ordnung 2019.
Lésung. Wir kennen bereits die Primfaktorzerlegung von 2019:

2019 =673 - 3.

Nach dem Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen gibt es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der
Ordnung 2019, ndmlich
Z/2019Z 27 /6737 X Z /3 7.
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Aufgabe 5 (Frithjahr 1996). (a) Wie viele Isomorphieklassen von abelschen Gruppen der Ordnung 64
gibt es?

(b) Bestimmen Sie die kleinste natiirliche Zahl n, so daf es genau sechs Isomorphieklassen von abelschen
Gruppen der Ordnung n gibt.

Lésung. (a) Es ist 64 = 25. Die Anzahl der bis auf Isomorphie verschiedenen abelschen Gruppen der
Ordnung 64 ist gleich der Anzahl der Folgen m; > ms > ... > m, > 1 mit my +...m, = 6 (nach dem
Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen).

6=14+14+1+1+1+1
=2+1+1+1+1
=24+2+1+1
=2+4+2+2
=3+1+1+1
=3+2+1
=3+3
=44+1+1
=4+2
=5+1
=6

Also gibt es bis auf Isomorphie genau 11 abelsche Gruppen der Ordnung 64.

(b) Wir verwenden den Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen. Fiir eine Primzahl p gibt es genau
zwei Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung p?: Z /p? und Z /p x Z /p und drei Isomorphieklassen
der Ordnung p*: Z /p®, Z /p* x Z /p und Z /p X Z /p x Z /p, denn

2=141 und 3=14+14+1=2+1

Um auf 6 zu kommen, miissen wir ein Produt aus zwei verschiedenen Primzahlen wéhlen. Sei also p = 2
und ¢ = 3, und n = 2332 = 72. Es gibt sechs Isomorphieklassen der Ordnung 72.

Aufgabe 6 (Herbst 2001). (a) G sei eine endliche abelsche Gruppe, p das Produkt aller Elemente von
G. Zeigen Sie:

{1 falls G kein oder mehr als ein Element der Ordnung 2 hat
p =

a  sonst, wobei a dann das einzige Element der Ordnung 2 von G ist.

b) Zeigen Sie: Jede natiirliche Zahl n # 4 teilt die Zahl ((n — D)2 + (n — 1)L
g

Lésung. (a) Hat ein Element x € G die Ordnung 2, so gilt 22 = 2 oder anders gesagt z = z~*. Fiir alle
anderen Elemente gilt x # 1.
In dem Produkt p fassen wir nun jeweils die beiden Elemente zusammen, die invers zueinander sind, so

dak sie 1 ergeben, also
p=[l+= I[ =

zeG zeG
ord x=2

Gibt es in G keine Elemente der Ordnung zwei, so folgt p = 1. Gibt es genau ein Element a € G der
Ordnung zwei, so folgt p = a.

Angenommen, es gibt in G paarweise verschiedene Elemente ay,...,a,,, m > 2, der Ordnung 2. Wir
zeigen, daft das Produkt a = a; - - - @y, immer = 1 sein muf.Das Produkt ajas hat Ordnung 2, und kann
nicht 1, a1, a2 sein. Also gibt es i € {3,...m} mit ajas = a;. Da a; aber bereits an anderer Stelle des
PRodukts vorkommt, und a? = 1 erhalten wir eine Darstellung von a als Produkt mit m — 3 Elementen.
Nun féhrt man so fort, das Produkt zu verkiirzen. Ist a;a; 1 = a; wobei a; noch weiter hinten im Produkt
vorkommt, so kann man die Darstellung um 3 Elemente verkiirzen. Ist a;a;+1 = a; wobei man a; bereits
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eliminiert hat, so kann man wenigstens a;a;4+1 durch a; ersetzten und verkiirzt die Dartstellung um ein
Element. Man kann sich leicht iiberlegen, daf man so schlieflich erhélt a = a; - --a,, = 1.

(b) Sei n = p > 2 eine Primzahl, dann ist Z /pZ™ eine zyklische Gruppe der Ordnung p — 1 mit genau
einem Element der Ordnung 2, ndmlich —1 = p — 1 mod p. Nach (a) folgt (p — 1)! = —1 mod p, also
(p—1N2+(p-1!'=(-1)2-1=0 mod p, und damit p|((p — 1)) + (p — 1)

Der Fall p = 2 ist trivial.

Sei n nicht prim, schreibe n = plfl - pkm mit paarweise verschiedenen Primzahlen p;. Jeder echte Teiler
von n teilt (n — 1)!, insbesondere dann p%*|(n — 1)! falls m > 1, also n|(n — 1)!. Falls m = 1 und k; > 2,

so sieht man leicht, daR sowohl pf* ' und p das Procukt (p¥* — 1)! teilen. Isngesamt n|(n — 1)! und

al((n—1N2+ (n—1)! = (n— D! ((n— 1! +1).
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