Veronika Ertl Algebra Examenskurs SS 2016 Blatt 7

Hinweis. Die Aufgaben sind aus Staatsexamina fritherer Jahre entnommen. Die in Klammern angege-
bene Punktzahl ist die Punktzahl die damals erreicht werden konnte und ist nur zu Ihrer Orientierung
angegeben.

Aufgabe 7.1 (F14T2A2). In einem kommutativen Ring R sei r € R die Summe zweier Quadrate, also
r = a?® + b? fiir geeignete a,b € R. Zeigen Sie, daR dann auch 2r eine Summe zweier Quadrate ist. (8
Punkte)

Aufgabe 7.2 (F14T3A3). Wir betrachten die Teilmenge R = {a + bi\/2 | a,b € Z} von C.
(a) Zeigen Sie, daf R ein Unterring von C ist. (2 Punkte)
(b) Beweisen Sie, daR R ein euklidischer Ring ist beziiglich der Normfunktion d(«) := |a|?. (5 Punkte)

(c) Geben Sie alle moglichen Faktorisierungen von 8 — iy/2 in irreuzible Elemente von R an (bis auf
Reihenfolge). (8 Punkte)

Aufgabe 7.3 (H14T3A4). Sei w € C\ Q mit w? € Z gegeben. Zeigen Sie:
(a) Z|w] :={a+bw | a,b € Z} ist Unterring von C. (2 Punkte)
(b) Fiir z =a+ bw € Z|w] sei z* = a — bw. Dann ist die Normabbildung

N :Zw) = Z,z — zz*

multiplikativ, d.h. fiir 2129 € Z[w] gilt N(z122) = N(2z1)N(z2). (2 Punkte)
(c) Ein Element z € Z[w] ist genau dann eine Einheit, wenn |N(z)| = 1 ist. (4 Punkte)
(d) Der Ring Z[v/26] besitzt unendlich viele Einheiten. (4 Punkte)

Aufgabe 7.4 (H04T2A2). Gegeben ist der Ring R = Z + Z /—3. Zeigen Sie:
(a) £1 sind die einzigen Einheiten in R.
(b) 2 ist ein irreduzibles Element in R aber kein Primelement.
(¢) R ist keine faktorieller Ring.
(6 Punkte)

Aufgabe 7.5 (HO3T3A2). Sei R der Unterring des Matrizenringes Q**2, der aus Matrizen < g Z )

mit z € Z, a € Q besteht.

(a) Zeigen Sie, dass jedes Primideal von R die Elemente

0 a ..
(O 0) fira e Q

enthilt, und daR diese Elemente ein Ideal N von R bilden, fii das R/N = 7Z gilt.
(b) Bestimmen Sie alle Primideale von R.

(6 Punkte)
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