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Zusammenfassung

Dieses Skript entstand anlésslich des Examenskurs fiir Lehramt Gymnasium an der Universitat
Regensburg im Sommersemester 2016. Es beinhaltet jedoch nicht nur Basiswissen, sondern auch die
zugehorigen Ideen und Beweise, die aus Zeitgriinden in der Vorlesung oft ausgelassen werden miissen.
Die mit * gekennzeichneten Beispiele sind zum Teil aus fritheren Examensaufgaben entnommen.



Inhaltsverzeichnis

|1 Gruppentheorie| 6
(1.1 Gruppen und Untergruppen| . . . . . . . . . . . . o e 6
[L.I.T  Gruppenaxiome]. . . . . . . . . . . ... 6

1.1.2 NEErgruppen| . . . . . . . . e e e e e e 7

[1.1.3  Die Untergruppen von £, Teilbarkeit m Zf . . . . . . ... ... .. ... ... ... 9
[1.1.4  Die Ordnung eines Gruppenelements| . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ... 11

1.2 Operationen von Gruppen aut Mengen| . . . . . . . . .. ... ... Lo 0oL, 12
|1 2.1 Aguivalenzrelationegl .................................... 12

1.2.2 perationen von Gruppen auf Mengen|. . . . . . . .. ... ... 00 L. 13
[1.2.3  Der Satz von Lagrange|. . . . . . . . . . .. 14
[1.2.4  Die Bahnengleichung|. . . . . . . . ... o 16
[1.2.5  Konjugation|. . . . . . . . e 16

(1.3 Homomorphismen, Faktorgruppen| . . . . . ... .. ... . oo oo 18
[1.3.1 Homomorphismen, Normalteiler] . . . . .. ... ... ... ... ... ....... 18
[1.3.2  Beispiele, Bemerkungen| . . . . . .. ... 0o oo 19
1.3.3  Faktorgruppen| . . . . . . . . L 20

1.3.4 Die Faktorgruppen von (Z,+)|. . . . . . . . . .. o 21
[[.375 Die Isomorphiesatze] . . . . . . . . . . . . .. 21
1.3.6  Zyklische Gruppen| . . . . . .. .. ... o o 23

1.3.7 7 /Za als Ring, prime Restklassen| . . . . . . . .. ... ... 24

-direkte Produktel . . . . . . .. .. 28

1L.4.1  Direkte Produktel . . . . . . . . oo 28
11.4.2  Der Hauptsatz fur endliche abelsche Gruppen|. . . . . . . ... ... ... ... ... 29
[1.4.3  Einige Anwendungen|. . . . . . . . ... L 32
[L44  Semidirekte Produktel . . . . . . . .o o i 32

(1.5  FEinige Tatsachen tiber die G,,| . . . . . . . . . . 34
I1.5.1 Zykelzerlegung von Permutationen| . . . . . . . . .. ... o000 34
[1.5.2  Signum einer Permutation|. . . . . . .. ... oL oo 36
11.5.3  Beispiele|. . . . . . . 36
[1.5.4 Die Einfachheit von A,, n >3] . . .. ... ... ... oo o o 37

[[6 Die Satze vOom SYIOW] . .« o v v e e e e e 38
[1.6.1 Beweis der Satze, Folgerungen| . . . . . . . ... ... oo oo, 38
[1.6.2  Anwendungen|. . . . . . . ... e e e e e e 41
11.6.3  Nilpotente Gruppen| . . . . . . . . . . . 43

12 Ringtheorie| 47
[2.1 Allgemeine Tatsachen| . . . . . . . . . . . 47
2.1.1 Ringe, Unterringe, Ideale|] . . . . . . . .. ... o o oo o 47
[2.1.2 Ringhomomorphismen| . . . . . .. ... ... ..o oo 49
RT3 Faktorringe] . . . . . . . . . 50

[2.2  Polynomalgebren| . . . . . . . ... 51
2.2.1 Monoidalgebren, Polynomalgebren| . . . . . . . .. .. ... 000000, 52
2.2.2 Finsetzen von Elementen| . . . . . . . .. o oo 54
[2.2.3  Division mit Rest in R[X|| . . . . . . ... .. . Lo 54

[2.3 Integritatsringel . . . . . . . . L e e e 56




Veronika Ertl Algebra Seite 3 von Iﬁl

[2.3.1 Definition und Beispiele| . . . . . . . ... oo 56
2.3.2  Fuklidische Ringe| . . . . . . . . o 57

2.4 Ringe von Bruchen| . . . . . . . . .o 58
2.4.1 Konstruktion des Quotientenrings| . . . . . . . . ... ... Lo L. 58
12.4.2  Primkorper, Charakteristik] . . . .. ... ... .. ... .. 00000, 61
2.5 Maximale Ideale und Primidealel . . . . . .. .. ... oo 62
2.5.1  Das Lemma von Zornl . . . . . . . . . .. e 62
2.5.2 Maximale Idealel . . . . . . . ..o 62
2.50.3  Primidealel . . . . ..o 63
12.5.4  Kettenbedingungen|. . . . . . . . .. Lo 65

[2.6 Teilbarkeit in Integritatsringen| . . . . . . . . . ... ... L0 66
2.6.1 eilbarkeit, irreduzible Elementel . . . . . . . ..o 000000000 66
2.6.2 Primelementel . . . . . ... 67
2.6.3  Faktorielle Ringe| . . . . . . . . . o 68
2.6.4  Kleinstes gemeinsames Vielfaches und grolster gemeinsamer Teiler| . . . . . . . . .. 69

2.6.5 Primfaktorzerlegung im Quotientenkorper Frac(R)| . . . . . . . . . .. ... .. 71

2.6.6 Faktorielle Polynomringe] . . . . . . . .. .. o oo 72
2.6.7 TIrreduzibilitatskriterienl . . . . . . . .. ..o L 74
2.6.8 Der chinesische Restsatzl . . . . . . . . . . . . .. L o 76

13 Korpertheorie 79
[3.1 Endliche und algebraische Korpererweiterungen| . . . . . . . . ... .. ... ... ... ... 79
B.1.1 Definitionen|. . . . . . . . . e 79
3.1.2  Endliche Korpererweiterungen| . . . . . ... .. ... . o oL, 79
3.1.3  Algebraische Elemente und Erweiterungen|. . . . . . . . ... ..o, 80
3.1.4  Der algebraische Abschluls eines Korpers in einem Oberkorper|. . . . . . . . ... .. 82

[3.2  Zerfallungskorper und normale Korpererweiterungen| . . . . . . . . ... .. ... ... 83
8.2.1 Adjunktion von Nullstellen| . . . . . . ... ... . o oo oo 83
3.2.2  Fortsetzung von Homomorphismen | . . . . . .. .. ... .. oo, 84
18.2.3  Der Zerfallungskorper eines Polynoms| . . . . . .. ... .. ... ... .. ... .. 85
[3.2.4 Normale kirweiterungen| . . . . . . . ... ... ... Lo 87
3.2.5 1e Anza er Einbettungen| . . . . . . . .. 88

[3.3  Separable Korpererweiterungen| . . . . . . . . ... oL o 90
3.3.1 Separable Erweiterungen|. . . . . . . ..o Lo 90
18.3.2  Der Satz vom primitiven Element|. . . . . . . ... ... 0000000, 92
[3.3.3  Kriterien fuir die Separabilitat von Polynomen|. . . . . . .. ... ... ... ... .. 93

B4 Endliche Korper] . . . . . . . o o o o 95
[3.5  Galoiserweiterungen| . . . . . . .. L Lo 96
B.5.1 Definition| . . . . . . . . 96
3.5.2  Der Zugang nach Dedekind und Artin| . . . . . . ... ... oo 0oL 97
3.0.3  Erste Beispielel . . . . . . . oo 99
[3.5.4 Der Hauptsatz der Galoistheorief . . . . . ... ... ... ... ... ... ...... 100
[3-5.55 Komposita als GalolSerWelteIUngen] . . . . « . . o v v v v e e e et e e 103

[3.6  Zerfallungskorper von X™ —af . . . . . . ..o Lo 103
8.6.1 Finheitswurzeln|. . . . . . .. .o 103
13.6.2  Zerfallungskorper von X™ —af. . . . . . .o oo 104
[3.6.3  Kreisteilungspolynome] . . . . . .. ... oo o oo 105
[3.6.4 Verhalten der Kreisteilungspolynome uber endlichen Korpern| . . . . . . . . . . ... 107

[3.7  Weitere Resultate iiber Galoiserweiterungen| . . . . . . . . .. ... ... oL 108
13.7.1  Die Galoisgruppe von Polynomen vom Grad 3und 4| . . . . .. ... ... .. .... 108
13.7.2  Endliche abelsche Gruppen als Galoisgruppen iber Q| . . . . . ... ... ... ... 110
[3.7.3 Das allgemeine Polynom n-ten Grades| . . . . . .. ..... .. ... ......... 111
[3.7.4 Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra nach Artin] . . . . . . . . . . ... .... 113

[3.8  Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikalef. . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 114
8.8.1 Auflosbare Gruppen| . . . . . . . ..o 114
3.8.2  Norm und Spur einer endlichen Galoiserweiterungf . . . . . .. .. ... .. .. ... 116
13.8.3  Zyklische Galoiserweiterungen|. . . . . . . . . ... .. Lo Lo 117

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl Algebra Seite 4 von Iﬁl

3.8.4  Durch Radikale autlosbare Erweiterungen| . . . . . . . .. ... ... ... 119
8.8.50 Beispiele|. . . . . o 123
3.8.6  Konstruktionen mit Zirkel und Lineall . . . . . . ... ... o000 oL 125
[3.9  Der Hauptsatz uber elementarsymmetrische Polynome| . . . . . . . . .. .. ... ... .. 129
3.9.1 Basen in Algebren| . . . . . . .. 129
[3.9.2  Der Hauptsatz tliber elementarsymmetrische Polynome| . . . . . . ... ... ... .. 129
393 Beispield. . . . . . . .. 132
[Literaturverzeichmnisl . . . . . . . . . L 135

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl Algebra Seite 5 von

Danksagung

Algebra gehort seit langer Zeit schon zu den Basiskursen eines Mathematikstudiums, und ist seit geraumer
Zeit auch Teil des Lehrplans fiir Lehramtsstudenten. Es ist ein faszinierendes Fach, das nicht immer
ganz einfach sein kann — aber auf jeden Fall Spaff machen soll. Ich kann mich noch lebhaft an die
Algebravorlesung von Professor Wolfgang Zimmermann an der Ludwig-Maximilians-Universitdt Miinchen
erinnern, die ich damals horte, und die mit zu der Wahl meines Themas und meiner Studienrichtung im
weiteren Studienverlauf beigetragen hat.

Ich weifs es sehr zu schitzen, daf er in mir die Liebe zur Algebra, und zu abstraktem Denken allgemein,
geweckt und gefordert hat und mir eine so umfassende und gute Grundlage fiir mein weiteres Studium
angedeihen hat lassen.

Dieses Skript basiert auf seiner Vorlesung, und will ihm hiermit herzlich dafiir danken, daft es mir zur
Verfiigung steht.

Ich mochte auch David Koniecny danken, der einen groffen Beitrag dazu geleistet hat, Schreibfehler
aus dem Skript auszumerzen.

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Kapitel 1

Gruppentheorie

1.1 Gruppen und Untergruppen

1.1.1 Gruppenaxiome

Definition 1.1.1. Sei M eine Menge und - : M x M — M; (z,y) — z -y = xy eine Abbildung. Wir
betrachten folgende Axiome:

(a) Assoziativitit: Vo, y,z € M: (zy)z = z(yz).
(
(c) Inverses Element: Yz € M3z’ € M: x2’ = e = 2’x. Wir setzen 7! := 2/,

)
b) Neutrales Element: 3le € MVz € M: ex = xz = ze.
)
(d) Kommutativitat: Vz,y € M: xy = yx.

(M, -) heilt Gruppe, falls @, (ED, gelten, abelsche Gruppe, falls zusétzlich @ gilt. (M, ) heikt Monoid,
falls @, (]ED gelten, abelsches Monoid falls zusétzlich @ gilt.

Ist (M,-) Gruppe, dann gilt Vo, y € M:

(zy)” = y =
(™) = z

Definition 1.1.2. Die Zahl |M| € Ny U{oco} heit Ordnung von M.
In abelschen Monoiden (M, +) schreibt man 0 statt e, + statt - und —x statt 2.

Proposition 1.1.3. Sei (M, ) ein Monoid und x1,...,x, € M. Es gilt fir0 < m<n
i=1

i=1  i=m+1
Genauer, multipliziert man {x1, ...z, } in beliebiger sinnvoller Klammerung, dann erhdlt man stets H;L:l T,

Beweis. Induktion nach n. Die Aussage ist klar fiir n = 0,1. Sei also n > 2. Berechnet man das Produkt

bei einer Klammerung, dann erhélt man u - v, wobei u das Podukt von x4, ..., x,;, und v das Produkt von
Tmi1s- - ., Ty ist, jeweils mit einer gewissen Klammerung. Nach Induktionsannahme gilt u = [~ ; und
v=T[}={" xm4;. Bs folgt u-v=[[}_, 2. O

Im Falle z; = 2 V1 < i < n setzt man 2™ := [[;_; z. Dann gilt z"*™ = z"2™ und (2™)™ = ™™ fiir
n,m € Ny. Ist M eine Gruppe, dann setzt man 2" := (z~1)" = (2")~!. Also ist x%Va € Z erkliirt, es gilt
Ya,beZ
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Ist M eine abelsche Gruppe, dann schreibt man ax statt . Dann gilt fiir alle x € M und a,b € Z
(a+bxz = ax+ b,
albr) = (ab)x.
Proposition 1.1.4. Sei (M,-) abelsches Monoid. Fir x1,...,2, € M, n € Ny, 0 € &,, gilt [[}, x; =

[1} 1 2o Firax,y e M, n €Ny gilt (xzy)" = x"y". Ist (M,-) eine abelsche Gruppe, x,y € M, a € Z,
dann (xy)® = xy®.

Beispiele 1.1.5. (a) Sei K ein Korper, dann ist (K, +) abelsche Gruppe, (K, ) abelsches Monoid und
(K\{0},-) abelsche Gruppe.

(b) (Z,+) abelsche Gruppe, (Z,-) abelsches Monoid, (Z\{0}, ) abelsches Monoid, ({1, —1},-) abelsche
Gruppe.

(c) Sei X # ) eine Menge. Die Menge G x aller Bijektionen von X nach X ist beziiglich der Komposition
eine Gruppe, die symmetrische Gruppe von X. Ist X = {1,...,n}, dann setzt man &,, := Sx. Es gilt
|&,| = n!. &, ist nur fiir n = 1,2 abelsch. Die Elemnte der &,, werden in der Gestalt o = (U(S:::Z(n))
geschrieben.

(d) Ist (M,-) Monoid, dann ist M* = {x € M | 32’ € M : za’ = e =’ z} eine Gruppe; sie heifst
Einheitengruppe von (M, ). Speziell (Z,-)* = {1, —1}.

(e) Sind Gy, ..., G, Gruppen (Monoide), dann ist das kartesische Produkt G; x -+ X G,, mit kompo-
nentenweiser Multiplikation eine Gruppe (ein Monoid) (z1,...,2n) (Y1, Un) = (Z1Y1,- - -, TnYn)-

(f) Weitere Beispiele: GL,,(K), SL,(K), Oy, SO, U,, SU,,...
Definition 1.1.6. Sei (M,-) ein Monoid, seien X', ), Z C M nichtleere Teilmengen.
X YV=XY={zeM|recX yec):z=ury}

heifit Komplexprodukt von X und Y. Es gilt (X¥Y)Z = X(YZ). Falls X = {2z}, dann schreibt man z)
statt {z}). Ist (M, ") eine Gruppe, dann sei noch

X t'={zeM|IxecXx z=0"}

1.1.2 Untergruppen

Definition 1.1.7. Eine Teilmenge H eines Monoids (M, ) heifft Untermonoid, falls
(a) e€ H
(b) Vz,y € H ist zy € H

Dann ist H wieder ein Monoid.
Eine Teilmenge H einer Gruppe (M, -) heift Untergruppe, falls zusétzlich gilt

(c) Vxe H:x ' e H.
Dann ist (H,-) wieder eine Gruppe.

Proposition 1.1.8. Sei (G, ) eine Gruppe, H C G eine Teilmenge. H ist genau dann Untergruppe, wenn
e € H undVa,y € H, gilt ty~" € H. Sei H endlich. H ist genau dann Untergruppe, wenn e € H und
Vr,y € H gilt zy € H.

Beweis. Sei H eine Untergruppe. Dann ist fiir z,y € H auch z,y~! € H und damit 2y~ € H, e € H ist
trivial. Es gelte umgekehrt Va,y € H, xy~' € H. Insbesondere fiir x € H, 27! = ex~! € H. Damit auch
fir v,y € H, v,y ' € Hund zy = z(y~ ')~ € H.
Sei H endlich, z € H. Sei ¢ : H — H, y — xy, dann ist ¢ injective: fiir
ryr = wxyz gilt
Y1 = x_lxyl = x_lxyg = Y.
1_

Da H endlich ist, ist ¢ auch surjektiv, also 3z € H : xz = e also ™~ z. O

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik
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Beachte: die zweite Aussage kann falsch sein, wenn H unendlich ist, z. B. (Ng, +) C (Z, +).

Proposition 1.1.9. Sei G eine Gruppe, (H;)ic1 eine Familie von Untergruppen. Dann ist (o ; H; wieder
eine Untergruppe.

Beweis. Vi € I gilt: e € H;, also e € (,o; H;. Sei x,y € (,c; Hy, dann Vi € I ist x,y € H;, also Vi € I,
xy~t e Hy also xy™t € ,c; H;. O

Proposition 1.1.10. Sei G eine Gruppe und X C G eine Teilmenge.
(X) := ﬂ{H | H Untergruppe von G mit X C H}
ist die kleinste (beziiglich Inklusion) Untergruppe von G, die X enthdlt. Es gilt
(X)y={ye G|IneNy,z1,...,2,4 eXuXx! CYy=x1 Ty}t

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweite Aussage, sei K die Menge rechts. Offenbar ist K eine
Untergruppe, die X enthélt. Also gilt (X) C K. Sei H eine beliebige Untergruppe, die X enthélt und
n € No,x1,...,2, € XUX ™! dannist [[[_, ; € H also gilt K C H. Es folgt K C (X). O

Es gilt (0) = {e}. Fiir z € G gilt (z) = ({z}) = {z* | a € Z}; dies ist abelsche Untergruppe von G. Die
Ordnung von (z) heifst auch Ordnung von z, ord(z) = |(x)| € Ny Uco.

Ist (G,+) abelsche Gruppe, x € G, dann ist (z) = {ax | a € Z} = Zz. Ist x1,...,2, € G, dann ist
(@1,...,xn) = {z1,..,zn}) ={y € G| Jar,...a, € Z:y =", a;x;}. Diese Untergruppe, wird mit
Z?=1 Z x; bezeichnet und heiftt Summe der Z z1,...,Zx,.

Definition 1.1.11. G heiftt endlich erzeugt, bzw. zyklisch, falls es eine endliche Teilmenge X C G, bzw.
x € G, gibt, mit G = (X), bzw. G = (z).

Beispiele 1.1.12. (a) Die symmetrische Gruppe

G=6s— {e’a _ <123)’a2 _ (123>’b _ (123>’C <123>’d <123>}
231 312 132 321 213

mit den Relationen a® =e, a ' =a?, ¥’ = =d’>=¢, b ' =b,c ' =¢,d ' =d,ab=d, a’b=c.

ergibt

ord(e)
ord(a) =
ord(b) = ord(c) = ord(d) =

Also: G = {e,a,a? b,ab,a®b}. Kommutatorrelation: ba = ¢ = a?b.

2 o2
(b) Sein>2,a:<0%2@r me# ),bz(l 0 )inOQ.Esgﬂt

sin <& cos <& 0 -1
n n
av = e
a = d firogi<jn

¥ o= ¢

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fir Mathematik
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Relation: ba = a™ b

Untergruppen:
(a) {e,a,...a" '} also ord(a) =n
(b) = {e,b} also ord(b) =2
D, = {ea,a®...,a" ' b,a*b...,a" b} ist Gruppe der Ordnung 2n

Jede zu D,, isomorphe Gruppe heifit Diedergruppe der Ordnung 2n.
Firn =2:

1 0 cosm —sinw 1 0 cosm sinmw
D2—{e7a,b,ab}—{(0 1)’(sin7r cos T )’(0 1>’<sin7r cosw)}

ist abelsche Gruppe der Ordnung 4. Jede dazu isomorphe Gruppe heifft Kleinsche Vierergruppe.
Firn =3:
D3 = 53.

. i 0 0 1.
(c) Sela(o i )’b(—l 0 > in U,. Dann

o (-1 0
s (0 h)

Relationen: b = a2, ba = a3b
Q = {(a,b) = {e,a,a?, a* b, ab,a®b, a®b}

hat Ordnung 8 und heifst Quaternionengruppe.

1.1.3 Die Untergruppen von Z, Teilbarkeit in Z

Fir a € Z ist
(a)=Za=aZ={za|z€Z}

die von a erzeugte Untergruppe von (Z, +). Fiir a,b € Z gilt
ZaCZb&s 3ce€Z:a=ch, bteilt a, in Zeichen b|a.

Es gilt
Za=7b< albAbla<s b= *a.

Proposition 1.1.13 (Division mit Rest). Fir alle a,b € Z, b # 0, gibt es q,r € Z so dafs

a=bg+r und0<r<|b.

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fir Mathematik
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Beweis. Sei ¢ die grokte ganze Zahl < ﬁ Dann gilt 0 < |—Z‘ —q < 1. Fir r = a — q|b| gilt dann

0<r<b und a=|blg+r=>bg+r mitqg==+q.

Eindeutigkeit: Sei
a=bg+r=>0¢+r" mitq, 7 €Z0<r <|b.

Dann
bg—q)=r"—r=lbllg—d|=lr—r[<b=q=q,r=r"

Satz 1.1.14. Jede Untergruppe von (Z,+) ist von der Gestalt Zn mit eindeutigem n € Ny.

Beweis. Seio.E. H # {0} Untergruppe von Z, sei 0 # b € H, so daf |b| minimal ist. Dann ist |b] = £b € H.
Dann gilt H = Z |b].

,Das ist klar.

»C“Seia € H. Dann 3¢,r € Z: a = |blg+r und 0 < r < |b|. Es folgt r = a — |bl¢ € H. Da |b| minimal war
folgt r =0, also a = |b|q € Z1b).

Eindeutigkeit: Sei Zm = Zn mit m,n € Ny. Dann m|n und njm — m = n. O

Definition 1.1.15. Seien aq,...,a, € Z\{0}. Eine Zahl v € Z heifst kleinstes gemeinsames Vielfaches
(kgV) der aj;, falls

(a) fir alle 1 <14 < n gilt a;|v,
(b) fiir alle s € Z gilt: wenn Vi : a;|s dann v|s.
Eine Zahl t € Z heifst grofiter gemeinsamer Teiler (ggT) der a;, falls
(a) fir alle 1 < i < n gilt t]ay,
(b) fiir alle s € Z gilt: wenn Vi : s|a; dann s|t.
Aus (b) folgt jeweils, daff kgV und ggT bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmt sind.

Proposition 1.1.16. Seienas,...,a, € Z\{0}, seient,v € Ny eindeutig bestimmte Zahlen mit (\._; Za; =
Zv, > Za; =Zt. Dann ist v kgV und t ggT der ay,...,a, € Z\{0}.

Beweis. Fiir v: Sei ﬂ?zl Za; =Zv dann ist Zv C Za; fir alle a;, das heift a;|v. Also ist v vielfaches. Sei
$ € Z mit a;|s. Dann Zs C Za;, also Zs C (i—; Za; = Zv. Also v|s und ist somit kleinstes Vielfaches.
Analog fiir t. O

Definition 1.1.17. ai,...,a, heien teilerfremd oder relativ prim, falls >°"" |, Za; = Z ist. Aquivalent
dazu, falls 1 ein ggT der a; ist.

Folgerung 1.1.18 (Lemma von Bezout). ay,...,a, € Z\{0} sind genau dann teilerfremd, wenn es
21, 2n € L gibt mit > | zia; =1

Beweis. ,,=*“Dies folgt aus der Definition.
W= “Gilt Y1 | z;a; = 1, dann ist 1 ein ggT. O

Folgerung 1.1.19 (Lemma von Euklid). Seien a,b,c € Z\{0}. Sind a,b teilerfremd, und es gilt albe,
dann gilt alc.

Beweis. Nach Annahme gibt es z € Z mit bc = az. Nach Bezout existieren z,y € Z mit ax + by = 1.
Multipliziere mit c:
¢ = axc+ bey = axc+ azy = a(xc+ zy)

also alc. 0
Definition 1.1.20. p € N heifst Primzahl, wenn p > 1 ist und in Z keine Teiler aufser £1 und +p hat.

Folgerung 1.1.21. p € N\{0} ist genau dann prim, wenn gilt Va,b € Z : plab = pla V plb.
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Beweis. ,=*“Sei p prim, seien a,b € Z mit p|ab. Falls p|a fertig. Falls p{ a, dann sind p und a teilerfremd.
Es folgt p|b.
»,<=“Sei p = ab mit a,b € Z. Dann gilt p|a oder p|b, also a = £p und b = +1 oder umgekehrt. O

Satz 1.1.22 (Hauptsatz der Elementaren Zahlentheorie). Zu jeder Zahl a € Z\{—1,0,1} gibt es eindeutig
bestimmte r € N, Primzahlen p1 < ... <p, und v1,...,v, € N mit

a==xpit---por.
Beweis. Sei ohne Einschrankung a > 0. Existenz: Induktion nach a. Wenn a Primzahl ist, dann fertig.
Andernfalls gibt es b,c € N\{1} mit a = bc. Da 1 < b,¢ < a sind, und nach Induktionsannahme b, c
Produkt von Primzahlen, ist auch a Produkt von Primzahlen.

Eindeutigkeit: Seien a = g1 - - - qx = ¢ - - - ] zwei Zerlegungen in Primzahlen. Behauptung k& = [ und es
existiert o € & mit ¢; = q;(i). Induktion nach k. Ist k = 1, dann ist / = 1 und ¢; = ¢;. Sei k > 1. Dann
Qklgy -+ - q und 31 < j < It gilg), also gy = gj. Dann q1 -+~ q—1 = H#j ¢;. Nach Induktionsannahme gilt
k—1=1-1undesgibt o:{l,....k—1} = {1,....}\{j} mit ¢ = ¢}, fir 1 <i <k — 1. Dann ist
k =1 und setzt man noch o(k) = j, dann ist o € & mit ¢; = qg(i) fiir 1 <i<k. O

Flexiblere Schreibweise: Sei P die Menge aller Primzahlen. Zu jedem a € Z \{0} existiert eine eindeutig
bestimmte Familie (v,(a))pep von Zahlen in Ny, v,(a) = 0 fiir fast alle p € P, und ¢ € {£1}, mit

a=¢ Hp”P(“).

peP

Folgerung 1.1.23. Fir a,b € Z\{0} gilt a|b genau dann, wenn Vp € P: v,(a) < v (b).
Fir ay,...a, € Z\{0} ist
Hpmax{vp(ai),lgign}

pEP

kgV und
H printvp(a:), 1<isn}
pEP

ggT.

Beweis. ,,=“Falls b = ac, dann ist

c H pup(b) —c H pup(a) H pr(C) —¢ H pl/p(a)-i-l/p(c).

p€EP p€eP p€EP p€EP

Also gilt fiir alle p:vp(b) = vp(a) + vp(c), das heifit v,(b) > v,(a).
»<‘mit ¢ = + HpeP prr(0)=ve(a) gilt b = qe.
Die zweite Aussage ist klar. O

Beispiel* 1.1.24. Sei r € Z Summe zweier Quadrate. Dann ist auch 2r € Z 2 Summer zweier Quadrate.

1.1.4 Die Ordnung eines Gruppenelements

Satz 1.1.25. Sei G eine Gruppe, x € G ein Element mit endlicher Ordnung. Fir n € N sind dquivalent:
(a) n=ord(z) = |[(z)],
(b) (z) ={e,x,...,a" '} und x; # x; firi# j,
(c)Vz€Z:2* =e<nlz,

(d) n=min{k € N|2F = e}.
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Beweis. Zunichst eine Vorbemerkung. Da (z) endlich ist, gibt es k < [ € Z, mit ¥ = 2. Es folgt 2'~% = e.
Sei m € N die kleinste Zahl mit 2™ = e. Dann gilt (z) = {e,z,...,2™ '} und z; # z; fir 0 <i < j < n.
Die Inklusion ,,0“ ist klar. Fiir die Inklusion ,,C* sei z € Z. Dann gibt es ¢, € Z mit z = mq +r,
0<r<m,esfolgt 27 = (x™)9z" =2". Fiir 0<i < j <mgilt j —i <m also 27 7% # e = 2 # 27.

Gilt (a), dann gilt n = m, und (b) und (d) sind gezeigt.

(d) = (c): Sei z € Z mit 2 = e. Dann gibt es ¢,r € Z mit z = ng+r, 0 < r < n. Es folgt
e =" = (z")9z" = z". Also r = 0 und z = nq und weiter n|z. Die andere Richtung ist klar.

(c) = (b): Sei 2z € Z, 2 = ng+r mit ¢,r € Z, 0 < r < n. Dann 2% = (2™)%2". Also (z) = {e,...,a""1}.
Fir 0<i<j<ngiltnfj—i,alsoist 277¢ # e, es folgt z° # x7.

(b) = (a) Klar. O

2mi

Beispiel 1.1.26. Sein € N,( =¢e™» € C. Als Element der Gruppe C* hat ¢ die Ordnung n, also ist (¢) =
{1,¢,...,¢" 1} zyklische Gruppe der Ordnung n. p,(C) = (¢) heift Gruppe der n-ten Einheitswurzeln
von C. p(C) = Upenpin(C) ist ebenfalls Untergruppe von C*.

1.2 Operationen von Gruppen auf Mengen

1.2.1 Aquivalenzrelationen

Definition 1.2.1. Sei X eine Menge. Eine Familie (X;);c; von nichtleeren Teilmengen von X heifit
Partition, falls X = J,.; X; und X; N X; = 0 fiir alle i ¢ 1.

Definition 1.2.2. Sei X eine Menge. Eine Teilmenge R C X x X heift Relation. R heift Aquivalenzre-
lation, falls

(a) Vx € X: (z,2) € R (Reflexivitit)
(b) Vz,y € X: (z,y) € R< (y,x) € R (Symmetrie)
(¢c) Vz,y,2 € X: (z,y) € R,(y,2) € R= (,z) € R (Transitivitit)

Statt (x,y) € R schreibt man x ~g y oder x ~ y. Fir x € X heiit T = {y € X | z ~ y} die
Aquivalenzklasse von z bei R oder ~. Jedes Element y € T heifit Représentant von Z; es gilt 7 = Z.
(Sei ndmlich z € 7 das heifst z ~ y. Wegen y € T gilt y ~ x, auf Grund der Transitivitit also z € T. Dies
zeigt 7 C ZT. Die Umkehrung folgt durch Vertauschen von z und y.)

Die Menge der Aquivalenzklassen wird mit X/R oder X/ ~ bezeichnet. Die Abbildung

7T X > X/ ~axe—T

heiﬁt“kanonische Abbildung. Sie ist surjektiv. Eine Teilmenge X C X heift Transversale von X/ ~, falls
jede Aquivalenzklasse genau ein Element von X’ enthélt.

Proposition 1.2.3. Ist (X;);c; eine Partition von X, dann definiert
z~y:=>del:xyeX;

eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen genau die X; sind.
Ist ~ eine Aquualenzrelation auf X, dann ist X/ ~ eine Partition von X, und die dadurch definierte
Aquivalenzrelation ist ~.

Beweis. Die erste Aussage ist klar. Fiir die zweite Aussage: Zeige zuerst: X/ ~ ist eine Partition: Fiir € X
gilt: x € T, also ist X = UEGX/NE. Selen Z,7 € X/ ~, TNY #D. Sel z € TNy, dann T =% = 7. Also ist
X/ ~ eine Partition. Alles andere ist klar. O
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Beispiel* 1.2.4. Sei X = Z. Fiir x,y € Z sei x ~ y genau dann, wenn bei Division mit 5 der gleiche
Rest bleibt. Anders gesagt © ~ y genau dann, wenn x — y € 5Z. Eine Transversale, oder Menge von
Repsésentanten ist zum Beispiel {0, 1,2,3,4}. Die Aquivalenzklassen sind

0 = 5Z

1 = 1+5%
2 = 245Z
3 = 3+5%
4 = 4+4+5Z

1.2.2 Operationen von Gruppen auf Mengen
Definition 1.2.5. Sei X eine Menge # ), G eine Gruppe. Eine Abbildung

GxX—=X,(g,x)—g-x=gzx

heifit (Links)Operation von G auf X, falls

(a) fir alle z € X gilt ex = x;

(b) fiir alle z € X und g1, 92 € G gilt g2(g12) = (9192)x.
Die Operation heifft transitiv, falls es fiir alle z,y € X ein g € G gibt mit y = gx.

Aus den Axiomen folgt, daf eine Operation gesehen werden kann als Gruppenhomomorphismus
Y:G— Gx

zwischen G und der Symmetriegruppe der Menge X.
Proposition und Definition 1.2.6. Sei - : G x X — X eine Operation.

(a) Durch
r~ysdgeGigr=y

wird auf X eine Aquivalenzrelationrelation definiert. Die Aquivalenzklasse von x € X ist T = Ga =
{gz | g € G}. Sie heifit Bahn von x bei ~ oder -. Eine Transversale von X/ ~ heifit auch Transversale
der Operation -.

(b) Fir x € X ist Gy = Stabg(z) = {g € G | gr = z} eine Untergruppe von G. Sie heifit Stabilisa-
toruntergruppe oder Isotropieuntergruppe von x. x € X heifst Fixpunkt der Operation, falls fiir alle
geGygilt gr==x
(& Gr={z} G=G,)

Ist X" C X eine Teilmenge von X, dann heifit Gx = Stabg(X') = (,cx, G» Stabilisatorunter-
gruppe von X'.

Beweis. Zu (a): ~ ist Aquivalenzrelation: Reflexivitit: Da ex = 2 gilt = ~ .

Symmetrie: # ~ y genau dann, wenn es g € G gibt mit gz = y. Dann ist = (g7 'g)z = g~ (92) = g~y
also y ~ x.

Transitivitdt: z ~ y und y ~ z genau dann wenn es g,h € G gibt mit gr = y und hy = z. Dann ist
(hg)x = h(gz) = hy = z, also x ~ z.

Aquivalenzklasse von z: y €T o r~y < 3geG:gr=y <y € G.

Zu (b): G, ist Untergruppe: Da ex = z ist, ist e € G,. Sei g,h € G, dann ist gr = x = hz, also
(gh)x = g(hx) = gz = x. Damit ist also gh € G,. Ist g € G, dann ist gr = z, und x = g~ 'z, also
g leaq,. O

Die Operation ist genau dann transitiv, wenn es genau eine Bahn gibt.
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Beispiele 1.2.7. (a) Sei X # 0 eine Menge, G C Gx eine Untergruppe. Dann ist
GxX— X (o,2)— o(x)

eine Operation.
Speziell X = {1,2,3}, G = S3. Dann ist G.1 = G.2 = G.3 = X, also ist die Operation transitiv. Sie

.
o - (11 1)
o - ((211)

(b)XR%GS%{(@W —sme |0§g0<27r)}.Dannist
sing  cosyp

N NN W
W W = W NDWw

SO, x R?* = R?, (A, z) — Az
eine Operation mit Gy = G, G, = e fir x # 0.
1.2.3 Der Satz von Lagrange
Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G. Wir betrachten die Rechtsoperation
G x H— G,(z,h) — zh
von H auf G. Die Aquivalenzrelation auf G dazu ist:
r~ysdheH:zh=yss'ye Hey 'aec H
Die Bahn von x ist T = xH; sie heifst Linksnebenklasse von H in G reprasentiert durch z. Es gilt also
tH=yH e zr~yeazlyecH.

Die Menge aller Linksnebenklassen von H in G wird mit G/H bezeichnet. Eine Transversale von G/H
oder ~ heifit Linkstransversale von H in G.
Bei der Linksoperation
HxG— G, (h,z) — hz

erhiilt man die Aquivalenzrelation
t~ysdheH: hr=ysyr ‘e Hsay e H
Die Bahn von x ist T = Hz, sie heifst Rechtsnebenklasse von H in G represantiert durch z. Es gilt
Hr=Hysz~y&syr ' € H

Die Menge aller Rechtsnebenklassen von H in G wird mit H\G bezeichnet. Eine Transversale von H\G
heiftt Rechtstransversale von H in G.

Proposition und Definition 1.2.8. Die Zuordnung
G/H — H\G,zH + Hz ™!

ist eine bijektive Abbildung. Die Zahl [G : H] = |G/H| = |H\G| € NU{oo} heifit Index von H in G.
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Beweis. Wohldefiniert und injektiv: eH =yH © 2 'y € H e Hax~' = Hy L.
Surjektiv: Ist klar. O

Ist H = {e}, dann ist zH = {z} fiir alle x € G, also
G/H = {{z},z € G},
und G — G/H,x — {x}, ist bijektiv. Insbesondere ist [G : H| = |G|. Ferner ist [G: H|=1< H = G.
Satz 1.2.9 (Lagrange). Sei G endliche Gruppe, H C G Untergruppe. Dann gilt
Gl =G 1] |H]

Insbesondere sind [G : H] und |H| Teiler von |G|.

Beweis. Sei x1,...,x, Transversale der Linksnebenklassen von H in G, das heifst
i=1

disjunkte Vereinigung. Es gilt: fiir alle ¢ ist die Abbildung H — x;H, h — x;h bijektiv. Es folgt

Gl ="l = S |H| = nlH| = [G: H] - |H].
=1 =1

O
Folgerung 1.2.10. Seien H, K Untergruppen von G mit K C H. Dann gilt
[G:K]=|[G: H|[H: K].
Genauer: Ist x1,...,T, bzw. y1,...ym eine Linkstransversale von H in G bzw. von K in H, dann ist
(xiyj) 1<i<n eine Linkstransversale von K in G.
1<j<m
Beweis. Es gilt G = Ji_, z;H und H = |J;", y; K, also
G:UinyJ U xzyj
i=1 j=1 1<ign
1<j<m
disjunkt, denn Linksmultiplikation mit z; ist injektiv. O
Folgerung 1.2.11. Sei G eine endliche Gruppe, x € G. Dann gilt ord(x ||G| Insbsondere z!¢l = e.
Beweis. Es gilt ord(z) |’|G\ O

Folgerung 1.2.12. Sei G Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl p ist. Dann hat G keine Untergruppe
aufer {e} und G. Auperdem ist G zyklisch und fiir alle e # x € G gilt G = (x) = {e,z,..., 2P}

Beweis. Ist H C G eine Untergruppe, dann
[HI[|G] = p.
Also gilt |[H| =1 oder |H| = p, also H = {e} oder H = G. Sei e # x € G, dann ist (x) # {e}, also

G=(z)={e,x,...,xP7 1}
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1.2.4 Die Bahnengleichung
Satz 1.2.13. Sei X endliche Menge, G endliche Gruppe, G x X — X, (g,x) — gx eine Operation.

(a) Fir alle x € X ist die Abbildung
G/Gy = Gz, gG, — gx

bijektiv. Insbesondere gilt |Gz| = [G : Gy).
(b) (Bahnengleichung) Ist T C X eine Transversale der Bahnen, dann gilt
X =) [G:G.l.
zeT
Ist Xy die Menge der Fixpunkte, dann gilt
X = 1Xol + ) [G:Ga).

z€T\ X0
Beweis. Zu (a): Wohldefiniert und injektiv:
9G, =g G, =g 'd €G, e g ' dr =0 gz =gz

Surjektivitét ist klar.
Zu (b): Die Vereinigun X = (J, ., Gz ist disjunkt, also

X =) |Gz =[G :G.l.
zeT zeT
Es gilt,
re€Xo & |Ge| =[G :G,] =1

also
X =Xo|+ Y [G:Gal.
z€T\ Xo
O

Folgerung 1.2.14. Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im Satz. Wenn alle [G : G|, v € T\ Xy
durch eine Zahl d € N\{1} teilbar sind, dann ist | X| — | Xo| durch d teilbar.

1.2.5 Konjugation

Sei G eine Gruppe, u € G. Die Abbildung

Ky : G — Gz — uzu"

heifit Konjugation mit u. Wir betrachten die Operation

G x G = G, (u,r) — uzu™'.

Es gilt exe ™! = 2 und v(uzu= vt = (vu)x(vu)~?! fiir alle u,v € G, also definiert dies in der Tat eine
Operation. Die Aquivalenzrelation dazu ist:

r~yeIueG:urut =y;
dann heifen = und y konjugiert. Die Aquivalenzklasse von z ist

C, = {uru™" :u € G}.

Sie heifst Konjugationsklasse von z. Allgemein heiflen XY C G konjugiert, wenn es u € G gibt mit
uXu =Y.
Die Stabilisatoruntergruppe von z € G ist

{fueG:urut =z} ={ueG:ur=azu}

Sie heifft Zentralisator von = in G und wird mit C¢g(x) bezeichnet.
x € G ist genau dann Fixpunkt obiger Operation, wenn Cg(x) = G, dh. uz = zu fiir alle u € G.
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Definition 1.2.15. x € G heifst zentrales Element, falls fiir alle ©u € G gilt uxz = zu. Die Menge aller
zentralen Elemente Z(G) ist eine Untergruppe (denn Z(G) = (1, Ca(x)). Sie heifit Zentrum von G.

2

3

Beispiel 1.2.16. &3 = {e,a,a?,b,ab,a®b} mit a = ( ; i’ ) und b = ( 1 g g ), ba = a?b.

Konjugationsklassen:

Ce = A{e}
C. = A{a, az} denn bab = a?; das sind die Elemente der Ordnung 3
Cy, = {b,ab,a’h} denn a 'ba = ab, a=%ba® = ba = a’n, dies sind die Elemente der Ordnung 2

Zentralisatoren: Diese sind Untergruppen von &3, haben also Ordnung 1,2, 3 oder 6.

Ce,(e) = 63
Cs,(a) = {e,a,a®} nicht-triviale echte Untergruppe, denn a vertauscht mit sich selbst, aber nicht mit b
= COe,(a?)
Cs,(b) = {e,b} nicht-triviale echte Untergruppe, denn b vertauscht mit sich selbst, aber nicht mit a
Cs,(ab) = {e,ab} nicht-triviale echte Untergruppe, denn ab vertauscht mit sich selbst, aber nicht mit a
063(ab) = {e,a,a®} nicht-triviale echte Untergruppe, denn a?b vertauscht mit sich selbst, aber nicht mit a

Zentrum: Z(G) = {e}.
Beachte: In einer Konjugationsklasse haben alle Elemente die gleiche Ordnung, denn
1)k

T e

Satz 1.2.17. Ist C, die Konjugationsklasse von x, dann gilt
Ca| =[G : Ca()].

Klassengleichung: Sei S eine Transversale der Konjugationsklassen in G\Z(G), dann gilt

Gl =12(G)| + )G : Co(s))-

seSs

Beweis. Dies ist ein Spezialfall von der Bahnengleichung, Satz O

Definition 1.2.18. Sei p eine Primzahl. Eine endliche Gruppe heiflt p-Gruppe, falls es n € N gibt mit
‘G| — pn_

Beispiel 1.2.19. Die Quaternionengruppe der Ordnung 8, die Diedergruppen Ds,,,n > 1 sind 2-Gruppen.

Satz 1.2.20. Sei G eine p-Gruppe. Ist G # {e}, dann ist Z(G) # {e}.
Beweis. Mit den Bezeichnungen des vorherigen Satzes gilt
Gl = 1Z(G)| + Y _[G : Ca(s)).
seS

Fiir s € S gilt 1 # [G : Ca(s)]||G|, also p’[G : Cia(s)]. Da auch p‘|G| gilt, folgt p|Z(G). Da e € Z(G) gilt
|Z(G)] > 1, also | Z(G)| = p. O
Proposition 1.2.21. Sei G eine Gruppe. Wenn es x € G gibt mit G = (Z(G)U{z}), dann ist G abelsch.

Beweis. Nach Voraussetzung hat jedes Element von G die Gestalt y2® mit y € Z(G) und a € Z. Hieraus
folgt die Behauptung. O

Folgerung 1.2.22. Sei p eine Primzahl. Jede Gruppe der Ordnung p? ist abelsch.

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung p?. Nach Satz [1.2.20]ist Z(G) # {e}. Es folgt |Z(G)| € {p,p*}.
Falls |Z(G)| = p?, dann ist Z(G) = G also G abelsch. Falls |Z(G)| = p, dann sei € G\ Z(G). Dann gilt
Z(G) € (Z(G), ), also gilt G = (Z(G), z) und nach Proposition [1.2.21] G abelsch. O

=
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1.3 Homomorphismen, Faktorgruppen

1.3.1 Homomorphismen, Normalteiler

Definition 1.3.1. Seien G und G’ Monoide. Eine Abbildung f : G — G’ heifst (Monoid))homomorphismus,
falls

(b) fir alle z,y € G: f(zy) = f(z)f(y).

Ein Homomorphismus f : G — G’ heift Isomorphismus (Endomorphismus, Automorphismus), falls f
bijektiv (G = G’, G = G’ und bijektiv) ist. G und G’ heifen isomorph, in Zeichen G = G’, wenn es einen
Isomorphismus G — G’ gibt.

Proposition 1.3.2. Ein Homomorphismus f : G — G’ ist genau dann Isomorphismus, wenn es einen
Homomorphismus f': G' = G gibt mit fo f/ =idg und f' o f =idg. Dann gilt f' = f~1.

Beweis. Die Richtung ,,<="“ist klar.
Fiir die Implikation ,,=“zeigen wir, daf die Umkehrabbildung f’ : G’ — G ein Homomorphismus ist.
Zunéchst gilt

&) =1(fle)) =e
Weiterhin gilt fiir all 2/,y" € G’
FHE) ) = FU @) ) =2y = f(f(@"y).
Da f injektive ist, ergibt das f/(z') - f'(y) = f'(2'y"). O

Proposition 1.3.3. Seien G,G’ Gruppen. f : G — G’ ist genau dann Homomorphismus, wenn fir alle
2,y € G f(xy) = f(x)f(y). Dann gilt auch fiir alle x € G f(z=1) = f(z)~ L.

Beweis. ,,<=": Das ist klar.

~=“ Esgilt f(e) = f(e-e) = f(e)f(e), also f(e) =¢€'.
Dann gilt fiir x € G: f(e) = f(zz~!) = f(z)f(z1) also f(x~!) = f(x)~L. O

Ein Monoidhomomorphismus zwischen Gruppen heiftt auch Gruppenhomomorphismus.
Proposition 1.3.4. Sei f : G — G’ Gruppenhomomorphismus.

(a) Ist H Untergruppe von G, dann ist f(H) Untergruppe von G'. Ist H' Untergruppe von G’, so ist
f~Y(H") Untergruppe von G. Insbesondere istim(f) = f(G), das Bild von f Untergruppe von G, und
ker(f) = f~1(e), der Kern von f Untergruppe von G. Auflerdem ist fiir alle v € G, xker(f)z™1 =

ker(f).

(b) f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) = e. f ist genau dann surjektiv, wenn im(f) = G.

Beweis. Zu (a): f~1(H’) ist Untergruppe von G: f(e) =€’ € H' also e € f~1(H').
Sei z,y € f~1(H'), also f(x), f(y) € H' und

flay™) = f@)fly™") = fa)fly) " € H'

also zy~' € f71(H").
Sei K = ker(f), x € G. Fir y € K gilt

flaya™) = f2) f(y)f(a™") = flz)ef(2) ™ =

also zyz~! € ker(f).
Zu (b): Wie bei Vektorrdumen. O

Definition 1.3.5. Sei G Gruppe. Eine Untergruppe N C G heifst Normalteiler oder normale Untergruppe,
wenn fiir alle z € G xNz~! = N, geschrieben N < G.

Nach Proposition sind Kerne von Gruppenhomomorpismen Normalteiler.
Sei N C G Untergruppe.
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(a) NaGe&VzeG:zNz ! C NeVreG:aN=Nr & Vz € G:aN C Nz
(b) N<G < N ist Vereinigung von Konjugationsklassen

Proposition 1.3.6. Ist (N;);c; eine Familie von Normalteilern, dann ist (,.; N; Normalteiler.

icl
Beweis. Wie bei Gruppen. O
Proposition 1.3.7. Sei f: G — G’ Gruppenhomomorphismus.
(a) Ist N' G’ dann ist f~1(N') < G.
(b) Ist f surjektiv und N <G, dann ist f(N)<G'.
Beweis. Fiir (b): Sei z € N, y € G, dann existiert x € G mit f(z) = y. Es gilt
yf(2)y~! = f@)f(2)f(@)7" = fzza™") € f(N)

also yf(N)y=! C f(N). O

1.3.2 Beispiele, Bemerkungen

Sei H C G eine Untergruppe, dann ist H — G, x + x ein Homomorphismus. Sind G, G’ Gruppen, dann
heikt G — G’, x — €’ trivialer Homomorphismus.
Sei - : G x X — X eine Operation. Fiir g € G sei

lg: X = X,z — gz.
Mit [,-1 = lg_l. Damit haben wir die Abbildung
l:G—=6x,9g—1,.
Sie ist Gruppenhomomorphismus, das heifst Iy, 0 lg, = lg,4,. Es gilt
ker(l) ={g € Glly=1dx} ={9 € GVz € X : gr =2} = Gx
die Stabilisatorgruppe von X. Insbesondere Gx < G. Wendet man dies auf die Operation
GxG—G,(g,x)— gx
an, erhélt man:
Satz 1.3.8 (Cayley). Die Abbildungl: G — Sq, g 1, ist injektiver Homomorphismus.
Beweis. Es gilt: ker(l) = {g € G|Vx € G : gx = x} = {e}. O
Ein weiterer Spezialfall: Fiir u € G ist
Ky G — G,z — uzu™!

ein Automorphismus, denn

1 1

ru(ry) = uryu™" = uzu"uyu”t = k()0 (y)

-1 _
und Ky, © = Ky-1.

Sei Aut(G) die Menge aller Automorphismen von G. Dies ist Gruppe beziiglich der Komposition.
k:G— Aut(G),u — Ky

ist ein Gruppenhomomorphismus. Es gilt ker(x) = Z(G). Insbesondere ist Z(G) < G.
Ist ¢ : G — S x ein Gruppenhomomorphismus, dann ist G x X — X, (g,x) — ©(g)(z) eine Operation.
Ist G abelsch, dann sind alle Untergruppen von G' Normalteiler.
Die Normalteiler von &3 sind {e}, S, << ; g i’ >>
Ist H C G Untergruppe vom Index 2, dann ist H < G: Fir « € G\H gilt G = HUxzH = HU Hz
disjunkt, also tH = Hz, fir x € H gilt tH = H = Hx.
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1.3.3 Faktorgruppen
Satz 1.3.9. Sei G Gruppe, N <G.

(a) G/N ist bei der Verkniipfung
G/N x G/N = G/N,(xN,yN) — NyN = ayN
eine Gruppe mit Neutralelement eN = N und Inversem (xN)~' =2~ 'N fiir tN € G/N.

(b) Die Abbildung
m:G— G/N,x— xN

ist Gruppenhomomorphismus mit kerm = N.

G/N mit dieser Verkniipfung heifit Faktorgruppe von G nach N, oder Faktorgruppe von G modulo N.
7 heiflt der kanonische Homomorphismus.

Beweis. Zu (a): Es gilt da N Normalteiler ist
rsNyN = xzyNN = zyN.
Dies ist unabhéngig von den Repréasentanten, da ausz; N = x3N und y; N = yo N folgt
211N = 21 Ny1 N = 2o Nyo N = 29ys N
und assoziativ da
aN(yNzN) =xzN(yzN) = 2(yz)N = (xy)zN = (zyN)zN = (xNyN)zN.
Zu (b): 7 ist Gruppenhomomorphismus, da
n(zy) = 2yN = 2NyN = n(z)m(y).

kerm = N, da
m(x)=N&ozN=N&zxeN.

Sei N 4 G. Es gilt |G/N| =[G : N]. Ist G abelsch, dann auch G/N. Fiir die Aquivalenzrelation
z~y<s N =yN
schreibt man oft z =y mod N sprich ,,x kongruent zu y modulo N*.

Proposition 1.3.10. Die Untergruppen (Normalteiler) von G/N sind genau die Teilmengen H/N wobei
H Untergruppe (Normalteiler) von G ist mit N C H.

Beweis. Sei 7 : G — G/N der kanonische Homomorphismus. Sei H C G Untergruppe von G mit N C H.
Dann ist N < H Normalteiler, und n(H) = {hN : h € H} = H/N wird Untergruppe von G/N. Ist
zusatzlich H <« G, dann ist H/N <G/N.
Sei andererseits U C G/N Untergruppe. Dann ist 7~!(U) Untergruppe von G mit N C 7~ (U), und
es gilt
U=nr"Y(U)=7""U)N,

wobei bei der ersten Gleichung ,,D“klar ist; fiir ,,C"sei N € U, dann 7(z) = 2N € U = z € 7 1(U) =
xN = 7(z) € = Y(U). Ist zusiitzlich U < G/N, dann ist 7= 1(U) < G. O
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1.3.4 Die Faktorgruppen von (Z,+)

Proposition 1.3.11. Sein € Ny, 7: Z - Z /Zn, z+— z + Zn der kanonische Homomorphismus.
(a) Fiir n =0 ist 7 Gruppenisomorphismus.

(b) Sein>0.Z/Zn=1+Zn)y={r+7Zn:0<r<n} ist zyklische Gruppe der Ordnung n.
Die Abbildung
ds Zd/Zn

ist eine Bijektion von der Menge der Teiler d € N von n auf die Meng der Untergruppen von Z | Zn.
Gilt n = dd’, dann hat Zd/Zn die Ordnung d', es gilt

Zd|/Zn = {z+Zn:d(2+7Zn)=0=0+Zn}
Zd/Zn = 7/Zd

(¢) Ist n eine Primzahl, dann hat Z | Zn keine Untergruppe aufler {0} und Z / Zn.

Beweis. Zu (a): Das ist klar.

Zu (b): Z / Zn ist zyklisch: Fir z € Z gilt 2(1+Zn) =0+Zn < 2+Zn=0+Zn < z € Zn < n|z.
Alsoist n=ord(1+Zn) und Z/Zn=(14+Zn)y={r+Zn:0<r <n}.

Die Abbildung d — Zd/Zn ist eine Bijektion: Es gilt d|n < Zn C Zd. Fiir d|n ist Zd/Zn Unter-
gruppe von Z / Zn, und nach der Proposition ist jede Untergruppe von Z /Zn von dieser Gestalt.
Also ist die Abbildung definiert und surjektiv. Ist n = dd’, dann ist ord(d + Zn) = d’, denn

2(d+Zn)=04+Zn< 2d+Zn=0+7Zn < nlzd & d|z.

Also hat Z d/Zn die Ordnung d’. Insbesondere ist die Abbildung injektiv.
Esgilt Zd/Zn={2z+Zn :d (z2+7Zn) =0}, denn

d(z+7Zn)=0+Znsn|dz<dzez2+ZneZd/Zn.

Die Abbildung Z /Zd" — Zd/Zn, z+ Z d — zd + Zn ist Isomorphismus.
Zu (c): Dies folgt aus (b). O

Schreibweise: Sei a € Z. Statt x =y mod Za (& x—y € Za < a|r —y) schreibt man £ =y mod a.
Beispiele 1.3.12. Z / Z 4 hat die Untergruppen {0}, Z2/Z4 =7 /Z2 und Z | Z 4.
Z | Z 6 hat die Untergruppen {0}, Z2/726 =7 /Z3,Z3/Z6 = Z /2, und Z | Z6.
1.3.5 Die Isomorphiesatze
Satz 1.3.13. Sei f : G — G’ Gruppenhomomorphismus.

(a) Ist NaG mit N C ker(f), dann existiert genau ein Homomorphismus f': G/N — G’ mit f = f'om,
das heif$t, das Diagramm

kommutiert.

(b) (Homomorphiesatz) Es gibt genau einen injektiven Homomorphismus [ : G/Ker(f) — G’ mit
f = f"om wobei m der kanonische Homomorphismus ist, das heifit, das Diagramm

G/ ker(f)
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kommutiert. Insbesondere ist

I G/ ker(f) — im(f), zker(f) = f(z)
Isomorphismus.
Beweis. Zu (a): Gibt es f’ wie behauptet, dann gilt
f(@)=f om(zx) = f'(z'N). (1.3.1)
Wir setzen f'(zN) = f(z) fiir 2 € G. Dies ist unabhiingig von der Wahl des Repréisentanten, denn
aN=yN=z"'ye N Cker(f) = e= f(z"ly) = f(z™)f(y) = f(&) " f(y) = f(z) = [(v).
# ist Homomorphismus, da
f'(aNyN) = f'(zyN) = f(zy) = f(2)f(y) = f'(@N) [ (yN).
Kommutativitiit des Diagrams:
flon(z) = f'(&N) = f(z)Vz € G.

Zusammen mit (1.3.1)) zeigt dies gleichzeitig die Eindeutigkeit.

Zu (b): Wir wenden (a) auf N = ker(f) an. Dann ist f’ injektiv:
f'(@N)=¢" = f(z) =€ = x € ker(f) = zker(f) = ker(f) = N.
Da im(f) = im(f’) ist dann f’ : G/ ker(f) — im(f) Isomorphismus. O

Folgerung 1.3.14. Sei G Gruppe.
1. Isomorphiesatz: Sei H C G Untergruppe und N <G Normalteiler. Dann ist HN = NH Untergruppe
von G, N<HN. HNN < H, und die Abbildung

H/HNN — HN/N,hHNN — hN

ist Isomorphismus.
2. Isomorphiesatz: Seien M <G, N <G Normalteiler mit M C N. Dann sind M <N, N/M <« G/M
Normalteiler, und die Abbildung

G/N — (G/M)/(N/M),xN — (xM)(N/M)
ist Isomorphismus.
Beweis. 1. Isomorphiesatz: Sei 7 : G — G/N der kanonische Homomorphismus. Dann gilt
7 in(H) = HN.

,D% folgt aus 7(HN) = m(H); ,C* sei € 7 'n(H) dann existiert h € H, so da 7(z) = 7(h), also
existiert h € H mit N = hN, also x € HN. Also ist HN Untergruppe von G. Da fiir alle h € H gilt
hN = Nh,ist HN = NH. N < HN ist klar. Sei

v:H — HN/N,h+ hN.

v ist Homomorphismus mit kerv = H N N. Insbesondere ist H N N < H. Offenbar ist v surjektiv. Nach
Homomorphiesatz ist dann
vV :H/HNN — HN/N,hHNN — hN

Isomorphismus.

2. Isomorphiesatz: M <N und N/M <« G/M sind klar. Seien

G5 G/ME (G/M)/(N/M)
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sie kanonischen Homomorphismen. v ist surjektiv. Es gilt ker(vm) = N, denn
vr(z) =v(eM) = (eM)(N/M) = N/M < M € M/N & z € N.
Nach Homomorphiesatz ist
G/N = (G/M)/(N/M),xN + (xM)(N/M)
Isomorphismus. O

Sind Ny, ..., Ni Normalteiler von G, dann auch Ny - -+ Ny: Nach Folgerung und Induktion ist Ny - - Ny,
Untergruppe von G; fiir x € G gilt: Ny -  Nyz ™! = N1z 'oNy -2 "Ny~ = Ny - - Ny

1.3.6 Zyklische Gruppen
Satz 1.3.15. Sei G Gruppe.

(a) G ist genau dann zyklisch, wenn es n € Ny gibt, mit G 2 Z / Zn. Ist G zyklisch, dann sind auchdie
Unter- und Faktorgruppen von G zyklisch.

(b) Sei G = (g) zyklisch von der Ordnung n € N. Die Abbildung
d > (g)

ist eine Bijektion von der Menge der Teiler d € N von n auf die Untergruppen von G. Ist n = dd’,
dann hat (g%} die Ordnung d', es gilt (¢g%) = {x € Glz? = e}.

Beweis. Zu (a): ,="“Sei G zyklisch mit G = (g) = {¢?|z € Z}. Die Abbildung
2 -G z—g°
ist ein surjektiver Homomorphismus, es gibt n € Ny mit ker(f) = Zn. Nach Homomorphiesatz ist
[ Z)Zn— G z2+Znw g*

Isomorphismus.
,,<="Sei andererseits
h:Z]Zn— G

ein Isomorphismus. Da Z /Zn von 1+ Zn erzeugt wird, wird G von h(1 + Zn) erzeugt.
Sei G = (g), f : Z — G wie oben und H C G eine Untergruppe. Dann ist f~1(H) eine Untergruppe von
7Z, also gibt es m € Ng mit f~1(H) = Zm. Da f surjektiv ist, gilt

H = ff~)(H) = f(Zm) = (g").

Ferner G/H = (¢H).

Zu (b): Sei G = (g) von der Ordnung n, sei ' : Z /Zn — G,z+Zn — g* der Isomorphismus aus (a).
Unter f’ entsprechen die Untergruppen von G genau den Untergruppen von Z / Z n. Letztere sind genau
die Zd/ Zn, wobei N > d|n. Da f'(Zd/Zn) = (g?) ist, ist die erste Behauptung gezeigt. Fiir n = dd’ hat
Zd/ Zn die Ordnung d’, also auch (g?). Fiir z € Z gilt

() =eo2d +Zn=0+Zn < njzd < dlz < g° € (g%).

Folgerung 1.3.16. Fiir eine Gruppe G # {e} sind dquivalent:
(a) Die Ordnung von G ist eine Primzahl.
(b) Es gibt eine Primzahl p mit G 2 Z | Zp.

(c) G besitzt keine Untergruppen aufler {e} und G.
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Beweis. (a)=(c): Das ist gezeigt (Lagrange).

(c)=(b): Fiir e # g € G gilt {e} # (9) C G, also (g) = G. Nach dem vorhergehenden Satz ist |G| = p
eine Primzahl. Dann ist G 2 Z / Zp.

(b)=(a): Das ist klar. O

Definition 1.3.17. Eine Gruppe G heift einfach, wenn G # {e} und G aufier G und {e} keine Normalteiler
enthalt.

Folgerung 1.3.18. Die einfachen abelschen Gruppen sind bis auf Isomorphie genau die 7/ Zp, p prim.

Folgerung 1.3.19. Sei p prim, G Gruppe der Ordnung p*. Dann gilt entweder G = 7 | Zp?, oder 7 =
Z]ZpXxZ]Zp.

Beweis. Wir wissen, daf G abelsch ist nach Folgerung [1.2.22] Falls fiir alle e # 2 € G gilt ord(z) = p: sei
e#x,y € Gmity € G\(x). Da (x) und (y) die Ordnung p haben, gilt

(r) N (y) = {e}.

Wir zeigen: die Abbildung B
h:Z)ZpxZ/Zp— G,(@,b) — x%"

ist Isomorphismus, dabei ist a=a +Zp und b= b+ Zp.

h(<61751> + (62,52)) = h(a1 +527B1 -‘rgg)

= h(a1 +a2,b1 +b2)

— za1+02yb1+b2

— 0102 ybl yb2

= % yb1$a2yb2 = h(algl)h(ag,gg).
h ist injektiv: Aus h(a,b) = e folgt x*y® = e also 2 = y~° € (z) N (y) = {e}, das heift 2 = 3® = ¢ und
es muf gelten pla,b in anderen Worten a,b € Zp oder a = b = 0. Also (@,b) = (0,0).
Da beide Seiten p? Elemente haben, ist kA Isomorphismus.

Gibt es € G der Ordnung p?, dann ist G = (z) und es gibt einen Ismorphismus
7] Zp* — (x).

1.3.7 7Z/Za als Ring, prime Restklassen
Proposition 1.3.20. Seia € Z.
(a) Z ] Za ist beziglich der Multiplikation

Z]ZaxZ|Za—1Z]Za,(x+Za,y+Za)—zy+Za
abelsches Monoid mit neutralem Element 1 + Z a.

(b) Z ] Za ist beziglich +, - ein kommutativer Ring mit Einselement (abelsche Gruppe beziglich +, abel-
sches Monoid beziiglich -, und es gilt das Distributivgesetz).

Beweis. Zu (a): Wohldefiniert: Sei 1 + Za = 9 + Za und y1 + Za = ya + Z a, dann folgt x1 — x5 und
Y1 — Y2 € Za, also
T1y1 — Taye = (1 — T2)y1 + (Y1 — y2)72 € Za,
also
r1y1 +Za = xz2ys + Za.
Das Priifen der Axiome ist Routine.
Zu (b): Distributivgesetz:

Z({+72) =7(y+2)=z(y+2) =2y +22 =27 + 7%
O
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Proposition 1.3.21. Seien ay,...a, € Z\{0} paarweise relativ prim.

(a) (Chinesischer Restsatz) Die Abbildung

Z/Za1~--ar—>HZ/Zai,§»—>(E,...,E)

i=1
ist ein Ringisomorphismus.
(b) Zay---a, =2i_, Za;. Insbesondere ist a1 -+ a, ein kgV der ay,. .., a,.

Beweis. Sei

VL= [[2/)Zai, 2 ... 7).

=1

Dies ist Homomorphismus beziiglich + und -, es gilt ker¢ = (),_, Z a;. Es gilt auch ker¢) = Za; - - - a,:
O st klar.

»C*  Induktion nach r. Der Fall r = 1 ist klar. Sei » > 1 und ¢(z) = (z,...,%) = (0,...,0). Nach
Induktionsannahme ist z € Zas - - - a,, d.h. es gibt x € Z mit z = zas - - - a,. Aulerdem z € Zay, d.h. es
gibt y € Z mit z = ya;. OBdA. sei z # 0. Es folgt

Yyay = xag - ayr

also
ap|xrag - - -y

und mit Euklid a;|x, d.h. es gibt 2’ € Z mit x = 2’a;. Dann ist
z=2'a;--ar €EZay--ay.
Nach Homomorphiesatz ist die Abbildung
VW :Z/Zai-a, —>HZ/Zai,51—> (Z,...,2)
i=1

injektiver Gruppenhomomorphismus. v’ ist auch Monoidhomomorphismus beziiglich -. Da beide Seiten
lay - - - a,| Elemente haben, ist ¢’ auch surjektiv. O

Definition 1.3.22. Fiir a € Z /{0} sei (Z / Z a)* die Einheitengruppe des Monoids (Z / Za,-). (Z | Z a)*
heifst prime Restklassengruppe modulo a.

Proposition 1.3.23. Sei a € Z\{0}. Die Abbildung
h:AwW(Z/Za)— (Z]Za)",a— al)
ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Fiir a € Aut(Z/Za) sei h(a) = a(1) =7, o 1(1) = 5. Dann ist 1 = a la(l) = o 1(7) =
a 1 (@1) = xa~1(1) = 7y. Also ist h(a) € (Z/Za)*.

Um zu zeigen h ist Homomorphismus: seien « und 8 € Aut(Z / Za), h(a) = (1) =z, h(B) = (1) = 7.
Damn h(§ 0 a) = (8 0 a)(T) = A(z) = 28(T) = o7 = 77 = I = h(B)h(a).

Inverses von h: Fir = € (Z/Za)* seilz : Z/Za — Z ] Za,Z — Zx. Dies ist ein Automorphismus, und
die Abbildung T — Iz ist invers zu h. O

Folgerung 1.3.24 (Aus dem chinesischen Restsatz). Seien ay,...,a, € Z\{0} paarweise Teilerfremd.
Dann ist die Abbildung
V(L) Zaya.) = [[(Z)Za:)* 2 (7,...,7)
i=1

Gruppenisomorphismus.
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Beweis. Sei ¢ die Abbildung aus dem Chinesischen Restsatz. Es gilt Z € (Z /Za; - - a,)* genau dann,
wenn es 2’ € Z gibt mit zz’ =1 mod a; ---a, genau dann, wenn fiir alle ¢ gilt 2z’ = 1 mod a;. Also
V(Z)=(Z,...,2) € [[;_,(Z ) Za;)*. Klar ist ¢’ injektiver Gruppenhomomorphismus.
¢’ ist auch surjektiv: Sei (Z1,...,%,) € [[\_,(Z/Za;)*. Dann gibt es (Z},...,7.) € [[\_,(Z/ Za;)* mit
T,T; = 1 in Z /Za;. Nach Restsatz existiert zz’' € Z/Zay - --a, mit ¢¥'(z) = (Z1,...,T,) und ¢'(z’) =
(Z},...,T.). Es folgt
V(E2) =9 (@E(E) = (T, 7))@ 7)) = (L., 1) =9/(T)

alsozz’ =1. Alsoist z€ (Z/Zay - -a,)*, ¥(Z) = (T1,...,Tr). O
Proposition und Definition 1.3.25. Sein € N. Fir x € Z sind dquivalent

(a) x+Zn e (Z]Zn)*,

(b) ©+Zn erzeugt die Gruppe (Z | Zn,+),

(c) ord(z + nZ) = n,

(d) n und x sind teilerfremd.

Die Anzahl der x € N, 1 < x < n die (a)-(d) geniigen, wird mit p(n) bezeichnet. Die Abbildung ¢ : N — N
heifst Eulersche Funktion.

Beweis. ,(a) < (d) “ Es gilt x + Zn € (Z/Zn)* genau dann, wenn es &’ € Z gibt mit z2’ =1 mod n
genau dann, wenn es ',y € Z gibt, mit za2’ + yn = 1. Nach Bezout dquivalent zu (z,n) = 1.

»(b) & (c) “ Klar.

s(a) & (b) “ Es gilt T € (Z/Zn)* genau dann, wenn es 2’ € Z gibt mit 2'Z = 1, genau dann, wenn
1 € (7) genau dann, wenn Z / Zn C (T) genau dann, wenn (T) = Z / Zn. O

Beispiel 1.3.26.

= O = O RN NN =

Also Z | Z4 erzeugt durch 1,3, Z / Z 6 erzeugt durch 1,5. Fiir n > 2 ist ¢(n) gerade. p(n) = n — 1 genau

dann, wenn n prim (,,<= “ Das ist klar. ,= “ sein n nicht prim, dann gibt es k,I € N\{1}: n = kI, also
p(n) <n—2.)

Satz 1.3.27. (a) Sind ay,...,a, € N paarweise teilerfremd, dann gilt
par---a,) =[] elai).
i=1
(b) Ist n =p{* -+ pr mit p1 <...<p, und v; €N, dann ist

o) = [ o~ 1) = n [[(1 - L.
i=1 i=1 Pi
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(c) FirneN gilt

n= Z p(d).

0<d|n

Beweis. (a) Nach der Folgerung zum Restsatz gilt (Z / Zay -+~ a,)* = [[;_(Z ) Za;)*, also gilt p(ay -+ - a,) =

p(ar) - - p(ar).
(b) Sei zuerst n = p” mit p Primzahl, v € N. Fiir z € N, 1 < = < p”, gilt: z,p” sind nicht teilerfremd,
genau dann, wenn p|z genau dann, wenn es 1 < y < p”~ ! gibt mit = py. Es folgt

(p¥) =p” —p" .

Ist n = pi* - p¥% dann
T T
o 1
o) =TI = 1) =n]] (1—>-
i=1 i=1 pi

(c) Fir n € N und d € N mit d|n sei X4 die Menge aller Elemente der Ordnung d von Z /Zn. Dann
Z]Zn= Ud|n Xy disjunkt. Da Z / Zn zu jedem d|n genau eine Untergruppe der Ordnung d enthélt, ist

| X4 = o(d). Es gilt
=3 Xl = 3 el
d|n

d|n
O
Proposition 1.3.28. (a) (Euler) Sind n € N und a € Z\{0} teilerfremd, dann gilt
a?™ =1 mod n.
(b) (Kleiner Satz von Fermat) Ist p prim, a € Z, dann gilt
a’? =a mod p.
Falls p’a ist letzteres trivial.
Beweis. (a) Sind n, a teilerfremd, dann gilt a + Zn € (Z /Zn)*, also gilt
(a+Zn)¥"™ =14+7Zn
das heifit a¥™ =1 mod n.
(b) Falls pta, dann gilt
a®» =1 modp
nach (a). Es folgt
a’? =a mod p.
Falls p|a ist letzteres trivial. O

Wenn n € N und a € Z\{0} teilerfremd sind, dann setzt man ord,,(a) = ord(a+Zn). Nach Proposition
gilt ord,, (a)|¢(n).

Proposition 1.3.29. Sein € N. Z /Zn ist genau dann Korper, wenn n Primzahl ist.

Beweis. ,,<*: Sei n Primzahl. Dann ist Z / Z n kommutativer Ring mit 1 # 0, und (Z / Zn)* = (Z / Zn)\{0}
ist Gruppe. Also ist Z / Zn Korper. B B
»= “ Sei Z /Zn Korper. Dann ist n > 1. Wire n = kl mit k,l € N\{1}, dann wire k # 0 # [, aber

kl =7 = 0, Widerspruch. O

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl Algebra Seite 28 von m

1.4 Direkte und semi-direkte Produkte
1.4.1 Direkte Produkte

Seien G4, ..., G, Gruppen, G :=[]/_; G; das kartesische Produkt. Fiir 1 <4 < r hat man die Homomor-
pismen

pi : G — Gy; (x1,...,z,) = x; (Projektion)
¢ :Gi—G; z—(e,...,e,x,e,...e) (Inklusion)

Sei G; = q:(Gy).
Proposition 1.4.1. (a) Die G; = qi(G;) sind Normalteiler von G.
(b) Fiiri < j ist jedes Element von él mit jedem Element von C:'j vertauschbar.
(¢c) G=Gy--- G,
(d) GiN(Gy-Gi1Gipr -~ Gr) = {e} fiir1 <i <r.
Beweis. Zu (a): Es gilt G; = (i ker(p;).
Zu (b): Fiir i < j gilt: ¢;(x)g;(y) = (e,...,e,x,e...,e,y,e,...,e) = q;(y)g(z).
Zu (¢): (x1,...,zr) = q1(z1) - - q1(2).
Zu (d): Das ist klar. O
Proposition 1.4.2. Fir eine Gruppe G und Untergruppen Hy, ..., H, sind dquivalent:
(a) Hy,...,H, sind Normalteiler mit
G=H,---H, und H;N(Hi1...H.)={e}
firl<i<r.

(b) Die Abbildung

f:HHi_>G7(x17"'7$7")*—>171~~x,.

i=1

ist Gruppenisomorphismus.
(c) Firl<i<j<r, z; € H, ; € H; gilt:
TiTj = T;jT;
und jedes Element x € G hat eine eindeutige Darstellung
rT=x1--x, mitz; € H;.
Definition 1.4.3. Gelten diese Aussagen, dann heiflt G direktes Produkt der H;, man schreibt
G=H; x---xH,=x_H,.

Im Fall einer abelschen Gruppe (G, +), schreibt man
G=Ho& - &H =H.
i=1
Beweis. ,(a) = (¢) ““Firl1<i<j<r, z; € H;, z; € Hj gilt

J

I
vix; = (v
-1
J

z; e '2:)z; € H; da beide Summanden in H; (Normalteiler)

= =;'(z;'2;x;) € H; da beide Summanden in H; (Normalteiler),
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das heifst

x;llexixj cH,NH; CH;N (Hi+1 .. .HT) = {6}

Also
Tilj = Tjls.
Sei z € G, dann gibt es x; € H; mit x = x1 -+ x,. Ist auch = &} - - - 2. mit z} € H;, dann ist
xlno.z == Il"'zr
_ -1 -1 -1 -1
eylay = (wo--exp) (2l -oexh ) =woxh -cxexl € HiyN (Hy--- Hg) = {e}

T T

Also 21 = «}. Induktiv folgt x; =  fiir alle 1.

»(c) = (b) “: Das ist klar.

»(b) = (a) “ Sei H = [[_, Hi, seien die H; wie vorher. Sei f: [[/_y H; = G, (x1,...,@,) — 1 --- &, ein
Isomorphismus. Dann sind die H; = f (I}Z) ebenfalls Normalteiler von G. Ferner gilt

G=f(H)=f(H - H)=f(H) - f(H)=H-H

und

Hy O (Higy - Hy) = () O (f(Hi) - f(H) = f (B0 (Hisn - Hy)) = f{e}) = {e}.

1.4.2 Der Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen
Definition 1.4.4. Sei (A, +) abelsche Gruppe, p eine Primzahl. Dann ist

Ay ={zx€eA|IkeN:prz=0}
eine Untergruppe von A. Sie heiflt p-Komponente von A.

Proposition 1.4.5. Sei A endliche abelsche Gruppe, |A| = n = p{*---ptr mit r € Ng, p1 < -+ < pp
prim, vi,...,v, € N. Sei A, = A, jeweils die p;-Komponente. Dann A = A1 @---® A, (Primarzerlegung).

Beweis. Die Zahlen ¢; = Hj# p;j sind teilerfremd, also gibt es u; € Z mit 2;1 u;q; = 1. Fir z € A gilt

T
= uigx
i=1
und es gilt:
P uigir = unz = 0,

also u;q;x € A;. Somit A=A+ + A Seil<i<r,z € A4;N(Aix1+...+ A.). Dann gibt es k € N
mit p¥x = 0, ferner [ € N mit (p;11---p,.)lz = 0. Es gibt u,v € Z mit pfu+ (piy1---pr)'v = 1. Es folgt

z = pfux + (pit1 - pr) oz = 0.
Esfolgt A=A19--- P A,. O

Proposition 1.4.6. Sei A endliche abelsche Gruppe, A = B ® C mit Untergruppen B,C. Es gebe p prim
und v € N mit pB =0, pt|C|. Dann ist B = A,.

Bewets. ,,C “: Klar.
»D “ Seix € Ay, plo =0. Es gibt £, u € Z mit p'& +|Clu=1.Sei z =b+ cmit b € B, ¢ € C. Dann

z = p'éx +|Cluz = 0+ |C|u(b+ ¢) = |Club € B.
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Proposition 1.4.7. Sei A eine endliche abelsche Gruppe, p prim, mit A, = A. Ferner sei B = Zb
eine zyklische Untergruppe mazximaler Ordnung p™ von A. Dann gibt es eine Untergruppe C von A mit
A=BaoC.

Beweis. Induktion nach [A : B]. Falls [A: B] = 1, dann setze C' = 0. Sei also [A: B] > 1 und ¢ € A\B.
Dann gilt

ord(c + B)‘ ord(c) ‘p"
also gibt es r € N, 1 < r < n mit ord(c + B) = p". Wir zeigen: es gibt eine Untergruppe D, der Ordnung
pvon A mit BN D =0.
Beweis dazu: Da p"c € B, gibt es s € Z mit p"c = sb. Es gilt

0=ptc=p" "sb= p"{p”frs = p’|5 = p|s =3s' €Z:s=ps.
Es folgt
p"c = ps'b also p(p" e — s'b) = 0.
Wegen ¢ ¢ B gilt
d:=p tc—sb¢ B,
insbesondere d # 0, also ord(d) = p. Sei D = Zd, dann |D| = pund BN D = 0.
Induktionsschritt: Es gilt (B+ D)/D = B/BN D = B, also ist (B + D)/D Untergruppe der Ordnung

p" von A/D. Fir x € A gilt
ord(z + D)| ord(z)|p".

Es gilt [A/D : (B+ D)/D] < [A: B], also gibt es nach Induktionsannahme eine Untergruppe C' C A mit
D C C mit
A/D=(B+D)/D&C/D.

Es folgt A=C+ B+d= B+ C. Aufierdem folgt (B+ D)NC = D, es folgt BNC C BN D = 0. Damit
ist A= B @ C gezeigt. O

Proposition 1.4.8. Sei A eine endliche abelsche Gruppe, p prim mit A = A,. Es gibt s € Ng, by,...,bs €
A und nattrliche Zahlen k1 > --- > ks > 1 mit

A=Zb & - ®Zb, ord(b;) =p".

Hat man auch s' € No, by, ..., b, € Aund k| > --- >k, e N mit A =7V, ®---ZV., und ord(b;) = p*i,
dann gilt s = s’ und k; = k.. Insbesondere gilt Zb; = Z.b;.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung A # 0, Zb; zyklische Untergruppe maximaler Ordnung p*'. Nach Pro-
position gibt es eine Untergruppe C C A mit A = Zb; @ C Fertig falls C = 0. Andernfalls gibt es

wegen |C| < |A| nach Induktionsannahme Elemente b, ...,bs € C, und natiirliche Zahlen kg > -+ > kq
mit C = Zby @ --- @ Zb, und ord(b;) = p*+, 2 < i < s. Es folgt A=7Zby @---®Zbs, und ky > --- > k,
und ord(b;) = p¥i. Die Eindeutigkeit folgt aus Proposition m O

Proposition 1.4.9. Sei A endliche abelsche Gruppe A = @;_, Zz; = EB:/:lZa:Q mit ord(z;) = a; €
N\{1}, mit as|as_1|..;|a1, ord(z}) = a) € N\{1}, mit a}|a,_,|...|a}. Dann gilt s = &', a; = a.
Insbesondere Zx; = Z ;.

Beweis. Rechenregel: Sei 0 # x € A,0+# a € Z, d = ged(a,ord(x)). Dann gilt ord(ax) = %}T) (Beweis

davon: Sei a = dd’, ord(x) = dm. Dann sind o' und m teilerfremd. Fiir z € Z gilt: zax = 0 genau dann,
wenn ord(z)|za genau dann, wenn m|za’ genau dann, wenn (nach Euklid) m|z. )

Es gilt a1 A = 0, insbesondere a1z} = 0, also a’1|a1. Da ebenso a1|a’1, folgt a1 = af. Es folgt s = 1 genau
dann, wenn s’ = 1. Sei s,s' > 1 und ohne Einschrinkung s < s'.

Behauptung: a; = a;. Beweis durch Induktion. Es gilt a; = a}. Es gelte a; = a} fiir 1 <i <1< s. Dann

s s’

/

aj+1A = @Zal+1xi = @Zalﬂxi.
i=1

i=1
Nach Induktionsannahme und der Rechenregel oben gilt ord(a;12;) = ord(a;412}) fiir 1 < i < I. Also
ap1z; = 0 fiir [ +1 < i < s, insbesondere aj412],; = 0 also aj|a;+1. Da ebenso aji1aj,; folgt

A = a1
Insgesamt folgt a; = af und s = ¢'. O
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Satz 1.4.10 (Hauptsatz fiir endliche abelsche Gruppen). Sei A endliche abelsche Gruppe, |A] = n =
pyt - pir, r € Ng, Primzahlen py < --- < p,, und v; € N. Dann gibt es b;; € A, 1 <i<r, 1<j<sy,
und natirliche Zahlen kiy > ... 2 kis, > 1 mit

ros;
Az@@Zbij und ord(bij)zpf“ firl <i<r,1<j<s;.

i=1 j=1
Diese Zerlegung ist eindeutig.

Beweis. Die Existenz der Zerlegung folgt aus den Propositionen und Die Eindeutigkeit folgt
aus den Propositionen [T.4.6] und [[.4.9] O

Proposition und Definition 1.4.11. Sei G eine beliebige endliche Gruppe. Die Zahl m = min{k €
N |Va € G : 2% = e} ist kgV der Zahlen ord(z), x € G. Insbesondere ist m Teiler von |G|. Die Zahl m
heifit Exponent von G.

Beweis. Es gilt 2™ = e, also ord(m)’m fir alle ¢ € G. Sel z € Z mit z* = e fiir alle £ € G, dann ist
z=mgq+r mit qgr € Z, 0 <r < m, und es folgt 2" = e fiir alle z € G, also wegen Minimalitit von m
r =0 und z = mgq, dh. m’z. O

Beispiele 1.4.12. Der Exponent von &3 ist 6. Der Exponent von Z /Z2 x Z / 7.2 ist 2.

Folgerung 1.4.13. Sei A endliche abelsche Gruppe, m der Exponent von A.
(a) Es gibt a € A mit ord(a) = m.
(b) A ist genau dann zyklisch, wenn |A| =m.

(Beide Aussagen sind fiir nichtabelsche Gruppen falsch.)

Beweis. Zu (a): Mit den Bezeichnungen des Hauptsatzes gilt: m = p]fl’l . 'plf“. Seia="0by1 + -+ bp1.

Es gilt ord(a) = m, denn fiir z € Z gilt

zazO@ViE{1,...,T}:Zbi1:0<i>‘7i:pf“

z & mlz.
Zu (b): ,= “ Das ist klar. ,,<= “ Sei a € A mit ord(a) = m. Dann folgt A = (a). O

Folgerung 1.4.14. Sei A endliche abelsche Gruppe der Ordnung n, sei d € N mit d’n. Dann besitzt A
eine Untergruppe der Ordnung d.

Beweis. Sei A = 695:1 Z x; mit ord(z;) = p;”*, wobei die p; nicht notwendig verschiedene Primzahlen sind,
w; € N. Sei d € N, d|n. Bs gibt u; € No, 0 < u; < w; mit d = [[i_, pi*. Sei B = @,_, Zp}"" “'z;. Da

K2

Beispiele 1.4.15. Abelsche Gruppen bis auf Isomorphie:

n=4 Z/Z2xZ]72 , Z]ZA4

n=6 Z/Z2xZ/L3~7]76

n=8 Z/Z2xZ/L2xZL|L2 , Z]ZAXZ|ZL2
n=12 Z/Z2xZ/L2xZ|L3=T7]/72xT/T6

Y AVA
. L)ZAXZ|Z3=TL]L12

Beachte: in einer zyklischen Gruppe A der Ordnung p”, p prim, v € N gibt es keine Untergruppen
B#0,C#0mit A=BaoC.
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1.4.3 Einige Anwendungen
Satz 1.4.16. Sei K ein Korper. Jede endliche Untergruppe von (K\{0},-) ist zyklisch.

Beweis. Sei G endliche Untergruppe von (K\{0},-), m der Exponent von G. Es gilt 2™ = 1 fiir alle x € G.
Da das Polynom X™ —1 € K[X] hochstens m Nullstellen in K hat, gilt |G| < m. Da auch m‘ |G| ist, folgt
|G| = m, also ist G zyklisch. O

Folgerung 1.4.17. Seip Primzahl. Z / Zp ist Korper, (Z | Zp)* ist zyklisch von der Ordnung p — 1.
Beispiele 1.4.18.

z/z2)* = {1}

Z/z3)* = {1,2}=(2)

(Z/z4) = {1,3}=(3)

(Z)25)* = {1,2,3,4} = (2) 27 /Z4 hat ¢(4) = 2 Erzeugende: 2,2° =3

(Z)Z7)* = {I,...,6} = (3) hat ¢(6) = 2 Erzeugende: 3,3 =5

(Z)78)* = {1,3,5,7} X7 /Z2x 7 /Z2 ist nicht zyklisch, da alle Element # 1 Ordnung 2 haben

Satz 1.4.19 (Satz von Wilson). Ist p Primzahl, dann gilt (p —1)! = —1 mod p.

Beweis. Die Elemente in (Z /Zp)* sind genau die Nullstellen des Polynoms X?~! —1 € Z / Zp[X]. Also
gilt
x-1= ] x-2

ZE(Z/Zp)*
Es folgt —1 = [lzez/2p= T also (p— 1) = —1 mod p. O

Folgerung 1.4.20. Sei p prim. Ist p > 2, dann gilt

(5 1)!)2 = (-1)* mod p.

Ist p=2, oder p=1 mod 4, dann gibt es x € Z mit 2> = —1 mod p.
Beweis. Sei p > 2. Es gilt

== () (- (B5) ooy = co e (2 < o |

also ((”%1)!)2 (-1)*%" mod p.
. . . — 2
Sei p = 2, dann ist 1 = —1 mod 2. Ist p = 1 mod 4, dann ist % ungerade, also ((u)') = (-1)

mod p, wihle x := (%)!. O

1.4.4 Semidirekte Produkte

Beobachtung: Ist G eine Gruppe, H C G eine Untergruppe und N < G Normalteiler, dann ist NH = HN
Untergruppe. Fir z,2’ € N und y,y’ € H, gilt

wya'y' = wya'y " yy'
und es gilt yz'y~ € N, also zyz'y~! = zr,(2') € N, und yy’ € H.

Proposition und Definition 1.4.21. Seien F,G Gruppen und 7 : G — Aut(F') ein Homomorphismus.
Die Menge F x G ist Gruppe beziiglich der Multiplikation

(z,9)(2",y") = (27 (y) (@), yy).

Dabei ist (e, e) das neutrale Element, es gilt (x,y)™t = (r(y~1)(z~ 1),y ). Die so definierte Gruppe heifit
dufSeres Semidirektes Produkt von F' und G beziiglich 7. Sie wird mit F' X, G bezeichnet.
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Beweis. Assoziativitdt der Multiplikation:

((z,y)(a"y)) («",y") =
,( y')y")

T(y( ) yy'y"))

2'm(y") (")) y(y'y"))

z,y) (2'7(y") ("), y'y") = (z,y) (", y) (2", y"))

(z7(y)
(z7(y)
= (27(y)
(z7(y)
(z,9) (

Fir das Inverse:

(@, 9) () @™),y™h) = (ar@)(r(y™) @),y ) = (@™ yy7) = (ee).

Es gilt: F' x,; G = F x G genau dann, wenn 7 trivial ist, das heift fiir alle y € G ist 7(y) = idp.
Man hat die Gruppenhomomorphismen

@ :F—>Fx;G, xw (x,€)

QQZG—>F><7-G, y'_>(@7y)

p:Fx,G—=G, (z,y)—y

Dann ist

F = q (F) =F x {e} = ker(p) < F x, G Normalteiler

G = ¢(G)={e} x G CF x, G Untergruppe

und es gilt F x, G = F-G = G-Fund FNG = {(e,e)}, denn (x,y) = (x,€)(e,y). Ferner gilt
@) q1(2)q2(y) ™t = q1(7(y)(x)) fiir alle x € F und y € G.

Umgekehrt gilt:

Proposition 1.4.22. Sei G eine Gruppe, N <G, H C G Untergruppe mit G=NH = HN und NNH =
{e}, sei H — Aut(N) definiert durch r(y)(x) = yxy~! fir x € N, y € H. Dann ist

f:Nx,H—=G, (x,y) = xy
ein Gruppenisomorphismus. Deshalb heifst G inneres semidirektes Produkt von N und H.

Beweis. r ist sinnvoll, denn fiir y € H, x € N, gilt k(y)(z) = yzy~* € N. Es gilt: k(y) = Hy‘N.
f ist Homomorphismus, denn

F (@)@ y) = fasy) (@), yy') = flaya'y " yy') = zyx'y 'y’ = zya'y’ = f(z,y) f(2,y).
f ist injektiv:
flz,y)=e=>ay=e=>z=y" ENNH=A{e} =z=y=edh (z,y) = (ee).

f ist surjektiv:
Vge GIx e Nyye H:g=uzy= f(z,y).

O

Beispiel 1.4.23. Konstruktion #uferer semidirekter Produkte. Sei m,n € N\{1}, » € Z mit
r™ =1 mod n, dh. ord,(r)|m. Dann ist

p:L]2n—7Z]ZLnZ—TZ
Homomorphismus mit p™ = idz /z,. Also ist p € Aut(Z /Zn) und ord(p)’m. Die Abbildung

T:2)Zm — Aut(Z/Zn),g— pY
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ist Gruppenhomomorphismus, explizit
TH)(x) = p¥(T) =TT

firyeZ/Zm,T €Z/Zn. Sei
G=Z]Znx,Z]Zm.

In G gilt

(57 y)(f/7yl) = (f + ij/7y + y/)’
neutrales Element ist (0,0), Inverses ist (Z,7)"! = (=7 ¥Z, —y). Seien a = (1,0), b = (0,1), dann ist
ord(a) = n und ord(b) = m, ferner bab~! = a” (iquivalent dazu: ba = a"b). Es folgt G = {a’d’ | 0 < i <
n—1,0<j<m—1}. Auberdem (a) <G, G = (a)(b) = (b){a), (a) N (b) = {e}. G ist genau dann abelsch,
wenn 7 =1 mod n, dh. wenn 7 trivial ist. Spezialfall: 1 #n € N, m = 2 und r = —1. Dann ist

Z]Znx,7]22=/{ea,...,a" " bab,...,a" b} mit ord(a) = n,ord(h) = 2,ba = a" " 'b

die bereits bekannte Diedergruppe der Ordnung 2n.

1.5 Einige Tatsachen iiber die G,

1.5.1 Zykelzerlegung von Permutationen

Definition 1.5.1. 0 € &,, heiftt Zykel der Lange k oder k-Zykel, wenn es paarweise verschiedene Elemente
ai,...,ar € {1,...,n} gibt, so daf

ola;) = a1 fur 1 <i<k,
olay) = a1,
o) = a fuirze{l,...,n}\{a1,...,ar}

Man schreibt jetzt dafiir
g = (al...ak).

Die Menge der ay, ..., a; heilt Trager des Zykels 0. Zweizykel heifsen Transpositionen.

1 2 3 4 5 6

Beispiel 1.5.2.(7:(3 549 1 6

) = (13425) € &4

Es gilt 0 = (a1 ...ax) = (ai,...agay ...a;—1) fir 1 <i < k, sowie 07! = (ay ... a1). Zwei Zykel heifien
disjunkt, falls ihre Trager disjunkt sind; dann gilt o7 = 70. Ein k-Zykel hat die Ordnung k, denn

o= (a10(ar)...c" Yay))

alsoistok:idundoi;éaj fir0<i<j<k.
Fir o = (a1...ax) gilt
o= (arax) - (a1a2).

Also ist o Produkt von k£ — 1 Transpositionen. Fir 7 € &,, gilt
ot = (1(a1) ... 7(ar)),

denn

ror1r(a;) = {Ta(ai) =71(a;y1) furi<k }

To(ax) = 7(a1) fir i =k
Satz 1.5.3. Seio € S,,.

(a) Es gibtr € Ny und disjunkte Zyklen o1, ...,0, mitc = o1 ...0.. Eine solche Darstellung ist eindeutig
bis auf Reihenfolge.

(b) ord(o) ist kgV der ord(c;), 1 <i<r.
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Beweis. Zu (a): Die Identitét ist Produkt von 0 Zyklen. Sei also o # id. Wir betrachten die Operation

(o) x {1,...,n} = {1,...,n}, (0%,i) = o= (4).

Seien By, ..., B, die Bahnen mit mehr als einem Element, |B;| = k;, b; € B; und G; C (o) die Stabilisa-
toruntergruppe von b;, 1 <7 < 7.
Wir untersuchen zuniichst die Behauptung B; = {b;, o(b;), ...,0%~1(b;)}: Wir wissen, daR die Abbildung
<J>/Gz — Bi, UZGZ' — O'Z(bi) bl_]ekth ist. Also ist [<O’> : Gl] = k; und <U>/GZ = {Gi,UGi,. . .O'k'i_lGi}.
Die Behauptung trifft also zu.
Sei o; = (bio(b;)...o%~1(b;)) fiir 1 < i < r. Dies sind disjunkte Zyklen, es gilt ¢ = oy --- 0,, den beide
Seiten bewirken auf {o!(b;) | 1 <i < r,0 <1 <k;} und auf {1,...,n}\ U B; dasselbe.
Eindeutigkeit: Sei auch o = p; - - - p, eine Zerlegung mit paarweise disjunkten Zyklen p1, ..., ps, sei C; der
Tréiger von p;, m; = |Cj|, ¢; € C;,1 < j < s.Dann p; = (¢jpj(ci)...p" 7 (cy)) = (cjo(cj)...c™i Y ey)),
also ist Cj eine Bahn unter der Operation von (o). mit mehr als einem ELement. Also sind die C; genau
die Bahnen mit mehr als einem Element. Es folgt 7 = s und nach eventueller Umindizierung gilt B; = Cj,
1 <4< r, und damit o; = p;.

Zu (b): Sei 0 = 01...0, wie in (a), sei m € N kgV der ord(ai). Fir z € Z gilt 0* = 0f...0

z
T

und 0% bewegt hochstens die Elemente des Trégers von o;. Es folgt, 0% = id genau dann, wenn fiir alle
i€ {l,...,r} of =id, genau dann, wenn ord(c |z genau dann, wenn ord(c; ’z genau dann, wenn m’z
Es folgt m = ord( ). O

Folgerung 1.5.4. Seioc € &, 0 = 01 ...0, Zerlegung in paarweise disjunkte Zykel, die Lange von o; sei
ki. Dann ist o Produkt von y_._, (k; — 1) Transpositionen.

Beweis. o; ist Produkt von k; — 1 Transpositionen. O
. . (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10\ _
Beispiele 1.5.5. (a) 0 = ( 9 1 479386 5 10 ) = (12)(34786)(59)

(b) Sei p prim, o = (a; ...a,) ein p-Zykel. Dann sind auch o2, ...,0P~! p-Zyklen, denn diese Elemente
haben alle Ordnung p. Dagegen: fiir o = (1234) ist o2 = (13)(24).

Definition 1.5.6. Sei 0 = 07 - - - 0, Zerlegung in paarweise disjunkte Zyklen, k; = ord(o;), k1 = -+ = k;.
Dann heifst (k1,...,k,) Typ von o.

Satz 1.5.7. Zwei Permutationen sind genau dann konjugiert, wenn sie denselben Typ haben.

Beweis. Eine Richtung ist klar: Sei 0 = 07 - - - 0, Zerlegung in disjunkte Zyklen, p € &,,, dann ist

pop~t = porp~tpoep~ o ponpt
ebenfalls Zerlegung in disjunkte Zykel, es gilt ord(po;p~t) = ord(c;) fiir alle 4.
Umgekehrt: Seien 0,7 € &,, mit Zerlegung in disjunkte Zyklen ¢ = o1---0, und 7 = 71 --- 7 mit
ord(o;) = ord(r;). Sei oy = (a1 - .- ik, ), 7i = (b1 ... bi,) Wir definieren « € &,, durch

a:{a; |[1<i<n1<j<k} — {bj;|[1<i<rl<j<k}
alay) = by
a:{1,...,n}\{a;; : 4,5} — {1,...,n}\{ai; : 4,7} eine beliebige Bijektion

1

Dann gilt aca™ = 7, denn

= = | < k;
aaa‘l(bij) _ (aZJ =« aZ ]+1) bz g+ ) < K _ T(bij) fiir alle 2,7],
( *aail)*bil» ]*kz
acaNz) = z=1( sonst

Es folgt, daf alle k-Zyklen, k > 1 zueinander konjugiert sind. (Es gibt tn(n —1)---(n — (k — 1)) k-
Zyklen.) O
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1.5.2 Signum einer Permutation

Satz 1.5.8. Es gibt genau einen surjektive Gruppenhomomorphismus € : &, — {=1,1} C Z. Fir alle
Transpositionen gilt (1) = —1.

Beweis. Fir o € G seil

Es ist klar, dak (o) € {—1,1}. Es gilt

o= [ CUzor)_ qp o eroer ot gy,

1<i<j<n J= 1<i<j<n 7(5) = 7(i) 1<icj<n J "
Also ist & Gruppenhomomorphismus. Es gilt e(id) = 1, und £((12)) = —1, also ist & surjektiv. Da alle
Transpositionen zueinander konjugiert sind, ist e(7) = —1 fiir jede Transposition 7.
Sei ¢’ : &, — {—1,1} auch surjektiver Gruppenhomomorphismus. Dann gibt es o € &,, mit e(o) = —1,
also gibt es eine Transposition mit ¢'(7) = —1, und dann gilt dies fiir alle Transpositionen. Da jede
Permutation Produkt von Transpositionen ist, folgt ¢’ = e. O

g(o) heifit Vorzeichen oder Signum von o. Ist ¢ = 7 - - - 7, Produkt von Transpositionen, dann gilt

Ist 0 = 07 - - - 0 Produkt von disjunkten Zyklen, ord(c;) = k;, dann gilt
(o) = (~)Z D,

Ein Paar (4,j) mit 1 < ¢ < j < n heift Inversion von o, falls o(i) > o(j). Ist v(o) die Anzahl der
Inversionen von o, dann ist

o heift gerade (bzw. ungerade) falls e(0) =1 (bzw. (o) = —1).
Man setzt
A, =kere.

Dies ist die Menge der geraden Permutationen und der einzige Normalteiler vom Index 2 von &,,. A,, heifst
alternierende Gruppe von n Elementen. Es gilt

6,./4, = {-1,1}
n!
Al = 3

&, ist semidirektes Produkt von A,, und jeder von einer Transposition erzeugten Untergruppe.

1.5.3 Beispiele
Wir beginnen mit der Gruppe &3. Es gilt |S3| = 6, |A3] = 3. Man macht sich leicht klar, dafs

S; = {id, (123),(132),(12),(13),(23)}
As = {id,(123),(132)} < &4

Als néchstes betrechten wir die Gruppe &4. Analog zu oben gilt |&4| = 24, |A4| = 12. Es ist nun
bereits weit aufwendiger, die Gruppen auszurechenen:

6y = {id,(12),(13), (14),(23), (24), (34), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134),
(143), (234), (243), (1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}

Ay = {id,(12)(34),(13)(24), (14)(23), (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)} <S4

V= {id,(12)(34),(13)(24), (14)(23)} « A4 <« &4  die Klein’sche Vierergruppe
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Also ist A4 semidirektes Produkt aus V und den Untergruppen der Ordnung 3.

G4 enthilt Diedergruppen der Ordnung 8: Sei a = (1234), b = (13), dann ord(a) = 4 und ord(d) = 2,
bab=! = (3214) = a=! = a®. Also ist (a,b) = {id, a,a?,a3,b,ab, a®b, a®b} Diedergruppe der Ordnung 8.
A, enthilt keine Untergruppe der Ordnung 6: Annahme A, enhélt Untergruppe H der Ordnung 6. Dann
ist HaAy. DaV ¢ H,gilt Ay =VH=HV,VNH<H, Ay/V = HV/V = H/HNV ist zyklische Gruppe
der Ordnung 3, [HNV| = 2. Sei h € H\(H NV). Wegen 3 = ord(hH N V)| ord(h) ist ord(h) € {3,6}.
In beiden Féllen ist H zyklisch: Das ist klar, wenn ord(h) = 6. Falls ord(h) = 3, dann gilt [H : (h)] = 2,
also (h) <H. Es folgt H = (h) x (HNV),also HXZ/Z3xZ]Z2>=7/]7Z6. Da &4 kein Element der
Ordnung 6 enthélt, hat man einen Widerspruch. Die Gruppe &4 enthélt Diedergruppen der Ordnung 6
aber keine zyklischen Gruppen der Ordnung 6.

Wir wenden den vorangehenden Abschnitt an, um eine Untergruppe der Ordnung 21 von &7 zu kon-
struieren. Wir brauchen a,b € &7 mit ord(a) = 7, ord(b) = 3, und einen nichttrivialen Homomorphismus
71 (by = Aut({a)).

Da Aut({a)) = (Z/Z7)* hat Aut({a)) ein Element der Ordnung 3, also gibt es so ein 7. Es gibt aber
keinen nicht-trivialen Homomorphismus (a) — Aut({(b)).

Sei a = (1234567), a® = (1357246), b = ( 123 ‘;

5 6 7
1 3 5 2 4 6
dh. ba = a2b. Sei

) = (235)(476), dann gilt bab~! = a2,

7:(b) = Aut({a)),7(b*) = (kp)® = Kp=.

Resultat: G = (a,b) = {id,a,...,a% b,ab,...,a%,b?, ... a%b?} ist semidirektes Produkt von (a) <G und
(b) C G.

1.5.4 Die Einfachheit von A,, n > 5
Satz 1.5.9. (a) Sein > 2. Folgende Mengen erzeugen S,,:

(b) Fiir n > 3 liegen alle 3-Zyklen in A,. A, wird erzeugt von {(127) : 3 <i < n}.
(¢) Fiirn > 5 sind alle 3-Zyklen in A, zueinander konjugiert.

Beweis. Zu (a): Fir 1 <i<k<nist (ik)= @+ 1D)(E+1i+2) - (k—1k)(k—1k—2)--- (i + 1i). Also
wird &,, von der ersten Menge erzeugt. Da (14)(1i + 1)(1¢) = (44 + 1) fiir 2 < ¢ < n, ist die zweite Menge
Erzeugendensystem. Da (1---n)(ii + 1)(1---n)~t = (i + 1i 4+ 2) fir 1 < i < n — 2, ist auch die dritte
Menge Erzeugendensystem.

Zu (b): Die erste Aussage ist klar. Da (i5)(jk) = (ijk) und (i5)(kl) = (i7)(5k)(5k) (k1) = (ijk)(jkl) wird
A, von den 3-Zyklen erzeugt. Da (125)(12k)(125)~% = (2jk) fiir j # k und (124)(2jk)(12i)~! = (ijk),
wird A, von den (127), mit 3 < i < n erzeugt.

Zu (c): Sei n > 5, und o, 7 Dreizyklen. Es gibt o € &,, mit ¢ = ara™t. Da n > 5 ist, gibt es eine zu o
disjunkte Transposition g. Es folgt

o= Bof ! =Baca B! = (Ba)o(Ba) "t
Entweder « oder Sa ist gerade. O
Wir wissen Ay = {id}, As = ((123)), A4 ist nicht einfach, Az schon.
Satz 1.5.10. Firn > 5 ist A, einfach.

Beweis. Fir o € 6, sei a, die Anzahl der Elemente, die von o bewegt werden. Sei {id} # N < A,, und
id # 0 € N, so dal a, minimal ist. Sei 0 = o7 --- 0, Zerlegung in disjunkte Zyklen, k; = ord(c;) und
ki1 > - = k.. Wir zeigen, dafs o Dreizykel und «, = 3 ist.

Nach dem vorhergehenden Satz liegen dann alle Dreizykel in N, also folgt N = A,,.
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Da o # id und gerade ist, muft a, > 3 sein. Annahme: a, > 4. Unterannahme: o, = 4. Dann ist
r > 2, denn bei r = 1 wire o Vierzykel, also ungerade. Dann ist 0 = o109, etwa o1 = (ij) und oy = (kl).
Wegen n > 5 gibt es m € {1,...,n}\{4,4,k,1}. Sei 7 = (klm). Dann ist ¢ = 7or~! = (ij)(Im) € N,
o5 = (i) (kl)(ij)(Im) = (kl)(ml) € N, also a,-15 = 3 Widerspruch zur Minimalitéit von «,. Also muf
@ 2 5 sein. Dann sind folgende Félle moglich:

(a) k1 > 4. Dann sei o1 = (ijklas ... ax,)

(b) k1 = 3. Dann muf r > 2 sein, k1 > ko > 2. Auflerdem muf «, > 5 sein, denn bei o, = 5 wire o
ungerade. Also ist etwa 01 = (ijk) o2 = (Im) oder (lmp).

(¢) k1 =2. Dann muf r > 3 sein, etwa o1 = (i), o2 = (kl), 03 = (mq).
In allen Féllen sei 7 = (jkl), & = To7~! € N. Dann gilt jeweils:

(a) o = (ikljas...ag,)oz -0, und 071G = (ay, ... aslkji)(ikljas . . . ax,) = (ijl)

<y d G o nd 015 — iy 4 ) a4 Gm) _ JGjtkm)
(b)a_(kl){(jmm }3 rnd (k"l){(pml) }(kl){(jmp) } {(ijlkp) }

(c) & = (ik)(lj)(mq)os - - o, und 0~ '5 = (i) (kl)(mq)(ik)(lj)(mq)

In allen Fillen gilt 0~'¢ € N und a,-15 < a,, Widerspruch. O

1.6 Die Satze von Sylow

1.6.1 Beweis der Satze, Folgerungen

Definition 1.6.1. Seien G eine endliche Gruppe, p eine Primzahl, |G| = p®m mit a € Ny, m € N und
p{ m. Eine Untergruppe der Ordnung p® von G heifit p-Sylowuntergruppe.

Beispiele 1.6.2. (a) G = &3. 2-Sylowuntergruppen: ((12)), {(13)), ((23)). 3-Sylowuntergruppe: {(123)).
(b) Die Sylowuntergruppen einer endlichen abelschen Gruppe sind genau die p-Komponenten.
Proposition und Definition 1.6.3. Sei G eine endliche Gruppe, H C G eine Untergruppe.

(a) No(H) = {z € G| xHx~! = H} ist eine Untergruppe von G; sie heifit Normalisator von H in G.
Ng(H) ist die grofite Untergruppe von G, in der H als Normalteiler enthalten ist.

(b) Die Anzahl der zu H konjugierten Untergruppen von G ist [G : Ng(H)].

Beweis. Sei C = {yHy~! |y € G}. Auf C betrachten wir die Operation
GxC—C,(gyHy™ ) — gyHy g~ .
Die Stabilisatoruntergruppe von H ist Ng(H). Da die Operation transitiv ist, gilt
IC| =[G : Ne(H)].

Alles andere ist klar. O
Satz 1.6.4 (Sylow). Sei G eine endliche Gruppe, p Primzahl, |G| = p*m = n mit pt m.

(a) G enthdlt mindestens eine p-Sylowuntergruppe, und jede p-Untergruppe ist in einer solchen enthalten.

(b) Je zwei p-Sylowuntergruppen sind zueinander konjugiert.

(c) Sei s, die Anzahl der p-Sylowgruppen, sei P eine p-Sylowgruppe. Dann gilt

sp=[G:Ng(P)] , splm wund s,=1 modp.
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Beweis. Zu (a): Sei ohne Einschriankung a > 1.
Existenz einer p-Sylowuntergruppe: Sei

T ={X| X C G mit |X|=p*}.
Es gilt |T| = (;’a) Weiter gilt pt|T], denn
Tl p" =|T|-p"-1---(p*=1) =n(n—-1)---(n— (p* - 1))

und in jedem der Paare (p®,n) und (I,n —1) mit 1 < 1 < (p* — 1) sind die Zahlen durch die gleiche
maximale p-Potenz teilbar.

Wir betrachten die Operation
GxT—=>T,(9,X)—gX.

Da p1|T| gibt es eine Bahn G-Y = {¢gY | g € G} mit p{ |G - Y|. Sei P die Stabilisatoruntergruppe von
Y, dann gilt
|G-Y|=[G:P]

also gilt p 1 [G : P]. Es folgt
p*|IPl.

Firge P,ycY gilt gy € Y, also g € Yy~ !. Es folgt P C Yy~ !. Da
p* <|PI<|Yy [ =[Y]=p"

folgt |P| = p®.

Jede p-Untergruppe ist in einer Sylowuntergruppe enthalten: Sei P eine p-Sylowuntergruppe
und H eine p-Untergruppe von G. Dann gibt es # € G mit H C 2Pz ~!. Beweis dazu: Sei 0. E. H # {e}.
Fiir £ = G/P betrachte die Operation

HxL— L, (h,gP)+— hgP
mit der Fixpunktmenge Ly. Aus der Bahnengleichung folgt
|L] = |Lo] mod p.

Wegen p t |G : P] = |L] folgt |Lo| # 0, also Lo # 0. Fir xP € Lo und h € H gilt haP = xP, also
Hx C 2P, es folgt H C xPx~1.
Da zPz~! ebenfalls p-Sylowuntergruppe ist, ist auch die zweite Aussage von (a) gezeigt.

Zu (b): Seien P, P’ p-Sylowuntergruppen von G. Nach (a) gibt es * € G mit P’ C zPx~!. Es folgt
P =Pz L.

Zu (c): Sei § die Menge aller p-Sylowuntergruppen von G, und P € S. Nach (a) ist S die Menge der
zu P konjugierten Untergruppen von G. Nach Proposition gilt

55 = IS| =[G : No(P)).

Wegen [G : Na(P)]|[G : P] = m folgt sp|m.
Wir betrachten die Operation
Px8—S8,(9,Q) = gQg ™"

Dann gilt So = {P}. Es ist klar, daf P € Sp. Sei umgekehrt Q € Sy. Fiir g € P gilt gQg~! = Q, also
g € Ng(Q). Es folgt P C Ng(Q). Da P und Q p-Sylowuntergruppen von Ng(Q) sind, gibt es nach (b)
n € Ng(Q) mit P =n@Qn~! = Q. Nach der Bahnengleichung gilt

IS| =1|Ss| mod p=1 mod p.

Proposition 1.6.5. (a) G hat eine Untergruppe der Ordnung p® fiir alle 0 < b < a.
(b) (Cauchy) Ist a > 0, dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.
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Beweis. Sei o. E. a > 1, P eine p-Sylowuntergruppe von G.

Zu (a): Induktion nach a. Der Fall a = 1 ist klar. Sei a > 1. Dann ist Z(P) # {e}, sei also e # y € Z(P),
ord(y) = p* und sei xz = y*" "' Dann hat  Ordnung p, es gilt (x) a P. Da |P/{z)| = p*~! gibt es nach
Induktionsannahme fiir alle 0 < b < a — 1 Untergruppen H, C P mit (x) C Hp so daff Hy/(z) Ordnung
p® hat. Die Ordnung von Hy ist p®*1, 0 < b <a — 1.

Zu (b): Dies folgt aus (a). O

Folgerung 1.6.6. Sei G eine endliche Gruppe, p Primzahl; dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) G ist p-Gruppe.
(b) Fiir alle x € G ist ord(z) p-Potenz.

Beweis. (a) = (b): Dies ist klar.
(b) = (b): Sei g Primteiler von |G|. Nach Cauchy besitzt G ein Element der Ordnung gq. Wegen (b) folgt
¢ = p. Somit ist |G| p-Potenz. O

Folgerung 1.6.7. Sei G endliche Gruppe, p prim. Aquivalent sind:
(a) G hat genau eine p-Sylowuntergruppe.
(b) Ist P p-Sylowuntergruppe von G, dann ist P4 G.

Beweis. Sei P p-Sylowuntergruppe. Dann ist
sp=[G:Ng(P)]=1 < G=Ng(P) <& P«G.
O

Folgerung 1.6.8. Sei H C G Untergruppe, P p-Sylowgruppe von H. Dann gibt es eine p-Sylowgruppe @
von G mit P=HNQ.

Beweis. Es gibt eine p-Sylowgruppe von G mit P C Q. Es folgt P C H N Q. Da P p-Sylowgruppe von H
ist, H N @ eine p-Gruppe folgt P = H N Q. O

Folgerung 1.6.9. Sei N <G und Q p-Sylowuntergruppe von G.
(a) NNQ ist p-Sylowuntergruppe von N.

(b) QN/N st p-Sylowuntergruppe von G/N und jede p-Sylowuntergruppe von G/N ist von dieser Ge-
stalt.

Beweis. Zu (a): Sei P’ p-Sylowgruppe von N. Dann gibt es g € G mit
P cgQg' und ¢ 'PgcQqQ.
Es gilt
g 'P'gc g 'Ng=N;

es folgt
g 'Pgc NnQ.

Da g~ ' P’g eine p-Sylowgruppe von N ist, N N @ eine p-Untergruppe von N, folgt ¢~ 'P'g = NN Q.
Zu (b): Offenbar ist QN/N p-Untergruppe von G/N. Ferner gilt

[G/N : QN/N] =[G : NJ/[QN : N] = GI/|QN| = [G : QN]|[G : Q).

Also p 1 [G/N : QN/N]. Also ist QN/N p-Sylowuntergruppe von G/N. Ist R eine p-Sylowgruppe von
G/N, dann gibt es g € G mit
R=g(QN/N)g~" = gQg 'N/N,

L ist ebenfalls p-Sylowuntergruppe von G. O

und gQg~

Folgerung 1.6.10. Sei |G| = p*m wie im Satz, sei On(G) der Durchschnitt aller p-Sylowuntergruppen
von G.
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(a) O,(Q) ist die gréfite normale p-Untergruppe von G.
1) (G 0,(G)|m!
Beweis. Sei P eine p-Sylowuntergruppe von G. Die Abbildung
0:G = 6Bg/p,p(y)(xP) firyeG,oPecG/P

ist Homomorphismus; es gilt

ker(p) = ﬂ zPr~! = 0,(G).
zeG

Also ist O,(G) eine normale p-Untergruppe von G. Nach Homomorphiesatz existiert ein injektiver Homo-
morphismus

G/0p(G) = &g/ p;
es folgt [G : Op(G)Hm!. Ist H normale p-Untergruppe von G, dann gibt es y € G mit H C yPy~'; es folgt

H=zHx™ ' Cc oyPy to™?

und damit
HcC ﬂ rPr~!' = 0,(G).
zeG

1.6.2 Anwendungen

Satz 1.6.11. Sei G Gruppe der Ordnung pq, wobei p < q prim, sei P eine p- und Q eine q-Sylowuntergruppe
von G.

(a) Q<G ist Normalteiler und G = QP = PQ, QNP = {e}, dh. G ist semidirektes Produkt von P und
Q.

(b) Ist auch P <G Normalteiler, dann ist G zyklisch. Dieser Fall tritt ein, wenn p{ (¢ —1).

Beweis. Zu (a): Sei s, die Anzahl der g-Sylowuntergruppen von G. Dann gilt sq|p, also sq € {1,p} und
5 =1 mod ¢. Da p < ¢, muf s, = 1 sein. Also ist Q) <G. Alles andere ist klar.

Zu (b): Ist auch P< G, dannist Q = P x Q X Z /pZ X Z /qZ = Z /pqZ. Gelte p t (¢ — 1), und sei s,
Anzahl der p-Sylowuntergruppen. Dann s, € {1,¢}, und s, =1 mod p. Wegen p{ ¢ —1 mukl s, = 1
sein. O

Was ist, wenn p|(g — 1) ?

Proposition 1.6.12. Seien p,q Primzahlen mit p < q und p|(q —1). Dann gibt es einen nichttrivialen
Homomorphismus 7 : Z /pZ — Aut(Z /q 7).

Beweis. Aut(Z /q) = (Z/Zq)* ist zyklisch von der Ordnung ¢ — 1. Da p|(q — 1), gibt es (genau) eine
Untergruppe der Ordnung p, also gibt es einen nichttrivialen Homomorphismus 7 wie gewiinscht. O

Satz 1.6.13. Seien p < q prim mit p|(q —1),sei7:Z/pZ — Aut(Z /qZ) ein nichitrivialer Homomor-
phismus.

(a) Z/qZ %+ Z |pZ ist nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pq.
(b) Jede nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pq ist isomorph zu Z [qZ X+ Z [pZ.

Beweis. Zu (a): Dies ist klar.
Zu (b): Dies folgt aus der néchsten Proposition. O

Proposition 1.6.14. Sind p < q Primzahlen mit p‘(q —1), dann sind je zwei nicht-abelsche Gruppen der
Ordnung pq isomorph.
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Beweis. Seien G, G’ nichtabelsche Gruppen der Ordnung pq, seien Q<G, Q'<G’ Normalteiler der Ordnung
¢, P C G und P’ C G’ Untergruppen der Ordnung p, seien x : P — Aut(Q), ' : P/ — Aut(Q’) die
Konjugationshomomorphismen. x und «’ sind injektiv. Sei ¢ : @ — @’ Isomorphismus. Dann ist

v Aut(Q) — Aut(Q'),a > goaog!

Isomorphismus.
Q—>¢
al ’v(a)l
Q—">q

Die Gruppe Aut(Q’) ist zyklisch von der Ordnung g—1. Wegen p‘ (¢—1)hat Aut(Q’) genau eine Untergruppe
der Ordnung p. Da im(x’) und im(y o k) Untergruppen der Ordnung p von Aut(Q’) sind, folgt

im(x") = im(y o k).
Der Isomorphismus f : P — P’ sei definiert durch f = Ko ~vok;dann ist k' o f =vok

P—" Aut(Q)

b

P —% Aut(Q)

Fir x € P gilt
(vor)(x) =gon(z)g™ = o f(x) = (f(x))
also go k(x) = K'(f(x)) o g. Sei h: G — G’ definiert durch

hyz) = g(y)f(z) firyeQzeP.
Das ist wohldefiniert, und aufserden Homomorphismus:

h(yiz1y272) = h(y1z1y277 ' T122)

g(zryeay ) farz)

= g(y1) (g0 k(z1)) (y2) f(21) f(22)
9(y1) (K" (f(x1)) © g) (y2) [ (1) f (22)
9(y1) (F(x1)g(y2) f (1)) f1) f(2)
(y1)f(@1)g9(y2) f(z2) = h(y121)h(y222)

= 9
O

Folgerung 1.6.15. Seien p < ¢ prim. Eine Gruppe der Ordnung pq ist entweder isomorph zu Z /pqZ
oder zuZ /q X+ Z |p, wobei T : Z [pZ — Aut(Z /qZ) nichttrivialer Homomorphismus ist.

Beweis. Ist schon bewiesen. O

Folgerung 1.6.16. Eine Gruppe der Ordnung 2p, wobei p > 2 Primzahl ist, ist isomorph zu Z [2pZ oder
2Dy =7 [pZx,;Z[2Z, wobei

T:L )22 — Awt(Z /pZ),7(1) = —idg /pz
1t.
Beispiele 1.6.17. (a) Eine Gruppe der Ordnung 6 ist isomorph zu Z /6 Z oder zu D3 & G3.

(b) Die Sylowuntergruppen von Sy:
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(i) p = 2: G4 enthilt eine Diedergruppe der Ordnung 8, diese ist 2-Sylowuntergruppe. Also sind
die 2-Sylowuntergruppen von &4 genau die Diedergruppen der Ordnung 8, die in &, enthalten
sind. Fiir deren Anzahl s gilt, 52|3 und s; =1 mod 2. Also s2 € {1,3}. Da &4 mehr als 8
Elemente enthélt, deren Ordnung 2-Potenz ist, folgt so = 3.

V ist in jeder 2-Sylowuntergruppe enthalten, offenbar ist dann V' = O4(&y).

(ii) p = 3: Die 3-Sylowuntergruppen von &, sind genau die Untergruppen der Ordnung 3. Fiir
deren Anzahl gilt s3 = 4.

(c) Die Sylowuntergruppen von Ay:
(i) p=2: V.
(ii) p = 3: Wie in &4.
Folgerung 1.6.18. (a) Jede Untergruppe der G4 ist genau zu einer der folgenden Gruppen isomorph:

{e}, Z/2Z, 737, ZJAZ, V=D, S3=Ds, D A &,

(b) Die einzigen Normalteiler von &4 sind {e}, V, A4, G4.

Beweis. Zu (a): Diese Gruppen kommen vor. Sei umgekehrt {e} # H # &4 Untergruppe. Dann gilt
|H| € {2,3,4,6,8,12}. Ist |H| = 12, dann ist [S4 : H|] = 2, also H Normalteiler vom Index 2, somit
H = Ay Ist |H| = 8, dann H = Dy, hiervon gibt es drei Stiick. Ist |H| = 6, dann ist H & Z /6,
was aber unmoglich ist, oder H = Ds, hiervon gibt es 4 Stiick. Ist |H| = 4, so ist H = Z /4Z oder
H=Z7/2xZ/2=V.Ist |H|=3,dann ist H 7 /3Z.Ist |H| =2, dann ist H = Z /2 7.

Zu (b): Dies folgt aus (a). O

1R

Beispiel* 1.6.19. Sei G eine Gruppe der Ordnung 105. Dann hat G einen Normalteiler der Ordnung 5
oder 7.

Beweis. Die Primfaktorzerlegung von 105 ist 3-5- 7. Ist s, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G, so gilt
57’3 -5 =15, also s7 € {1,3,5,15}. Auferdem gilt s; =1 mod 7, das schriankt s; ein auf 1 oder 15. Die
gleich Argumentation liefert, da 55|3 -7, 85 € {1,3,7,21}, und wegen s5 =1 mod 5 also s5 € {1,21}.

Da 5 und 7 in der Primfaktorzerlegung von 105 gemnau einmal vorkommen, ist jede Untergruppe
der Ordnung 5, bzw. 7, auch 5-Sylowuntergruppe, bzw. 7-Sylowuntergruppe. Wir nehmen nun an, daf
G weder einen Normalteiler der Ordnung 5, noch einen Normalteiler der Ordnung 7 hat, insbesondere
sind die 5- und 7-Sylowuntergruppen keine Normalteiler. Es folgt daf nicht nur jeweils eine 5-u und eine
7-Sylowuntergruppe geben kann, dh. s5 = 21 und sy = 15.

Wir zdhlen nun Elemente um zu zeigen, dafs dies nicht der Fall sein kann. Jedes Element g # e der
Ordnung 5 liegt in einer 5-Sylowuntergruppe, nédmlich in der von g erzeugten. Andererseits enthéilt jede
5-Sylowuntergruppe, da sie zyklisch ist ¢(5) = 4 Elemente # e der Ordnung 5. Das heiftt, es gibt insgesamt

o(5)-s5=4-21=84
nicht-triviale Elemente der Ordnung 5. Genauso gibt es

©(7)-s7=6-15=90
nic}|1t—|triviale Elemente der Ordnung 7. Dies sind insgesamt bereits 84 + 90 = 174 Elemente. Widerspruch
zu |G| = 105.

Es folgt, daft entweder s; = 1 oder s5; = 1, und G einen Normalteiler der Ordnung 7 oder 5 haben
msHh. O

1.6.3 Nilpotente Gruppen
Fiir 7,y € G heift [z,y] = zyz~1y~! Kommutator von x und y. Es gilt

[,y =e & xy=yz
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Ferner ist
[z,9]7" = [y, 2].
Fir z € G gilt
e, ylz™t = [yt 2y

Fiir Untergruppen H, K von G sei [H, K] die von allen [z, y] mit 2 € H, und y € K, erzeugte Untergruppe.
Es gilt
[H,K] = [K, H].

Proposition 1.6.20. Sei H C G Untergruppe.
(a) H<G genau dann, wenn [H,G] C H.
(b) Aus H <G folgt [H,G] <G und H/|H,G] C Z(G/[H,G]).
(c) Ist N aG mit HN/N C Z(G/N), dann gilt [H,G] C N.

Beweis. Zu (a): Fiir v € H y € G gilt [r,y] = zyz~ly~! € H genau dann, wenn yor~'y~! € H.
Zu (b): Sei H<G. Firx € H, y,z € G gilt:

2z, ylz ™t = [zyz 7t 2y2 7Y € [H, G

und damit 2[H, G]z~! = [H,G], also [H,G]<G.
In G/[H,G] gilt
[Z,79] =azyx—ly~l=e firz e H,y €q,

also H/[H,G| C Z(G/[H, G]).
Zu (c): Sei N<«G. Fir 2 € H und y € G gilt in G/N:

[x,y] = [an] =e,
da®e Z(G/N). Also [z,y] € N. Es folgt [H,G] C N. O
Seien
cl@) = G
crHG) = [CU(G). 6]

Nach der Proposition sind die C*(G), i > 1, Normalteiler von G und es gilt
G=CYG)D>C*G)D...

Da C'(G)/C™(G) € Z(G/CH(@)) ist, ist C(G)/C*(G) abelsch. Die Folge (C*(G)). ., heift abstei-
gende Zentralreihe von G. C?(G) = [G, G] heift Kommutatoruntergruppe.

Proposition und Definition 1.6.21. FEine endliche Gruppe heifit nilpotent, falls folgende Bedingungen
erfillt sind:

(a) Es gibt n € N mit C™*(G) = {e}.

(b) Es gibt eine Folge von Untergruppen G = Hy D Hy D ... D Hp, = {e} mit [H;,G] C Hi;q,
1<i<m-—1. (Dann gilt H;<G.)

Diese Bedingungen sind dquivalent.

Beweis. ,(a) = (b)*“: Die Folge (C’i(G))ieN ist wie gewiinscht.
»(b) = (a)“: Es gilt C*(G) C H;. Das ist klar fiir i = 1. Sei 1 <4 < m und C*(G) C H;, dann

CHI(G) = [Ci(G),G] C [H;,G] C Hiq1.
Da H,, = {e}, folgt C™(G) = {e}.
Wegen [H;,G| C H;+1 C H;, ist H; Normalteiler von G nach Proposiiton O
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Satz 1.6.22. Sei p prim, P eine p-Gruppe, |P| = p™ mit n € Ny.

(a) Es gibt eine Folge P = P, D Py D ... D P,y1 = {e} von Normalteilern P; < P mit [P;, P] C P14
und |P;| = pnt1—t.

(b) P ist nilpotent.

Beweis. Zu (a): Induktion tiber n. Der Fall n = 1 ist klar. Sein > 1. Es gilt Z(P) # {e}, sei z € Z(P) ein
Element der Ordnung p. Dann (z) < P. Sei P = P/(z). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Normalteiler
P =H, D HyD...D> H, = {e} wie behauptet. Es gibt P, < P mit (z) C P, und H; = P;/(z) fiir
1<i<n Sei Poy1 ={e}. Esgilt [P,,P] C Py fiir 1 <i<n—1,denn fiir x € P, und y € P, gilt
[z,y] = [Z,79] € Hit1, also [z,y] € Piy1. Ferner gilt [P, P] = [(z), P] = {e} = Puy1. Da |H;| = p"~,
1<i<n,folgt [P|=p" 1= 1<i<n+1.

Zu (b): Dafs P nilpotent ist, folgt aus der Definition. O

Satz 1.6.23 (Burnside). Fir eine endliche Gruppe sind dquivalent:
(a) G ist nilpotent.
(b) Fiir jede Untergruppe H & G gilt H & Ng(H).
(¢) Jede mazimale Untergruppe von G ist Normalteiler.
(d) Jede Sylowuntergruppe von G ist Normalteiler.

(e) G ist direktes Produkt von p-Gruppen. (Genauer G ist direktes Produkt der Sylowuntergruppen #
{e}).
(f) Fiir jeden echten Normalteiler H <G gilt Z(G/H) # {e}.

Eine Untergruppe H C G heifft maximal, falls H ¢ G echt ist, und es keine Untergruppe H ¢ H' ¢ G
gibt. Zum Beispiel sind Az und {id, (12)}, {id, (13)}, {id, (23)} die maximalen Untergruppen von Ss.

Lemma 1.6.24 (Fratiniargument). Sei G endliche Gruppe.
(a) Ist M 4G und P eine p-Sylowuntergruppe von M, dann gilt G = M - Ng(P).

(b) Ist P p-Sylowuntergruppe von G mit No(P) C H, dann Ng(H) = H. Insbesondere gilt No(Ng(H)) =
Ng(H).

Beweis. Zu (a): Sei g € G. Dann ist gPg~! € gMg~! = M ebenfalls p-Sylowuntergruppe von M,
also gibt es * € M mit xPz~! = gPg~!. Es folgt P = 2~ 'gPg 'z also 27 'g € Ng(P). Damit ist
g=x(x"t)ge M- Ng(P).

Zu (b): Wende (a) auf die Gruppe Ng(H) an. Da H < Ng(H) und P p-Sylowuntergruppe von H ist, gilt
nach (a), Ng(H) = H-NNG(p)(P) - HNg(P) = H, also N(;(H) =H. O

Beweis des Satzes von Burnside. (a) = (b): Sei G = Hy D Hy D ... D H,, = {e} mit [H;,G] C Hi11
fir 1 <i<m—1, und sei H C G eine Untergruppe. Sei j maximal mit H; ¢ H, fiir j < m. Dafiir gilt
[H;,G] C Hj4+1 C H. Dann gilt H; C Ng(H): Fiir x € H;, y € H, gilt [z,y] = zyz~'y~! € H, somit
xyz! € H; es folgt tHx—! C H, ebenso 2 *Hx C H, also 2 *Hx = H, und deshalb x € Ng(H). Wegen
H; ¢ H, H; C Ng(H) folgt H C Ne(H).

(b) = (c): Sei H C G maximale Untergruppe. Dann ist H C Ng(H) C G, also Ng(H) = G, und damit
H«G.

(¢) = (d): Annahme: Es gibt eine nicht-normale Sylowuntergruppe P. Dann gilt P C Ng(P) ¢ G.
Es gibt eine maximale Untergruppe H C G mit Ng(P) C H. (Es gibt eine Untergruppe H C G mit
N¢(P) C H, so da [G : H] > 1 und minimal ist.) Nach (c) ist H < G. Nach dem Frattiniargument ist
aber Ng(H) = H, Widerspruch.

(d) = (e): Sei ohne Beschriankung der Allgemeinheit |G| > 1, sei |G| = p{* - - - p¥~ mit Primzahlen p; <
... <prund y; € N, sei P; die p;-Sylowuntergruppe von G, 1 < i < r. Damit ist P, N (P41 --- Pr) = {e}
fir 1 <i<r,und G = P;--- P,. Nach Abschnitt ist G direktes Produkt von Py, ..., P,.

(e) = (f): Sei G = P; x ... x P,. direktes Produkt der p;-Gruppen mit Primzahlen p; < ... < p,
und sei H <4 G echter Normalteiler. Dann ist G = G/H = (PLH/H) x ... x (P,H/H) ebenalls direkte
Produktzerlegung, P;H/H ist p;-Untergruppe. Es gibt 1 < j < r mit P;H/H # {e}. Es gilt: {e} #
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Z(P;H/H) C Z(G).
(f) = (a): Induktion nach |G|. Der Fall |G| = 1 ist klar. Sei |G| > 1. Dann ist Z(G) # {e}; sei
G = G/Z(G). Es gilt C'(G) = C(G)Z(G)/Z(G) fiir i > 1. Nach Induktionsannahme gibt es n € N mit
C"(G) = {e}. Es folgt C"(@) C Z(G) und C"*(G) = [C™(G), G] = {e}. O

Proposition 1.6.25. (a) Untergruppen, Faktorgruppen und endliche direkte Produkte endlicher nilpo-
tenter Gruppen sind nilpotent.

(b) Ist G endlich, H C Z(G) eine Untergruppe und ist G/H nilpotent, dann ist G nilpotent.

(c) Ist G endlich und nilpotent, d € N ein Teiler von |G|, dann hat G einen Normalteiler der Ordnung
d.

Beweis. Zu (a): Dies folgt aus folgenden einfachen Rechenregeln: Ist H C G Untergruppe, dann C'(H) C
CYQ), fiir i > 1. Ist NaG, G = G/N, dann ist C*(G) = C*(G)N/N, fiir i > 1. Ist G x ... x G,. direktes
Produkt von Gruppen, dann gilt C*(G) = C*(G1) x ... x C{(G,)).

Zu (b): Dies sieht man wie ,,(f) = (a)“im Beweis des Satzes von Burnside.

Zu (c): Sei G nilpotent, G = P, x ... x P, mit |P;| = p}*, wobei die p; prim sind mit p; < ... < p,
und v; € N. Sei d Teiler von |G|, dann gibt es 0 < w; < v; mit d = [[;_, p;"*. Nach Satz gibt es
Normalteiler P/ < P; mit |P/| =p;", 1 <i<r.Fir N= P/ x...x P/ gilt dann N <G, |[N| =d. O

Folgerung 1.6.26. Sei G nilpotent, {e} # N <G. Dann gilt NN Z(G) # {e}.

Beweis. Sei Ny = N, N;11 = [N;,G] fiir i > 1. Es gilt N; C N nach Proposition [1.6.20, und N; C C%(G),
fir ¢ > 1. Es gibt n € N mit C"(G) = {e}, also folgt N,, = {e}. Es gibt eine maximales & > 1 mit
Ny, # {e}. Dafiir gilt N1 = [Ng, G] = {e}. Es folgt {e} # N, C Z(G) N N. O

Beispiele 1.6.27. Endliche abelsche Gruppen sind nilpotent.
&3 ist nicht nilpotent. Allgemein gilt: D,, ist genau dann nilpotent, wenn n Potenz von 2 ist.
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Kapitel 2

Ringtheorie

2.1 Allgemeine Tatsachen

2.1.1 Ringe, Unterringe, Ideale

Definition 2.1.1. Eine Menge R zusammen mit zwei Abbildungen 4+ : R x R — R, (r,s) — r + s und
-:Rx R— R,(r,s) — rs, heift Ring mit Einselement, wenn gilt:

(a) (R,+) ist abelsche Gruppe; neutrales Element sei 0, Inverses von r € R sei —r-.
(b) (R,-) ist Monoid; neutrales Element sei 1.
(c) Fir alle r,s,t € R gilt: (r + s)t = rt + st und r(s +¢) = rs + rt.

Ist R ein Ring, dann heift die Einheitengruppe R* des Monoids (R, -) auch Einheitengruppe des Rings
R. R heifit kommutativ, wenn (R, -) kommutatives Monoid ist. R heiftt Korper, wenn R kommutativ ist
mit 1 # 0 und R* = (R\{0}). Ein Ring heifit Schiefkorper, wenn 1 # 0 und R* = (R\{0}).

Proposition und Definition 2.1.2. Sei R ein Ring. Fine Teilmenge S C R heifit Unterring, wenn S
Untergruppe von (R,+) und Untermonoid von (R,-) ist. Dann ist S beziglich + und - ein Ring. R heifst
dann auch Oberring von S. S ist genau dann Unterring von R, wenn gilt 1 € S und fir alle s,t € S ist
s—teSundsteS.

Beweis. Wegen 1 € S gilt 0 =1—1 € S. Der Rest folgt wie bei Gruppen. O

Beispiele 2.1.3. (a) Z, Z /Za fir a € Z sind kommutative Ringe. Z ist Unterring von Q, R, C. Q ist
Unterring von R, C.

(b) Sei d € Z\{0,1}.
R={a+bVd|abeQ}

ist Unterring von C, sogar Korper.
S={a+bVd|abeZ}
ist Unterring von R.

(c) Sei R ein Ring, n € N. Die Menge R™*™ der (n, n)-Matrizen mit Koeffizienten in R ist Ring beziiglich
der iiblichen Addition und Multiplikation von Matrizen. (R™™)* = GL,(R) ist die Gruppe der
invertierbaren Matrizen in R™*".

(d) Sei R Ring. Dann ist das Zentrum
Z(R)y={reR|Vse R:rs=sr}
ein kommutativer Unterring von R
Beispiel* 2.1.4. Ein Ring R mit Einselement heifst idempotent, wenn fiir alle a € R gilt a - a = a. Jeder

idempotente Ring ist kommutativ und es gilt —1 = 1.
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Beweis. Fiir beliebige x,y € R gilt wie in jedem Ring zy = (—z)(—y), denn
(—2)y+ay=((—z)+2)-y=0-y=0=2-0=2-((-y) +y) = 2(-y) + zy.
dh. —zy = (—2)y = z(—y), und damit
vy = —(—wy) = —(2(=y)) = (-2)(-y).
Also insbesondere 1-1 = (—1)(—1) und wegen Idempotenz folgt
1=1-1=(-1)(-1) = -1
Um die Kommutativitdt zu zeigen, betrachten wir fiir z,y € R
cty=(e+y)’=a"+taytyr+y’=a+ay+yrty

Nach Subtraktion von z und y auf beiden Seiten erhélt man 0 = xy + yz, also yx = —zy = (—1)ay =
1-2y. O

Beispiel* 2.1.5. Sei €°°(R) der Ring der beliebig oft differenzierbaren Funktionen unter punktweiser
Addition und Multiplikation. Dies ist auch ein R-Vektorraum, also insbesondere eine R-Algebra. Eine
Funktion f € @>°(R) heift D-finit, falls der von allen Ableitungen f’, f”, ... erzeugte R-Untervektorraum
D(f) endlich-dimensional ist. Die D-finiten Funktionen bilden einen Unterring von ¢*°(R).

Beweis. Das Einselement in €°°(R) ist die konstante Abbildung 1 : R — R,y — 1. Der zugehorige
Unterrraum ist sogar eindimensional, da alle Ableitungen = 0 sind. Es ist zu zeigen, daf fiir D-finite
Funktionen f, g € €*°(R), die Funktionen f-¢ und f — g auch D-finit sind. Nach Voraussetzung sind die
Unterrdume D(f) und D(g) endlich erzeugt, das heifst

D(f) = (f¥ |1 <i<m) und (¢ |1 <i < m)
fiir geeignetes m. Dann ist wegen elementaren Rechenregeln
D(f—g)C (fV 9V 1 <i,j<m)

und mit Induktion zeigt man ‘ ‘
D(fg) < {fV- gV 1 <i,j <m).

Definition 2.1.6. Sei R ein Ring.

(a) Eine Teilmenge A C R heifit Linksideal von R, wenn A Untergruppe von (R, +) ist, und fiir alle
a€ A, reRgiltrae A

(b) Eine Teilmenge A C R heifit Rechtsideal von R, wenn A Untergruppe von (R, +) ist, und fiir alle
a€ A, reRgilt ar € A.

(¢) Eine Teilmenge A C R heifst (zweiseitiges) Ideal von R, wenn A Linksideal und Rechtsideal ist.
Ist R kommutativ, dann fallen die drei Begriffe zusammen.
Bemerkung 2.1.7.  (a) In einem Ring R sind {0} und R selbst stets Ideale.

(b) Ist (A;)ics Familie von (Links-/Rechts-)Idealen, dann ist auch

N

iel
(Links-/Rechts-)Ideal. Sind A, ... A, (Links-/Rechts-)Ideale, dann ist
A1—|—...—|—An:{a:€R|ElaieAi,lgign:xZal—F...—Fan}

(Links-/Rechts-)Ideal.
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(c) Ist X C R Teilmenge, dann ist
r(X) =({A | A Linksideal von R mit X C A}

das kleinste Linksideal, das X enthélt; es heifst das von X erzeugte Linksideal. Es gilt

R(X):{TER’EInENmml,...,;vn6X,r17...7rn€R:r:Zrixi}.
i=1

Fiir a € R setzt man
Ra = g(a) = r({a}) = {ra | r € R}.

Allgemeiner: Sind aq,...,a, € R, dann setzt man

Ra1+...+RanR(al,...,an)R({al,...,an}){TGR|ET1,...,THER:TZriaz}.

i=1

Analog definiert man (X)g.
Ist R kommutativ, dann setzt man (ai,...,a,) statt g(ai,...,an).

(d) Sei R ein Ring, A (Links-/Rechts-)Ideal mit R* N A # (. Dann gilt A = R. Fiir Linksideal sieht
man das wie folgt: Sei a € R* N A. Dann gibt es o/ € R so daf a’a = 1. Damit gilt fiir alle » € R:
r=raa€ A

(e) Sei R kommutativer Ring. R ist genau dann Korper, wenn 1 # 0 und {0} und R die einzigen Ideale
von R sind. Dies sieht man folgendermafen:
»,= “ Sei 0 # A C R Ideal, dann ist AN R* # (). Wir haben gerade gesehen, daf dann A = R.
»<=“ Sei 0 # a € R. Dann ist Ra # 0 Ideal von R, also R = Ra. Also gibt es ¢’ € R mit a'a = 1.

(f) Die Ideale von Z sind genau die Untergruppen: Nach Definition sind Ideale Untergruppen. Sei an-
dererseits A C Z Untergruppe. Dann gibt es a € Z mit A = Z a. Dies ist Ideal von Z.

Definition 2.1.8. Sei R ein Ring. A C R heift Linkshauptideal, wenn es a € A gibt, mit A = Ra = g(a).
Analog definiert man Rechtshauptideale und Hauptideale.

Beispiel* 2.1.9. Seien R und S kommutative Ringe mit 1. Die Ideale des direkten Produkts R x S haben
die Form I x J, wobei I ein Ideal von R und J ein Ideal von S ist.

2.1.2 Ringhomomorphismen

Definition 2.1.10. Eine Abbildung ¢ : R — R’ zwischen zwei Ringen heifit Ringhomomorphismus, falls
v:(R,4+) = (R',+) Gruppenhomomorphismus ist, und ¢ : (R,-) — (R/,-) Monoidhomomorphismus ist.

Wie bei Gruppen definiert man Iso-, Endo- und Automorphismen sowie Isomorphie zwischen zwei
Ringen. Die Umkehrabbildung eines bijektiven Homomorphismus ist wieder ein Homomorphismus.

Proposition 2.1.11. Bei einem Ringohmomorphismus sind Bilder und Urbilder von Unterringen wie-
der Unterringe. Ferner sind Urbilder von (Links-/Rechts-)Idealen wieder (Links-/Rechts-)Ideale. Ist der
Homomorphismus surjektiv, dann gilt dies auch fir Bilder. Insbesondere gilt: Ist ¢ : R — R’ ein Ringho-
momorphismus, dann ist im(p) ein Unterring von R’ und ker(p) = ¢ =1(0) ein Ideal von R. ¢ ist genau
dann ingektiv, wenn ker(y) = 0 ist.

Beweis. Wie bei Gruppen. O

Definition 2.1.12. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ring R’ heifft R-Algebra, wenn es einen Ringho-
momorphismus ¢ : R — R’ gibt mit im(¢) C Z(R’). Man definiert dann eine Skalarmultiplikation von R
auf R’ durch

/

ro’ = o(r)r

/

firrec R,v ¢ R.
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Dafiir gelten dieselben Axiome wie fiir die Skalarmultiplikation auf einem Vektorraum. Ferner gilt fiir
reR, ri,rh € R
(rry)ry = ri(rrh) = r(ryry).

Sei R” ebenfalls eine R-Algebra bezliglich ¢ : R — R”. Ein Ringhomomorphismus p : R’ — R” heift
R-Algebrenhomomorphismus, falls 1) = p o ¢. Dies gilt genau dann, wenn fiir alle r € R, ' € R’

p(rr') = r.p(r').
Dies sieht man wie folgt: Falls ¢/ = p o ¢, dann
p(rr') = ple(r)r') = ple(r)p(r') = ¢ (r)p(r') = r.p(r").
Umgekehrt gilt fiir alle r € R
p(p(r)) = ple(r)lr) = p(rlp) =rp(lr) = rlg: = P(r)l.

Beispiele 2.1.13. (a) Sei R ein kommutativer Ring, n € N. Dann ist R™" eine R-Algebra beziiglich

r 0 - 0
p:R— R"" r— O "
0 T

Die Skalarmultiplikation dazu ist r.(r;;) = (rr;;).

(b) Sei R ein Ring. Dann ist
p:Z—>R,z— 2.1

ein Ringhomomorphismus mit im(¢) C Z(R). Also ist R eine Z-Algebra. Die Skalarmultiplikation
dazu ist die von den abelschen Gruppen her bekannte.

2.1.3 Faktorringe

Satz 2.1.14. Sei R ein Ring, A C R ein zweiseitiges Ideal. Die abelsche Gruppe (R/A,+) ist mit der
Multiplikation
R/AXxR/A— R/A,(r+A,s+A)—rs+ A

ein Ring. Die Abbildung
m:R— R/A,r—r+A

ist ein surjektiver Ringhomomorphismus mit ker(w) = A. R/A heifit Faktorring von R modulo A.

Beweis. Wohldefiniertheit: Seir + A=7"+Aund s+ A =5+ A. Dannist r — 7 € Aund s — s’ € A.
Alsoist rs —1's' = (r—1r")s +1'(s — §') € A.
Einselement ist 1 + A. Der Rest ist klar. O

Die Unterringe, (Links-/Rechts-)Ideale von R/A sind die Teilmengen B/A, wobei B Unterring, (Links-
/Rechts-)Ideal von R ist mit A C B. Ist R kommutativ, so auch R/A.

Satz 2.1.15. Sei p: R — R’ ein Ringhomomorphismus.

(a) Ist A Ideal von R mit A C ker(p), dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢’ : R/A — R
mit ¢ = ¢' o, wobei m: R — R/A der kanonische Homomorphismus ist. Das heifit das Diagramm

kommutiert.
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(b) (Homomorphiesatz) Es gibt genau einen injektiven Ringhomomorphismus ¢’ : R/ ker(v) — R’ mit
v =¢ om, wobeim: R — R/Ker(p) der kanonische Homomorphismus ist. Das heifst das Diagramm

©

R/ ker(p)

R R

kommutiert. Insbesondere ist die Abbildung
¢ : R/ ker(p) = im(p),r + ker(p) = o(r)
ein Ringisomorphismus.
Beweis. Analog zu Gruppen. O

Folgerung 2.1.16. Sei R ein Ring.
1. Isomorphiesatz: Sei S C R ein Unterring, A C R ein Ideal. Dann ist SNA C S ein Ideal, S+ A C R
Unterring, A C S+ A ein Ideal, und die Abbildung

S/SNA—S+AJAs+SNA—s+A

ein Ringisomorphismus.
2. Isomorphiesatz: Seien A, B Ideale von R mit A C B. Dann ist B/A C RJ/A ein Ideal, und die
Abbildung

R/B — (R/A)/(B/A),r+ B~ (r+A)+ B/A

ein Ringisomorphismus.

Beweis. Wie bei Gruppen. O

2.2 Polynomalgebren

Vorbemerkung* 2.2.1. Sei R ein komutativer Ring. Ein Polynom {iber R in einer Variablen (oder
Unbekannten) ist ein Ausdruck der Form

f=a, X"+...+a1 X +ag

wobei X ein Symbol ist, das man Variable des Polynoms nennt, und welches unabhéngig von jedem
Element des Rings R ist; die Koeffizienten a; sind Elemente in R; n ist eine natiirliche Zahl. Manchmal
schreibt man auch

f = Z aiXi

i>0
und fordert, dafs die Koeffizienten a; fast alle gleich Null sind. Dies bedeuted insbesondere, dafs die Summe

endlich ist.
Die Menge

RX]|=<f= ZaiXi | fast alle a; = 0
i>0

ist ein kommutativer Ring vermoge der Verkniipfungen

O ax)+ O biX) = > (a;i+b)X'

i>0 i>0 i>0
(Z a; X" (Z biX') = Z( Z axby) X’
i>0 i>0 i>0 ktl=i

und des additiven beziehungsweise multiplikativen Inversen

lpxy = 1X°=1
Oy = 0X°=0
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Via dem injektiven Homomorphismus
R < R[X],a — aX°

fassen wir R als Unterring von R[X] auf.
Es ist auch moglich, Polynomringe in mehreren Variablen zu betrachten. Dies lasst sich rekursiv wie
folgt definieren
R[Xl, e ,Xn] = R[Xl, ey anl][Xn}

Man betrachtet hier also Polynome in der Variablen X,, mit Koeffizienten in dem kommutativen Ring
R[X1,..., X,—1]. Wir werden spéter noch eine Definition via Multipotenzen kennen lernen.
In diesem Abschnitt werden wir die oben genannten Konzepte formalisieren.

2.2.1 Monoidalgebren, Polynomalgebren

Sei R ein kommutativer Ring, (M,-) ein Monoid mit neutralem Element e. Wir konstruieren einen Ring
R[M], so dak ein injektiver Ringhomomorphismus R — Z(R[M]) und ein injektiver Monoidhomomorphis-
mus M — (R[M],-) existieren und R[M] von ihren Bildern erzeugt wird.

Sei R[M] die Menge aller Abbildungen f: M — R mit f(i) = 0 fiir fast alle i € M

R[M]:={f: M — R| f(i) =0 fiir fast alle i € M} .
Spezielle Elemente in R[M] sind b;, i € M mit
bi(j)zéij fiirjEM.

R[M] ist ein Ring beziiglich

(f+f)E) = f@)+ f'(i), mit Nullelement 0g[ps (i) =0
ffG = Z S(G)f'(k), mit Einselement 1p[p) = be = de—.
jk€M;jk=i

Man hat einen injektiven Ringhomomorphismus
¢: R— Z(R[M]),p(r) =d_cr

das heifit definiert durch o(r)(i) = d;er. Es gilt 0(1r) = 1z, denn (1) (7)) = dse = be(i) fiir alle i € M.
Es gilt p(r) € Z(R[M]), denn

(o) (@) =D fDe(r)(k) = D f(i)rdre = fi)r = rf(i) = (p(r) (D)

jk=i Gk=i
fur alle ¢ € M. Aullerdem
(r)p(r') (i) = o(r)(@)r" = rdier’ = r1'0ic = @(r") (4).

Damit ist R[M] eine R-Algebra. Man definiert wieder rf = o(r)f fiir r € R, f € R[M] und (rf)(¢) = rf (%)
fiir alle ¢ € M. Ferner hat man den injektiven Monoidhomomorphismus

M — R[M],i—b;

Jedes Element f € R[M] hat eine eindeutige Darstellung f = ., f(i)b;, denn es gilt

S FbiG) =Y f@)di; = F()

€M ieM

flir alle j € M und ist andererseits f = Zie a Tibi mit r; € R fast alle 0, dann

FG) = ribi)G) =Y ridiy =1

iceM i€ M
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fiir alle j € M. Man schreibt auch f; statt f(i) und erhéllt f =37, ,, fib;. Ist auch f' = %", fib;, dann
gilt also

FHI = D (fi+ f)bi
€M

Fof =3 fifjbibi=>_ (> fifi)bi
i,jEM i€EM j-k=i

Nullelement ist 0 = ., 0b;, und Einselement ist 1 = b, = 1-b.. Der Ring R[M] heift die Monoidalgebra
von M iiber R und ist genau dann kommutativ, wenn M abelsch ist.

Sei jetzt n € Nund M = (N, +), sei e = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der k-ten Stelle, 1 < k < n,
sei X =b.,, 1 <k < n Firi=(i1,...,i,) € Ny gilt

i:i151+...+in6n:X{1"'X;".

Jedes Element f € R[N{] hat eine eindeutige Darstellung
f= 3 fo.a XX
7:17"-77:7120

mit f;,. . € R fast alle 0. Man setzt R[X1,...,X,] statt R[N{], und man nennt diese Algebra die
Polynomalgebra in den Unbestimmten Xy, ..., X, iiber R. Man hat folgende Verkniipfungen:

f + f/ = Z (fi].“in + f'lllln)Xil . X;LL"
i1,0nyin 20
fof = Z ( Z Fiveguft )X X
1150500 20 Ji+ki=1
o= Z rfi i, X0 Xin r e R
15050 20

Die Polynome X{'--- X heifen Monome. Fiir f =3 S0 fir i, Xt Xin und k € Ny sei

1yeetn 2

A in
f(k) = § fi1~~-inX11 "'Xn
015000500 20

i1+ t+in=k

die k-te homogene Komponente von f, es gilt f = ZkeNO Jary- [ heift homogen, falls es £ > 0 gibt mit
f = f(x)- Die Polynome r - 1 = r heiflen konstant.

Definition 2.2.2. Sei f € R[X1,...,X,] und f =3,y fa) die Zerlegung in homogene Komponenten.
Der (totale) Grad von f ist definiert durch

max{k € N | f) # 0} falls f #0

deg(f) = {oo falls f =0

Beispiel 2.2.3. Sei f = X?Y +2XY? - X?Y + X —3Y +1 € Z[X,Y], dann ist fo) =1, f1) = X —3Y,
f(2) = 0, f(g) = 2XY2 - XQY, f(4) = X3Y. Also deg(f) =4.
Proposition 2.2.4. Seien f, f’ € R[X1,...,X,].

(a) deg(f + f') < max{deg(f),deg(f")}.

(b) Stets gilt deg(ff') < deg(f) + deg(f’).
Sind [, ' # 0, p = deg(f), fip) # 0, g = deg(f"), flyy # 0 und fo,)fly) # 0, dann gilt deg(ff') =
deg(f) + deg(f").
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Beweis. Zu (a): Das ist klar.
Zu (b): Es gilt f=377_ fii) und f = 377_, also

p+q
I =7 Falty =20 faofy)
0<i<p k=o i+j=k
0<j<q
und (£ f) (paq) = F(p)fly)- Wenn dies # 0, also deg(f f') = p+ q = deg(f) + deg(f"). O

Sei speziell n = 1 und X = X;. Sei 0 # f € R[X], f = >1",ri X", mit r,,, # 0. Dann ist deg(f) = m,
rm bzw. 1o heifit der hochste bzw. konstante Koeffizient von f. Das Polynom f heift normiert, wenn
rm = 1 ist.

Bemerkung 2.2.5. Sei n > 1. Wir fassen R[Xy,...,X,_1] als Unterring von R[X1,...,X,] auf. Jedes
Polynom f € R[X3,...,X,] hat eine eindeutige Darstellung

F=> aX}
E>0
mit gx € R[X1,...,X,_1] fast alle 0. Denn

f= Z firoin X1t Xin = Z( Z Firin i X3t X ) X = Z 9i, X7

0150000 20 in 20 41,0500 -120 in 20

mit g;, = >, i 5o Firoin 1in X1 ~-~Xz" '. Die Eindeutigkeit ist klar. Also gilt

.....

R[X1,...,X,] = R[X1,..., X, 1][Xn).

2.2.2 Einsetzen von Elementen

Satz 2.2.6 (Universelle Eigenschaft von Polynomalgebren). Sei R ein kommutativer Ring, S eine kommu-
tative R-Algebra, sein € N und (s1,...,$,) € S™. Dann gibt es genau einen R-Algebren-Homomorphismus
p:R[Xy,...,X,] = S, mit p(Xi) =s;, 1<i<n.

Beweis. Fir f=5". - X gei

= Y s

11,500,0n 20

i1yyin 20

Dies ist wohldefiniert, Ringhomomorphismus und p(r f) = rp(f) fiir alle r € R. Ist auch p’' : R[X1,...,X,] —
S ein R-Algebrenhomomorphismus mit p’(X;) = s;, dann gilt

P =D riad (X g (X)) = D (X)) (X)) = > st sie = p(f)

150000 20 1150000 20 1150000 20
fir alle f € R[X,...,X,]. Also gilt p' = p. O
Man nennt p auch Einsetzungshomomorphismus zu (s1, .. ., S5 ), und man schreibt f(s1,...,s,) = p(f),
sowie R[s1,...,8,] =im(p). R[s1,..., Sp] ist der kleinste Unterring von S, der R.1 und s1, ..., s, enthélt.

Er heift der von si,...,s, erzeugte Unterring von S iiber R. (s1,...,s,) heifft Nullstelle von f, falls
F(s1, .- v5m) = plf) = O .
2.2.3 Division mit Rest in R[X]

Satz 2.2.7. Sei R ein kommutativer Ring, 0 # f € R[X] ein Polynom, dessen hichster Koeffizient eine
Finheit in R ist. Zu jedem g € R|X] gibt es dann eindeutig bestimmte Polynome q,h € R[X]| mitg = qf+h
und deg(h) < deg(f).

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl Algebra Seite 55 von m

Beweis. Sei m = deg(f), a € R* der hochste Koeffizient von f. Sei g € R[X]. Induktion nach n = deg(g).
Die Behauptung ist klar, wenn n < m. Sei n > m, sei r der hochste Keffizient von g, sei ¢ = g —
ra~1X"~™f. Dann ist deg(g’) < deg(g). Nach Induktionsannahme gibt es ¢/, h € R[X] mit ¢’ = ¢'f + h,
deg(h) < deg(f). Mit ¢ = ra=tX"™™ + ¢ gilt dann g = qf + h.

Sind auch §,h € R[X]| mit g = ¢f + h, dann (g—9f = h — h. Da deg(h) < deg(f) und der hochste
Koeflizient von f eine Einheit ist, mufs ¢ = ¢ sein, es folgt h = h. O

Folgerung 2.2.8. Seien f € R[X], c € R.
(a) Es gibt g € R[X] mit f = (X —c)g + f(c).
(b) c ist genau dann Nullstelle von f, wenn es g € R[X] gibt mit f = (X — ¢)g.

Beweis. Zu (a): Es gibt g, h € R[X]| mit f = (X — ¢)g + h mit deg(h) < 1. Es folgt h = h(c) = f(c).
Zu (b): Dies folgt aus (a). O

Folgerung 2.2.9. Sei K ein Korper, 0 # [ € K[X]. Zu jedem g € K[X] gibt es eindeutig bestimmte
q,h € K[X] mit g =qf + h und deg(h) < deg(f).

Beweis. Dies folgt aus dem Satz. O
Beispiel* 2.2.10. Seien p(X) = X°% —2X3% + 1 und ¢(X) = X2 — 1 in Q[X]. Wir berechnen den Rest
von p(X) bei Division mit ¢(X).

Dazu betrachten wir den Faktorring Q[X]/(¢), und bemerken, daf zwei Elemente fi, fo € Q[X] modulo
(q) gleich sind, wenn sie bei Division durch ¢ den gleichen Rest haben, bzw. wenn f; — fo durch ¢ teilbar

ist. Insbesondere ist jedes Polynom f € Q[X] modulo (g) gleich seinem Rest bei Division durch ¢. Sei nun
r der Rest von p bei Division durch ¢, dh. p = sq + r in Q[X] mit deg(r) < deg(g) = 2. Dann gilt

r+(q) =p+(q).

Wir finden 7, indem wir einen beziiglich des Grads minimalen Représentanten der Klasse p+(gq) berechnen.
Dafiir bemerken wir noch, dass gilt 22 + (¢) = 1 + (q).

pt+(a) = X —2X"+1+4(q)

(X7 4 (@) = 2+ (@) - (X**" +¢) + (1 + (q))
(X2 +(q) = 2+ (@) - (X)) + (X + () + (1 + (9)
(1% +(q)) = 2+ (@) - A + (X + () + (1 + (0)
(1 )
(1

(@) -2+ (@) A+ 9X +(9) + (1 +(9))
() - 2X +(g) + (1 +(g) =2-2X +(q9)

Also ist die Differenz r — (2 — 2X) durch ¢ teilbar. Da aber beide Grad < 2 haben, gilt r — (2 —2X) =0
und r =2 — 2X.

Beispiel* 2.2.11. Es seien K ein Korper und K[X] der Polynomring in einer Unbekannten. Sei n, m € Ny.
Ist m > 1, dann ist X™ — 1 der Rest bei Division von X™ — 1 durch X™ — 1, wobei r der Rest bei Division
von n durch m ist.

Sei n = gm + r im euklidischen Ring Z mit » < m. Und sei X™ — 1 = ¢g(X™ — 1) + h mit deg(h) <
deg(X™ — 1) = m. Diesmal arbeiten wir im Restklassenring K[X]/(X™ — 1). Es gilt wieder X" —1=h
mod (X™ —1) und X™ =1 mod (X™ — 1). Damit berechnen wir einen minimalen Reprisentanten:

X"—1 = Xxmatr 1
— (XWL)qXT'_l
= X"—1 mod(X™-1)

Es folgt fiir den Rest h, dak h = X" —1 mod (X™ —1), also ist die Differenz h — (X" — 1) durch X™ —1
teilbar. Aber da sowohl h, als auch X” — 1 Grad kleiner m haben, gilt h — (X" —1) =0, also h = X" — 1.
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2.3 Integritatsringe

2.3.1 Definition und Beispiele

Definition 2.3.1. Ein kommutativer Ring heifft Integritdtsring oder Integritdtsbereich, wenn 1 % 0 und
(R\{0}, ) Untermonoid von (R, -) ist, das heifft, wenn 1 # 0 und fiir alle r, s € R\{0} gilt rs # 0.

Proposition 2.3.2. (a) Fin kommutativer Ring R ist genau dann Integrititsbereich, wenn 1 # 0 und
fiir alle r,s,t € R mit rs =1t und r # 0 folgt s =t.

(b*) Ein endlicher Integrititsbereich ist ein Korper.

Beweis. Zu (a): ,= “Ist rs = rt, dann r(s —¢t) = 0. Also s — ¢ = 0 falls r # 0. Damit s = t.

»= “Ist 7, s € R\{0}, dann ist rs # r0 = 0.

Zu (b): Sei R endlicher Integritétsring, 0 # s € R, dann ist die Abbildung R — R, r — rs, nach (a)
injektiv, also auch surjektiv. Dann gibt es s € R mit rs = 1. O

Beispiele 2.3.3. (a) Z ist ein Integritdtsbereich, Korper sind Integritétsbereiche.

(b) Unterringe von Integrititsringen sind Integrititsringe. Insbesondere sind Unterringe von Koérpern
Integritatsringe.

(c) Sein € Ny. Z /nZ ist genau dann Integrititsbereich, wenn n = 0 oder n Primzahl ist.

Beispiel* 2.3.4. Sei A ein Integritétsring, der nur eine endliche Anzahl von Idealen hat. Dann ist A
bereits ein Korper.

Beweis. Sei x € A\0. Betrachte die Ideale I,, = (™) C A. Da A nur endlich viele Ideale besitzt, muf es
n < m € N geben, so daff die von " und z™ erzeugten Ideale iibereinstimmen, dh. (z") = (™) C A.
Insbesondere ist ™ € (z™), das heift, es gibt a € A it 2™ = 2™a. Es folgt

2"(1 —2%) =a2" —2™a =0,

mit ¢ =m —n > 0. Da A ein Integritétsring ist, folgt %a = 1. Also ist = in A invertierbar mit Inversem
x4 la. O

Proposition 2.3.5. Sei R Integritdtsring, n € N.
(a) R[X1,...,X,] ist Integritdtsring, fir f,g € R[X1,...,X,] gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g).
(b) R[Xy,...,X,]" =R*.

Beweis. Zu (a): Induktion nach n: Sei zunéchst n = 1. Seien f = Y7 7 X% r, #0, g = E?:o 5; X7,
sq # 0, Polynome in R[X]. Dann ist rps, # 0 der hochste Koeffizient von fg, also ist fg # 0 und
deg(fg) = p+ q = deg(f) + deg(g). Fiir f =0 oder g = 0 ist diese Gleichung trivial.

Sei nun n > 1. Nach Induktionsannahme ist R[X1,..., X,_1] Integritdtsring. Wie oben gezeigt, ist dann
R[X1,...,X,] = R[X1,...,Xn_1][X,] ebenfalls Integrititsring.

Seien f,g € R[Xy,..., X,]\{0}, deg(f) = p, deg(g) = ¢, dann ist f(,) # 0 und g¢;) # 0, also f(,)g(q) 7 0.
Nach Proposition ist dann deg(fg) = deg(f) + deg(g). Fiir f =0 und g = 0 ist dies klar.

Zu (b): Die Inklusion ,,D> “ist klar. Fiir die Inklusion ,,C “sei f € R[Xi,...,X,]*. Dann gibt es g €
R[X;,...,X,] mit fg = 1. Es folgt 0 = deg(1l) = deg(f) + deg(g), also deg(f) = deg(g) = 0, also
frg€ R*. O

Folgerung 2.3.6. Sein € N.
(a) Fiir jeden Korper ist K[X1,...,X,] Integritatsbereich und K[X;,...,X,]* = K*.
(b) Z[X1,...,X,] ist Integrititsbereich und Z| X1, ..., X,|* = Z>.
Proposition 2.3.7. Sei R Integrititsring.
(a) Jedes Polynom 0 # f € R[X] hat hochstens deg(f) Nullstellen.
(b) Seien f,g € R[X] Polynome vom Grad < n. Wenn es ay,...,an+1 € R gibt mit f(a;) = g(a;) fir

1<i<n+1, dann ist f =g.

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl Algebra Seite 57 von

Beweis. Zu (a): Induktion nach m = deg(f). Ist deg(f) = 0, dann hat f keine Nullstelle. Sei m > 0.
Falls f keine Nullstelle hat, dann ist das klar. Falls f eine Nullstelle a € R hat, dann existiert g € R[X]
mit f = (X —a)g, dann ist deg(g) = m — 1. Ist b Nullstelle von f, b # a, dann 0 = f(b) = (b —a)g(b) und
g(b) = 0. Also sind die Nullstellen von f ungleich a auch Nullstellen von g. Nach Induktionsannahme hat
g hochstens m — 1 Nullstellen, also hat f hochstens m Nullstellen.

Zu (b): f—g hat n+1 Nullstellen, a1, ...,an+1, da deg(f —g) < n folgt nach (a) f—g =0,also f =¢g. O

Beispiel* 2.3.8. Eine kommutative integre R-Algebra A von Dimension n > 2 ist bereits isomorph zu C.

Beweis. Wir identifizieren hier R mit R -1, wobei 1 das Einselement von A ist. Um die Aussage zu sehen,
zeigt man zunéchst, daf jedes Element a € A\{0} invertierbar ist. Dann {iberlegt man sich, daf fiir jedes
Element a € A\(R-1) die Menge {1,a} linear unabhingig iiber R ist, aber die Menge {1,a,a?} linear
abhingig. Daraus folgert man, daR in dem R-Vektorraum (1, a) ein Element i existiert mit i2 = —1. Man
folgert, dak dim(A) = 2 und daf A isomorph zu C ist. O

2.3.2 Euklidische Ringe

Definition 2.3.9. Ein Integritatsring R heift euklidisch, wenn es eine Abbildung 6 : R\{0} — Ny gibt,
so daf gilt: Fiir alle a,b € R, b # 0, gibt es ¢, € R mit a = bg 4+ r und wenn r # 0 ist, dann 6(r) < §(b).
Eine solche Abbildung heifst euklidische Norm.

Beispiele 2.3.10. (a) Z ist euklidisch beziiglich 6 : Z — Ny, z — |z|.
(b) Sei K ein Korper. K[X] ist euklidisch beziiglich K[X]\{0} — Ny, f — deg(f).

(c) Z[i) = {a+bi| a,be Z} = Z®Zi ist Unterring von C, der Z enthélt; er heift Ring der ganzen
GauRschen Zahlen. § : Z[i] — No, z = a + bi + 2T = a® + b? ist euklidische Norm.
Beweis. Seien v = a + bi € Z[i] und y = ¢+ di € Z[i]\{0}. Dann ist ¥ = 3%
s,t € Q. Es gibt u,v € Zmit |s—u| < 3 und [t —v| < 3; sei ¢ = u+vi € Z[i]. Dann gilt z —qy € Z][i],
x=qy+(z—qy),und | —q?=ls+ti— (u+tvi)> = (s —u)?+ (t—v)> < 1. Also ist 12 —q*<1
und so |z — qy|* < |y|?, also 6(z — qy) < 5(y). O

Satz 2.3.11. Sei R euklidischer Ring. Jedes Ideal A C R ist Hauptideal, das heif§t, es gibt a € A so dajs
A= (a).

Beweis. Sei § : R\{0} — Ny euklidische Norm, A # 0 ein Ideal, sei 0 # a € A, so daf 6(a) minimal ist.
Wir zeigen, daf gilt A = (a). Es ist klar, dal (a) C A. Sei andererseit 2z € A. Dann gibt es ¢, € R mit
x =gqa+r und 6(r) < §(a). Falls r # 0 gilt r = x — ga € A. Widerspruch zur Wahl von a. Also ist r = 0.
Es folgt « = ga € (a). O

Definition 2.3.12. Ein Integritéitsring R heifst Hauptidealring, wenn jedes Ideal von R Hauptideal ist.

Beispiele 2.3.13. Fiir Hauptidealringe sind Z, Z[i], K[X] fiir einen Korper K: Dagegen sind Z[X] und
KI[X,Y] keine Hauptidealringe.

Folgerung 2.3.14. Sei K ein Korper. Zu jedem Ideal 0 # A C K[X] gibt es genau ein normiertes
Polynom f € A mit A= (f).

Beweis. Es gibt g € A mit A = (g). Sei a € K der hchste Koeffizient von g, dann ist a~!g normiert, und
A = (a7 lg). Seien g1,g2 € A normiert mit (g1) = (g2) = A. Dann gibt es u,v € K[X] so daf g1 = ugs
und go = vgy. Also ist g = uvgy, damit 1 = wv und u,v € K*, u = v = 1, folglich g; = go. O

Merkregel*: Es gelten folgende Inklusionen fiir kommutative Ringe:

Koérper <  Euklidische Ringe €  Hauptidealringe C  faktorielle Ringe C  Integritétsringe
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2.4 Ringe von Briichen

2.4.1 Konstruktion des Quotientenrings

Definition 2.4.1. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C R heifst multiplikativ abgeschlossen,
wenn @) # S und S Untermonoid von (R\{0}) ist.

Beispiele 2.4.2. (a) Ist R Integritdtsring, dann ist R\{0} multiplikativ abgeschlossen.

(b) Sei R kommutativer Ring, s € R. S = {s" | n € Ny} ist genau dann multiplikativ abgschlossen,
wenn s” # 0 fiir alle n € N ist, das heifit, wenn s nicht nilpotent ist. Dies ist in einem Integritétsring
fiir alle s # 0 erfiillt.

(¢) Sei p € N Primzahl. Dann ist Z \ (p) multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von Z.

Sei R kommutativer Ring, S C R multiplikativ abgeschlossene Teilmenge. Wir definieren auf R x S
eine Aquivalenzrelation durch

(r,s) ~ (r',s") genau dann wenn es t € S gibt, so daf (rs’ —r’s)t = 0.
Transitivitat: Sei auch (v/,s") ~ (¢, s"”), mit (r's” —r"s")t' = 0 fir ' € S. Dann ist (rs” — r"s)s'tt’ =
(rs' —r's)s"tt’ + (r's”" —r"s")stt’ = 0 und §'tt’ € S also (r,s) ~ (r”,s"”). Alles andere ist klar.
Man setzt Rs = R x S/ ~ und bezeichnet die Aquivalenzklasse von (r,s) mit £, Also gilt = = g genau
dann wenn es ¢ € S gibt mit (rs’ —'s)t = 0.

Satz 2.4.3. (a) Rs ist kommutativer Ring beziiglich 7+ + 32 = % und T3 = {2, Nullelement

ist %, FEinselement ist %
(b) Die Abbildung i : R — Rg, r + { ist Ringhomomorphismus mit ker(i) = {r € R|3s € S : rs = 0}.
Fiir alle s € S ist i(s) = § Einheit von Rs.

Definition 2.4.4. Rg heiflt Quotientenring von R nach S, i : R — Rg heifst kanonischer Homomorphis-
mus.

T

kS
5.

Beweis. Zu (a): Die Addition ist wohldefiniert: Sei {* = .

- und ;—; = =22 dann gibt es t1,t5 € S mit

S

_~
o~

(r18] —ris1)t1 = 0 und (rosh — rhsq)ta = 0. Dann

((r182 + s172) 8755 — (r]85 + rhs])s182) tita = ((r18) — ris1)s2sh + (rash — rhse)s18)) tita =0

und tits € S, also fE2trest — N524751  Genauso fiir Multiplikation. Die Ringaxiome priift man nach.

5182 sh sl
Zu (b): Es gilt i(ry +rp) = 242 = I 4+ 22 — j(ry) + i(r2), und i(1) = 1 ist Einselement von Rg.
Aukerdem i(r) = 0 genau dann, wenn § = 0, genau dann, wenn es s € S gibt mit rs = 0. Fiir s € S gilt:
i(s)-1=2.1=2=1 alsoist i(s) € RS. O

Satz 2.4.5 (Universelle Eigenschaft des Quotientenrings). Sei R kommutativer Ring, S C R multiplikativ
abgeschlossene Teilmenge. Ist T ein kommutativer Ring, ¢ : R — T Ringhomomorphismus mit ¢(S) C T*,
dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢ : Rg — T mit ¢ oi = @, das heif§it, das Diagramm

R— ' >Ry

7/

7/
® 7 3
2 ®

T

kommutiert.
Beuweis. Existenz von ¢: Fiir £ € Rg setzt man ¢ (£) = o(r)¢(s) L.

Wohldefiniertheit: Sei - = ;—: Dann gibt es t € S mit (rs’ — r's)t = 0, also

(p(r)p(s') — () p(s))p(t) 0 also
o(r)p(s) = o(r)e(s) also
o(r)p(s)™ = @)p 1(s') also

o) - #(%)
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Auflerdem

~(T1 T2 ~ [ T182 + 1281
lo+t—) = 6|l————
S1 S92 5182
= (r152 + r251)p(s152)

= (p(r)p(s2) +p(ra)e(s1)) e(s1) p(s2)”
= r)e(s1) M+ o(ra)e(s2) ™t = @ (Tl) +¢ (702)

—1

1 1

S1 S9

ete. Wegen (@ od)(r) =@ (%) = (r)p(1)~" = ¢(r) fiir alle r € R gilt goi = .
Eindeutigkeit: Sei A : Rg — T ein Ringhomomorphismus mit Aoi = ¢. Fiir s € S gilt

() A (5 A () reen () = een ()

also A (1) = p(s)~*. Fiir £ € Rg gilt also

V(D) =2 (F2) =) (2) =it =ttt =5 (2).
Es folgt \ = &. O

Bemerkung 2.4.6. Seien R, S wie oben. Zu x1,...,7, € Rs gibt es r1,...,7, € R, s € S mit x; = =% fiir
alle 1 <7< n.

Beweis. Es gibt ¢1,...,¢, € Rund s1,...,8, € Smit 2; = . Sei s = [T, siund t; = Hj# s;, dann ist
sit; € S und
C; Citi Citi
xi = —_— = =
Si Siti S

fir alle 1 <7< n. O
Proposition 2.4.7. Seien R, S wie oben, i : R — Rg der kanonische Homomorphismus.

(a) Ist A C R Ideal von R, dann ist {; a€ A,s € S} das von i(A) erzeugte Ideal von Rg. Wir
bezeichnen es mit Rg - A.

(b) Ist B C Rs Ideal, dann ist i~1(B) =: A Ideal von R und es gilt B = Rg - A.
(c) Ist A C R Ideal von R, dann gilt: Rs - A = Rg genau dann wenn AN S # (.

Beweis. Zu (a): Die Menge B = {2 ; a € A,s € S} ist offenbar ein Ideal von Rg, das i(A) enthilt [
i(A) C Bist klar. Fiir ¢+, €2 € Bund { € Rg gilt + — 2 = 422825 ¢ Bund [ = {2 € B]. Ist C

ein Ideal von Rg, das i(A) enthilt, dann gilt ¢ = 41 =i(a)- 1 € C, fiir alle ¢ € B, also B C C.

Zu (b): Sei B C Rg Ideal. Dann ist A = i~1(B) Ideal von R. Behauptung B = Rgs - A.

»C “ Sei £ € B,dannist i(r) =7 =% € B,alsor € Aund £ € RgA.

5D SeixeRs-A,danngibtesaeAundseSsodaféx:%:%%:i(a)%EB.

Zu (c): Gilt RgA = Rg, so gibt esa € A und s € S mit % = %, das heifit, es gibt a € A und s,¢ € S mit
(a—s)t =0.Und at = st € AN S. Ist andererseits ANS # (), dann gibt esa € AN S, also + = 2 €Rs-A

und es folgt Rg - A = Rg. O

Beispiel* 2.4.8. Seip € Z eine Primzahl und die multiplikativ abgeschlossenen Teilmenge S = Z \(p) C Z
gegeben. Der Quotientenring Z, := Zg ist gegeben durch

Zp) ::{g |T€R,SES}:{£|T,S€R,]?+S}.

Die Ideale B C Z,) sind gegeben durch B = Z, -A, wobei A C Z Ideal ist mit AN {Z\(p)} = 0, also
A C (p). Da Z Hauptidealring ist, ist A = (a) mit p‘a, also a = np. Es folgt, dass das von p erzeugte Ideal
in Z,) maximal beziiglich Inklusion ist, und dies ist das einzige Ideal mit dieser Eigenschaft. Ein solcher
Ring heift lokal, Z,) heit Lokalisierung von Z bei (p).
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Satz 2.4.9. Sei R Integritdtsring.

(a) Sei S multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R. Es gilt (r,s) ~ (r',s') genau dann, wenn rs’ =
r's. Rg ist Integrititsring und der kanonische Homomorphismus i : R — Rg ist injektiv. Man
schreibt deshalb r statt T in Rs.

(b) Ist speziell S = R\{0}, dann ist Rs sogar ein Korper. Rg heifit Quotientenkérper von R, man setzt
Quot(R) = Rg.

Beweis. Zu (a): Es gilt (r,s) ~ (r,s’) genau dann, wenn es ¢t € S gibt mit (rs’ — r’s)t = 0 genau dann,
wenn rs’ = r's da t # 0. Weiter ist i(r) = 0 genau dann, wenn { = 0 genau dann, wenn es s € .S gibt mit
rs = 0 genau dann, wenn r = 0 da s # 0. Um zu zeigen, dak Rg wieder Integritétsring ist: Da 1 # 0 in R
folgt 1 # 2 in Rg. Fiir £ und % € Rg\{0} folgt r,7’ # 0, also rr’ # 0 also L 0.

s s’

Zu (b): Sei S = R\{0}. Sei 0 # L € Rg, dann r # 0, also r € S. Es folgt £ € Rg und £2 = £ = 1,
Also ist Z invertierbar.

Folgerung 2.4.10. Sei R ein Unterring eines Korpers, S C R multiplikativ abgeschlossene Teilmenge.

Dann ist die Abbildung

r _
¢:Rg— K, - 715!
s

injektiver Homomorphismus und Rg ist Integrititsring. Man identifiziert Rg mit im(p) via .

Beweis. Da alle s € S in K invertierbar sind, gibt es einen Homomorphismus ¢ wie vorgegeben. ¢ ist
injektiv: ¢ (£) = rs~! =0, dann r = 0, also ~ = 0. DaR Rg Integritétsring ist, ist dann klar. O

Beispiele 2.4.11. (a) Quot(Z) =Q
(b) Ist K ein Korper, dann ist K[Xq,...,X,] Integritdtsring. Man setzt
K(Xy,...,Xn) = Quot(K[Xy,..., X,]).

Man nennt diesen Koérper den Kérper der rationalen Funtionen in den Unbekannten X1, ..., X, liber
K.

(c) Sei
Zli)={a+bi€C |a,beZ}

der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen, sei
Qli]={a+bicC|abeQ}
der Korper der Gaukschen Zahlen. Ist S = Z\{0}, dann gilt Z[i]s = Q[i] = Quot(Z[i]).
Beispiel* 2.4.12. Der Koérper Q enthélt keinen echten Unterkorper.

Beweis. Sei K — Q ein Unterkoérper von Q. Also sind 0,1 € K. Es folgt, dalt 2 = 1 + 1 # 0 ebenfalls
in K ist. Angenommen n € K. Dann ist n +1 = (14 ...+ 1) + 1 nach Induktion ebenfalls in K. Es
folgt N C K. Da (K, +) eine abelsche Gruppe ist, ist fiir n € N auch das additive Inverse —z € K. Es
folgt Z — K, und dies ist ein Ringhomomorphismus. Das Bild der multiplikativ abgeschlofsenen Menge
S = Z\{0} unter diesem Ringhomomorphismus ist in K\{0} = K* enthalten. Nach der universellen
FEigenschaft von Quotientenringen, gibt es also einen eindeutigen Ringhomomorphismus Q — K, so daf

das Diagramm
K

kommutiert. Dieser ist invers zu K < Q. Also ist K = Q. O

Z

Q
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2.4.2 Primkorper, Charakteristik

Proposition und Definition 2.4.13. Sei R Integritdtsring. Ry = Z -1 ist der kleinste Unterring von R,
er heiffit Primring. Zwei Fdlle sind mdglich:

(a) Ry = Z; dies gilt genau dann, wenn z1 # 0 fir alle z € Z\{0}.
(b) Es gibt eine Primzahl p € N mit Ry = 7 /(p); p ist die kleinste natiirliche Zahl z € N mit 2.1 = 0.

Beweis. Die Abbildung ¢ : Z — R, z + 2.1, ist ein Ringhomomorphismus; Ry = im(p) = Z.1 ist der
kleinste Unterring von R. Es gibt genau eine Zahl n € N mit ker(¢) = (n) und ¢ induziert den injektiven
Homomorphismus

Z/(n) > R;z+(n)— 21

Da dann Z /(n) ebenfalls Integritétsring ist, ist entweder n = 0 oder n = p prim. Es gilt n = 0 genau dann,
wenn Ry & Z genau dann, wenn fiir alle z € Z gilt 2.1 # 0. Ist n = p Primzahl, dann ist Z /(p) — Ro,
z + (p) — 2.1 Isomorphismus. Also ist p die Ordnung von 1 in (R, +), das heifit die kleinste Zahl z € N
mit z.1 = 0. O

Beispiel* 2.4.14. Sei R ein Integritétsring mit Primring Z /(p), p > 0. Dann gilt fiir alle z € R, daf
px = 0. Dies folgt leicht aus der Assoziativitit von R, denn

pr=p(l-z)=(p-1)z=0-2=0.
Beispiel* 2.4.15. Sei R ein Integrititsring mit Primring Z /(p), p > 0. Dann ist die Abbildung
F:R— Rz aP
ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Es ist klar, daft F(1) =1 ist und fur alle ,y € R gilt F(zy) = (xy)? = 2Py? = F(x)F(y), denn
R ist kommutativ. Weiterhin berechnet man fiir z,y € R

Fle+y) = (z+y)°
p D p—1 D
— k,p—k _ ..p P k,p—k
= Z<k>xy =x" +vy +Z(k>xy
k=0 k=1
Es geniigt nun nach dem vorherigen Beispiel zu zeigen, dafs p‘ (i) fiir k =1,...,p—1. Nach Definition von

(Z) gilt die Gleichheit
P
| = kU (p— B!
p! (k) El-(p—k)!

Da offensichtlich p|p!, aber p{ k! und p t (p — k)!, und p eine Prmzahl ist, mufs p (i) teilen. Damit ist
Zz;} (P)azry?F =0 und F(z +y) = aP + y? = F(z) + F(y). O

Proposition und Definition 2.4.16. Sei K ein Korper. K enthdlt einen kleinsten Unterkorper Ky; er
heifst Primkdrper von K. Zwei Fille sind mdglich:

(a) Ko = Q; dies gilt genau dann, wenn z.1 # 0 fir alle z € Z\{0}.
(b) Es gibt eine Primzahl p € N mit Ko =2 Z /(p); p ist die kleinste natirliche Zahl z € N mit 2.1 = 0.

Beweis. Der Primring von K ist Z.1. Ist Z.1 = Z /(p) mit p prim, dann ist Ky = Z.1 der kleinste
Unterkdrper von K. Ist Z .1 =2 Z, dann besitzt der injektive Homomorphismus ¢ : Z — K eine eindeutige

Forsetzung
a

o - .5 _ -1

7:Q— K;§ (b) = (a.1)(b.1)7.
@ ist injektiv. Dann ist Ko = im(p) = {(a.l)(b.l)_1 ’ a,be Z,b+ O} der kleinste Unterkorper von K. [
Definition 2.4.17. Sei K ein Korper. Die Charakteristik char(K) von K ist folgendermafen definiert:

0 fallsfiralle0#2€Z:21+#0
p  Primzahl, falls p die kleinste natiirliche Zahl ist mit 2.1 =0

char(K) = {

Folgerung 2.4.18. Sei p Primzahl. Jeder Kérper mit p Elementen ist isomorph zu Z /(p).
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2.5 Maximale Ideale und Primideale

2.5.1 Das Lemma von Zorn

Sei X eine Menge. Eine Relation R C X x X heifft Ordnung (manchmal teilweise Ordnung), falls
(a) Fiir alle z € X gilt (z,2) € R. (Reflexivitét)
(b) Ist (x,y) € R und (y,x) € R, dann gilt = y. (Antisymmetrie)
(c) Ist (x,y) € R und (y,2) € R dann ist (z,2) € R. (Transitivitét)

Statt (x,y) € R schreibt man z <p y oder z < y. Die Ordnung R oder < heift total, wenn fiir alle
x,y € X entweder x < y oder y < z gilt. Sei (X, <) eine geordnete Menge, dann ist auch S C X geordnet
beziiglich s < t fiir s,t € S, falls dies in X gilt. Ist .S beziiglich dieser Ordnung total geordnet, dann heifst
S Kette von X. Ein Element x € X heillt obere Schranke von S C X, falls s < x fiir alle s € S. Ein
Element = € X heiftt grofstes Element von X, wenn x obere Schranke von X ist. Ein Element z € X
heiftt maximales Element von X, falls fiir alle s € X mit z < s folgt x = s. Ebenso definiert man untere
Schranke einer Kette, kleinste und minimale Elemente.

Beispiel 2.5.1. Sei X = {{1},{13},{12}} geordnet beziiglich C. X ist nicht total geordnet, hat kein
grofites Element, aber zwei maximale Elemente.

Lemma von Zorn 2.5.2. Sei (X,<) eine nichtleere, geordnete Menge. Wenn jede Kette von X eine
obere Schranke in X hat, dann hat X mindestens ein mazimales Element.

2.5.2 Maximale Ideale

Sei R ein Ring. Ein Linksideal A C R heifit maximal, wenn A # R ist und es kein Linksideal B C R gibt,
mit AC BC R.

Satz 2.5.3. Sei R ein Ring A C R ein Linksideal. Dann gibt es ein mazimales Linksideal B in R, mit
ACB.

Beweis. Sei & = {C CR ‘ C Linksideal von R mit A C C' C R}. . ist nicht leer, und beziiglich C ge-
ordnet. Sei 7 C . eine Kette. Ohne Einschrinkung sei .7 # ). Sei T = (Joc 5 C. T ist Linksideal:
0 € T ist klar; seien z,y € T, dann existieren Cy,Cy € 7 mit x € Cy und y € Cy. Es gilt C; C Cs oder
Cy C Ci.Dannist x —y € Cy C T oder x —y € C; C T, also ist T Untergruppe von (R, +); fir r € R gilt
re € Cqp C T, also ist T' Linksideal von R; offenbar ist A C T. Angenommen T = R, dann gibt es C € 7
mit 1 € C, also C = R, unmoglich. Also ist T C R und damit T' € .. Dafir alle C €  gilt C C T, ist T
obere Schranke von 7. Nach dem Lemma von Zorn besitzt . ein maximales Element B. Behauptung: B
ist maximales Linksideal von R. Sicher ist B # R. Gé&be es ein Linksideal D in R mit B C D C R, dann
ware D € . und B kein maximales Element von .. Also ist B maximales Ideal von R. O

Folgerung 2.5.4. Sei R ein kommutativer Ring.
(a) Ist A C R ein Ideal, dann gibt es in R ein mazimales Ideal B mit A C B.
(b) Ist R # 0, dann besitzt R ein mazimales Ideal (Krull).

Proposition 2.5.5. Sei R ein kommutativer Ring, A ein Ideal in R. A ist genau dann mazimal, wenn
R/A ein Korper ist.

Beweis. R/A ist Korper, genau dann, wenn A # R und R/A keine Ideale aufer 0 und R/A hat. Dies gilt
genau dann, wenn A # R und fiir alle Ideal B C R mit A C B gilt B/A = 0 oder B/A = R/A. Dies
gilt genau dann, wenn A # R und fiir alle Ideale B C R mit A C B gilt B = A oder B = R. Dies ist
dquivalent zu der Aussage, dall A maximales Ideal von R ist. O

Beispiele 2.5.6. (a) Die maximalen Ideale von Z sind die Ideale (p), wobei p eine Primzahl ist. (Denn
fiir n € Ny gilt: (n) maximal genau dann, wenn Z /(n) Korper, genau dann, wenn n Primzahl.)
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(b) Sei K Korper, dann ist (X) = K[X]X maximales Ideal. (Denn K[X]/X — K, f+ (X) — f(0) =
konstanter Koeffizient von f ist Ringisomorphismus.)

Beispiel* 2.5.7. Sei R ein (unitirer) kommutativer Ring, m C R ein maximales Ideal. Sei 1+a invertierbar
fiir jedes Element a € m. Zeigen Sie, daf m das einzige maximale Ideal von R ist.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, daR jedes Element b € R\m invertierbar in R ist. Sei 0 # b € R/m die
Klasse von b modulo m. Da R/m ein Kérper ist, gibt es ¢ € R mit b¢ = 1. Es folgt, dak es a € m gibt mit
bc =1+ a. Da 1 + a nach Voraussetzung invertierbar ist, ist b- (¢ (1 +a)~!) = 1, also ist b invertierbar.
Angenommen n C R ist ein weiteres maximales Ideal. Dann gibt es b € n\(n N'm). Wir haben gesehen,
daR b in R invertierbar ist. Also ist 1 = b~ -b € n, also n = R, Widerspruch.

O

2.5.3 Primideale

Definition 2.5.8. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal P C R heifit Primideal, wenn P # R und
wenn fiir alle r, s € R gilt: ist rs € P, dann ist r € P oder s € P.

Proposition 2.5.9. Sei R ein kommutativer Ring. Fir ein Ideal P C R sind dquivalent:
(a) P ist Primideal.
(b) R\P ist multiplikativ abgeschlossen.
(¢) R/P ist Integrititsbereich.

Beweis. (a) = (b): Wegen P # R gilt 1 € R\P. Fiir v, € R\P gilt ' ¢ P wegen (a), also ist
rr’ € R\P.

(b) = (c): Wegen 1 € R\P ist 1 # 0 in R/P. Fiir 71,72 € (R/P)\{0} gilt 71,72 € R\P. Also wegen (b)
rire € R\P Damit 7179 = 773 # 0 in R/P

(¢) = (a): Da R/P # 0 ist, ist P # R. Fiir r,7’ € R mit 7’ € P gilt 77/ = r/ = 0, also T = 0 oder
7 = 0. Damit r € P oder r’ € P. O

Folgerung 2.5.10. In einem kommutativen Ring ist jedes maximale Ideal auch Primideal.

Beispiele 2.5.11. (a) Die Primideal von Z sind (0) und die Ideale (p), p eine Primzahl. Das Ideal (0)
ist nicht maximal.

(b) Sei R kommutativer Ring. Das Ideal (0) ist genau dann Primideal, bzw. maximales Ideal, wenn R
Integritatsring, bzw. Korper, ist.

(c) Sei R Integritdtsring. Dann ist (X) = R[X]X Primideal in R[X]. (Denn R[X]/X — R, f + (X) —
£(0) ist Ringisomorphismus.)

Beispiel* 2.5.12. Sei R ein Integritétsbereich und I C R ein Primideal, so daf der Index [R : I] der
additiven Gruppen (R, +) und (I, +) endlich ist. Zeigen Sie, daf I ein maximales Ideal von R ist.

Beweis. Da I ein Primideal ist, ist nach Proposition der Faktorring R/I ein Integritétsbereich.
Dieser Faktorring ist die Faktorgruppe R/I der additiven Gruppen mit der in Satz definierten
Multiplikation. Also ist R/I ein endlicher Integritdtsbereich und damit nach Proposb) ein
Korper. Proposition [2.5.5] sagt uns dann, daf I ein maximales Ideal ist. O

Satz 2.5.13. Sei R Hauptidealring. Jedes Primideal ungleich (0) ist mazimal.

Beweis. Sei (a) # 0 Primideal von R. Es gilt (a) # R. Sei (b) ein Ideal von R mit (a) C (b) C R. Dann
gibt es ¢ € R mit a = bc. Da (a) Primideal ist, folgt b € (a) oder ¢ € (a). Ist b € (a), dann gibt es x € R
mit b = ax, also b = bew, also cx = 1. Es folgt ¢ € R* und b = ac™!. Damit (b) C (a) also insbesondere
(b) = (a). Ist andererseits ¢ € (a), dann gibt es y € R mit ¢ = ay, also ¢ = bcy also by = 1. Damit ist
b€ R* und (b) = R. Also ist (a) maximales Ideal. O

Proposition 2.5.14. Seien R, R’ kommutative Ringe, ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Fir jedes
Primideal Q C R’ ist o=1(Q) Primideal von R. Ist @ surjektiv, P C R Primideal mit ker(¢) C P, dann
ist o(P) Primideal von R'.
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Beweis. Sei Q C R' Primideal. Wegen 1 ¢ Q gilt 1 ¢ ¢~ 1(Q). Seien r,r" € R mit r’ € ¢~ 1(Q). Dann
o(r)e(r') = (rr') € Q. Also ist ¢(r) € Q oder p(1’') € Q. Damit r € ¢~ 1(Q) oder ' € p~1(Q). Etc. O

Satz 2.5.15. Sei R kommutativer Ring, S C R multiplikativ abgeschlossene Teilmenge, i : R — Rg der
kanonische Homomorphismus,

o = {A| A Ideal von R mit ANS =0}.
(a) Jedes Ideal A € < ist in einem mazimalen Element von &/ enthalten.
(b) Die mazimalen Elemente von <7 sind Primideale.

(¢) Die Abbildung P — RgP vermittelt eine Bijektion von der Menge der mazimalen Elemente von o/
auf die Menge der mazimalen Ideale von Rg. Die inverse Abbildung ist gegeben durch Q — i~1(Q).

Beweis. Zu (a): Fir A € « ist RgA Ideal von Rg mit RgA C Rg. Es gibt ein maximales Ideal Q C Rg
mit RgA C Q. Fiir P = i~'(Q) gilt Q = RgP nach Abschnitt also gilt P € o/. Wegen i(A) C Q
gilt A Ci~}(Q) = P. P ist maximales Element von </: Sei P’ € &/ mit P C P’. Dann folgt Q = RsP C
RsP’' € Rg. Da Q maximal ist folgt Q = RgP’. Wegen i(P’) C Q, folgt P’ Ci~1(Q) = P, also P = P'.
Zu (b): Sei jetzt A € o/ maximales Element von /. In (a) gilt dann A = P = i~1(Q) und Q = RsP.
Also ist A = P Primideal und RgP = @ ist maximales Ideal von Rg.

Zu (c): Nach dem Beweis von (b) ist die Abbildung P + RgP sinnvoll, nach dem Beweis von (a) ist sie
surjektiv. Sind P; # P, maximale Elemente von &7, dann gilt Rg Ry # RsRs. O]

Folgerung 2.5.16. Sei R ein kommutativer Ring, P C R ein Primideal, S = R\P. Der Ring Rs hat
genau ein maximales Ideal, namlich RgP.

Beweis. In diesem Fall ist P das grofte Element von o7, also das einzige Maximale Element von /. [

Unter der Voraussetzung der Folgerung setzt man Rg = Rp; Rp heifst Lokalisierung von R in P.

Beispiel* 2.5.17. Fir R = Z und R = Z[X] untersuche man das durch die Primzahl 2 € Z erzeugte
Hauptideal (2) in R und beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(a) (2) ist ein Primideal in R.
(b) (2) ist ein maximales Ideal in R.

Ist R = Z, so sind die Primideale genau die von Primelementen und der 0 erzeugten Ideale. Also ist
insbesondere (2) Primideal. Explizit sieht man dies wie folgt: Es ist (2) = 2Z C Z eine echte Teilmenge.
Sei desweiteren x,y € Z mit zy € (2). Also gibt es m € Z mit zy = 2m. Da Z faktorieller Ring ist und 2
Primelement in Z gilt 2|2 oder 2|y. Also ist = € (2) oder y € (2). Aukerdem ist, da Z ein Hauptidealring
ist, jedes Primideal maximal. Speziell ist (2) ein maximales Ideal.

Betrachten wir nun den Fall R = Z[X]. Zu beachten ist, da dies zwar ein faktorieller Ring aber kein
Hauptidealring ist. Das Element 2 ist hier irreduzibel, also prim. Wie oben sieht man dann, daf das davon
erzeugte Ideal (2) Primideal ist. Allerdings ist es nicht maximal, denn es ist zum Beispiel in dem Ideal
A = (2, X) enthalten.

Beispiel* 2.5.18. Der Ring R = {n +mv—=2;n,me Z} ist bekanntlich ein euklidischer Ring beziiglich
der Norm N (n + m\/TQ) = n242m?2. Man zeige, daf 11 ein zerlegbares und 13 ein unzerlegbares Element
in R ist. Man zeige, dafs der Restklassenring R/13R ein Korper ist. Aus wievielen Elementen besteht er?

Fiir 11 gibt es die Zerlegung 11 = (3 + v/—2)(3 — v/—2), wobei die Elemente 3 + /—2 keine Einheiten
sind, da ihre Norm gegeben ist durch N (3 4+ /—2) = 11 # 1.

Angenommen das Element 13 wére zerlegbar, mit 13 = xy, z, y Nichteinheiten. Da die Norm multipli-
kativ ist, folgt

169 = 13- 13 = N(13) = N(xy) = N(z)N(y).

Da z und y Nichteinheiten sind, muR gelten N (x) = N(y) = 13. Aber es gibt keine Elemente a+by/—2 € R
mit a? + 2b% = 13. Widerspruch. Also ist 13 nicht zerlegbar. (Hingegen gibt es sehr wohl a + by/—2 € R
mit a? + 2b% = 11, siehe oben.)

Da 13 nicht zerlegbar ist, also prim, und R ein Hauptidealring, ist (13) maximales Ideal. Es folgt, daf
R/(13) ein Korper ist mit |R/(13)] = 169.
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2.5.4 Kettenbedingungen

Proposition und Definition 2.5.19. Fiir eine geordnete Menge (X, <) sind dquivalent:
(a) Fiir jede Folge x1 < ... < xp < ... in X gilt: es existiert N € N, so daf fiir allen > N gilt x,, = xn .
(b) Jede nichtleere Teilmenge X' C X hat ein mazimales Element.

Gelten diese Aussagen, dann sagt man X geniigt der aufsteigenden Kettenbedingung oder Maximalbedin-
gung.

Beweis. (a) = (b): Angenommen X besitzt eine nichtleere Teilmenge X’ ohne maximales Element.
Wiéhle 27 € X’. Da X’ kein maximales Element hat, gibt es o € X’ mit 21 S 5. Da x2 nicht maximal
ist gibt es z3 € X’ mit x5 < x3. Rekursiv findet man eine Kette 21 S z2 S 23 S ... im Widerspruch zu
(a).

(b) = (a): Seiz; < 2 < x3 < ... eine Folge in X. Nach (b) hat X’ = {x,, : n € N} ein maximales
Element . Fir n > N gilt oy < z,, also zny = z,. ]

Sei R ein Ring, .# eine Menge von Linksidealen (Rechtsidealen / zweiseitigen Idealen) von R. Man
sagt R habe aufsteigende Kettenbedingung oder Maximalbedingung fiir die Ideale in ., falls ./ den
Bedingungen (a) und (b) gentigt.

Beispiele fiir Teilmengen . sind: alle Linksideael, alle endlich erzeugten Linksideale, alle Linkshauptideale.
Analog fiir Rechtsideale.

Proposition und Definition 2.5.20. Fir einen Ring R sind dquivalent:
(a) R geniigt der Maxzimalbedingunyg fir alle Linksideale.
(b) R geniigt der Mazimalbedingung fiir alle endlich erzeugten Linksideale.
(c¢) Jedes Linksideal ist endlich erzeugt.
Gelten (a), (b) und (c), dann heifit R linksnoethersch. Analog definiert man rechtsnoethersch.

Beweis. (a) = (b): Das ist klar.
(b) = (c): Annahme: R enthilt ein Linksideal A, das nicht endlich erzeugt ist. Wéhle a; € A. Dann
gilt Ray € A. Wihle as € A\Ray, dann gilt Ray € (Ray + Ras) € A. Wihle a3 € A\(Ra; + Ras), dann

Ray € (Ray + Ras) € (Ray + Ras + Ras) € A. Rekursiv findet man eine Folge (ay)ren in A mit

=

k k+1
> Ra; ) Ra, fiir alle k > 1.
=1 =1

Dies widerspricht (b).

(c) = (a): Sei A} C Ay C A3 C ... eine Folge von Linksidealen von R, sei A = (1, .y A,. Dann ist A
Linksideal. Nach (c) gibt es also @1,..., 2, € A mit A = Y " Rx;. Fir alle 1 < k < m gibt es iy, € N
so daf zp € A;, . Mit N = max{iy,...,i,} gilt dann A4;,,..., A; C Ay, also z1,... 2, € Ay. Somit ist
A C Ay, und es folgt A = Ay, insbesondere A, = Ay fir alle n > N. O

Proposition 2.5.21. Ist R linksnoethersch, A C R ein zweiseitiges Ideal, dann ist auch R/A links-
noethersch.

Beweis. Sei B/A ein Linksideal von R/A, wobei B Linksideal von R ist mit A C B. Es gibt by,...,b, € R
mit B =3 | Rb;. Es folgt B/A =" R/A(b; + A). O

Folgerung 2.5.22. Jeder Hauptidealring ist noethersch.
Beweis. Denn jedes Ideal ist endlich (von einem Element) erzeugt. O

Hilberts Basissatz 2.5.23. Sei R ein kommutativer Ring. Ist R noethersch, n € N, dann ist auch
R[X4,...,X,] noethersch.
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Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir n = 1 zu zeigen. Die allgemeine Aussage folgt induktiv, denn fiir
n>1ist R[X1,...,X,] = R[X1,..., Xn-1][Xn]- Sei also n =1, X = X; und R noethersch.
Annahme: Es gibt ein Ideal A in R[X], das nicht endlich erzeugt ist. Wahle 0 # f; € A mit minimalem

Grad und seien (fi)ren rekursiv so ausgewéhlt, dafl fr11 Polynom minimalen Grades in A\(f1,..., fx)
ist. Sei ny = deg(fx) und ax € R der hichste Koeffizient von fi. Es gilt n1 < ne < ng < .... Wir zeigen,
dak (a1,...,ar) € (a1,...,ak4+1) fiir alle & > 1. Dies widerspricht der Voraussetzung, daf R noethersch
ist.

Annahme: Es gibt & > 1 so daf (ai,...,ar) = (a1,...,ak4+1). Dann gibt es by,...,bx € R mit

k
ag4+1 = E bjaj.
j=1

Sei i
9= fer1 — Z b X f
j=1
Es gilt g € A\(f1,..., fx) und deg(g) < deg(fx+1), unmoglich. O

Beispiele 2.5.24. (a) Sei K ein Korper. Fiir alle n € N ist K[X7, ..., X, ] noethersch aber fir n > 1
ist K[Xy,...,X,] kein Hauptidealring.

(b) Fiir n € Nist Z[X7,...,X,] noethersch aber kein Hauptidealring.

Folgerung 2.5.25. Sei R ein kommutativer, noetherscher Ring, S eine kommutative R-Algebra, s1,...,S, €
S. Dann ist R[s1,...,sy]| noethersch.
Beweis. R[s1,...,sy,] ist das Bild des Einsetzungshomomorphismus

RIX1,.... X0 = S, f > f(s1,...,50).

Da also R|[s1, ..., Sy] isomorph zu einem Faktorring von R[X7, ..., X,] ist, ist R[s1,..., sp] noethersch. O

2.6 Teilbarkeit in Integritatsringen

2.6.1 Teilbarkeit, irreduzible Elemente

Proposition und Definition 2.6.1. Sei R ein kommutativer Ring, r,s € R.

(a) r heifit Teiler von s, geschrieben r|s, wenn It € R mit s = rt, das heifit, wenn (s) C (t).

(b) r,s heifien zueinander assoziiert, geschrieben v ~ s, wenn r|s und s|r, d.h. wenn (s) = (r). Dadurch
wird auf R eine Aquivalenzrelation definiert. Die Aquivalenzklasse von 1 ist R*, die von 0 ist {0}.

(¢) v heifit echter Teiler von s, wenn r|s, r ¢ R* und r nicht zu s assoziiert ist, d.h. (s) C (r) € R.
Beweis. Die Beweise dazu sind klar. O
Ab jetzt sei R ein Integritétsring. Es gilt, 7 ~ s genau dann, wenn es v € R* gibt mit r = us.

Beweis. Ist (r) = (s), dann gibt es u,v € R mit r = us und s = vr. Also r = uvr, also uv = 1 und
insbesondere u,v € R*. Die andere Richtung folgt aus der Definition. O

Die Aquivalenzrelation ~ gehort zur Operation

R*xR — R

(ru,r) — ur.

Definition 2.6.2. r heift irreduzibel oder unzerlegbar, wenn r ¢ R* U {0} und r keine echten Teiler hat,
d.h. wenn 7 # 0 und (r) maximales Element in der Menge der Hauptideale ungleich R ist.
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Mit r ist auch jedes dazu assoziierte Element irreduzibel.

Beispiele 2.6.3. (a) Die irreduziblen Elemente von Z sind genau die Zahlen +p, wobei p € Z eine
Primzahl ist.

(b) Die irreduziblen Polynome von C[X] sind genau diejenigen vom Grad 1.

(c) Die irreduziblen Elemente von R[X] sind die vom Grad 1 und die Polynome aX? +bX + ¢ mit a # 0
und b% — 4ac < 0. (Um dies zu sehen iiberlege man sich, daf wenn z € C Nullstelle eines Polynoms
f € R[X] ist, so auch Z. Ist z € R, also insbesondere z = Z, dann spaltet f den Linearfaktor X — z
ab. Ist dagegen z = a +ib € C\ R, dann ist (X — 2)(X — 2) = X? — 2aX + (a? + b*) € R[X] ein
Teiler von f. )

Satz 2.6.4 (Euklid). Hat R Mazimalbedingung fiir Hauptideale, dann ist jedes Element r € R\(R* U{0})
Produkt von irreduziblen Elementen. Insbesondere gilt das, wenn R noethersch ist.

Beweis. Angenommen es gibt r € R\(R* U {0}), das nicht Produkt von irreduziblen Elementen ist.
Sei § die Menge aller Hauptideale, die von solchen Elementen erzeugt sind. Da & # {0} ist, hat nach
Voraussetzung S ein maximales Element (a). a ist nicht irreduzibel, also gibt es b,c € R mit a = bc
und (a) € (b)) C R, (a) € (¢) € R. Da b,c € R\(R* U{0}) und (a) maximales Element von S ist, sind
beide Produkte von irreduziblen Elementen, also ist auch a = bc Produkt von irreduziblen Elementen,
Widerspruch. O

Man hétte gerne folgende Eigenschaft fiir solche Zerlegungen:

Definition 2.6.5. Sie0 #r € R,r =a; - ay = by - - - by, mit irreduziblen Elementen a;, b; und n,m € N.
Die beiden Zerlegungen heiffen dquivalent, wenn n = m und es 0 € &,, gibt, so daf fiir alle 1 < ¢ <
a; ~ ba(i)-

Beispiel 2.6.6. Sei K ein Korper, R der Unterring von K[X]| bestehend aus den Polynomen f =
S pa; X% mit ap = 0. Es gilt R = K[X? X3], also ist R noethersch. AuBerdem gilt R* = K*. Die
Elemente X2 und X3 sind in R irreduzibel: Sei X? = fg mit f,g € R, dann gilt deg(f),deg(g) € {0,2},
also f € R* oder g € R*. Ebenso fiir X3. Es gilt X® = X?. X2.X? = X3. X3 und X? { X3 bzw.
X34 X2, Also hat man zwei nicht-Aquivalente Zerlegungen von X in irreduzible Elemente gefunden.

2.6.2 Primelemente

Definition 2.6.7. Sei R Integrititsring. Ein Element p € R heifit Primelement, wenn p € R\(R* U {0})
und fiir alle r, s € R\{0} gilt: falls p|rs, dann p|r oder p|s, das heift, wenn p # 0 und (p) Primideal ist.

Mit p ist auch jedes dazu assoziierte Element ein Primelement.
Proposition 2.6.8. Sei R Integrititsring.
(a) Ist p € R ein Primelement, p|7"1 <oy, dann gibt es 1 < i < n so daff p|ri.
(b) Jedes Primelement ist irreduzibel.
(c) Ist R sogar Hauptidealring, dann ist ein Element genau dann Primelement, wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Zu (a): Induktion nach n.

Zu (b): Sei p Primelement, p = rs mit r, s € R. Dann gilt p|7° oder p|s7 also p ~ r oder p ~ s.

Zu (c): Sei R Hauptidealring, » € R irreduzibel, dann ist (r) maximal in der Menge der Hauptideale
# R. Also ist (r) maximales Ideal somit Primideal, also ist  Primelement. Die Umkehrung gilt allgemein
in Integritatsringen. O

Beispiel 2.6.9. Sei wieder R = K[X?, X?]. Dann sind X2 und X? irreduzibel aber keine Primelemente.

Proposition 2.6.10 (Eindeutigkeit). Sei R Integrititsring, seien v = p1---pm und § = q1 - - qn mit
Primelementen p; und q;, und m,n € N.

(a) Genau dann gilt r|s, wenn m < n und es eine Injektion o : {1,...,m} — {1,...,n} gibt mit
Pi = Qo (i) fﬁ’i‘ 1<i<m.
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(b) Genau dann gilt r ~ s, wenn die Zerlegungen dquivalent sind.

Beweis. Zu (a): Gibt es eine solche Injektion o, ist klar, dafs r‘s. Gilt andererseits r|s, dann existiert
t € R mit s = tr. Induktion nach m: Ist m = 1, dann p;|s. Da p; prim ist, gibt es also 1 < ¢ < n mit
pl‘qi, also p1 ~ ¢;. Der Schritt von m — 1 nach m: aus r’s folgt pm’s. Wie oben existiert 1 < ¢ < n mit
Pm ~ ¢;- Das heillt, es gibt v € R* mit p,, = ug;, also H#i gj = p1---Pm—rut fiir ein t € R. Nach

Induktionsannahme ist m — 1 < n — 1 und es gibt eine Injektion o : {1,...,n — 1} — {1,...,n}\{i} mit
Pj ~ Qo fiir 1 <j < m — 1. Setze noch o(m) = 1.
Zu (b): Das folgt aus (a). O

2.6.3 Faktorielle Ringe

Definition 2.6.11. Ein Integritétsring heift faktoriell oder ZPE-Ring, wenn jedes Element r € R\(R* U
{0}) Produkt von Primelementen ist.

Satz 2.6.12. Fir einen Integrititsring R sind folgende Aussagen dquivalent.
(a) R ist faktoriell.

(b) Jedes Element r € R\(R* U {0}) ist Produkt von irreduziblen Elementen, und je zwei solche Zerle-
gungen sind dquivalent.

(c) Es gibt eine Teilmenge P C R\{0} mit der Eigenschaft, dafi es zu jedem Element r € R\{0} eine
eindeutig bestimmte Einheit u, € R* und eine eindeutig bestimmte Familie (v,(r))pep von Zahlen
in Ny, fast alle Null, gibt, mit r = u, Hpepp’jp(”).

(d) R hat Mazimalbedingung fiir Hauptideale, und jedes irreduzible Element in R ist Primelement.

Beweis. (a=b): Nach (a) ist jedes Element r € R\(R* U {0}) Produkt von Primelementen, also von
irreduziblen Elementen. Insbesondere ist jedes irreduzible Element Primelement. Nach der Eindeutig-
keitsproposition sind also je zwei Zerlegungen von r in irreduzible Elemente dquivalent.

(b=c): Sei P eine Transversale der Menge aller irreduzibler Elemente von R beziiglich ~. Sei r €
R\(R* U {0}). Nach (b) gibt es irreduzible Elemente ¢1,...,¢, € R, n > 1, mit r = ¢ ---¢q,. Fir
1 < i < n gibt es eindeutig bestimmte u; € R*, p; € P mit ¢; = u;p;. Es folgt r = q1---qn =
ULPL ** * UpPp = UL " "~ Up HPEPp”P(T). Die Eindeutigkeit folgt aus (b).

(c=d): Fiir r,s € R\{0} gilt (r) C (s) genau dann, wenn s|r. Dies gilt genau dann, wenn fiir alle p € P
vp(r) = vp(s) gilt.

Beweis. Gilt s|r, dann gibt es t € R mit r = st. Somit u, Hpepp”P(T) = ug Hpepp”f’(s)-ut HpePp”P(t). Also
gilt fiir alle p € P, daf v,(r) = v,(s) + () = vp(s). Andererseits gilt mit ¢ := u,u; ! Hpepp”l’(r)_”f’(s) €

S

R, r = st. L]

Sei (ry)nen eine Folge in R mit (1) C (r2) C (r3) C ---. Dann gibt es N € N mit (r,,) = (rn) fiir alle
n>N.

Beweis. Sei ohne Einschrénkung r,, # 0 fiir alle n € N. Dann gilt fiir alle p € P und n € N vp(r,) >
Vp(rnt1) = 0. Da vp(r1) = 0 fiir fast alle p € P, gibt es N € N mit v,(ry) = v,(ry,) fiir alle p € P und
alle n > N. Es folgt (rn) = (ry,) fiir alle n > N. O

P ist Transversale der Primelemente beziiglich ~.

Beweis. Fiir p € P gilt p ¢ R*, denn andernfalls gilt p - p° = 1 - p, was unmoglich ist, wegen der
Eindeutigkeit der Darstellung. Jedes p € P ist Primelement: Seien p € P und r,s € R\{0}, mit p’rs,
dann 1 < vy(rs) = vp(r) + vp(s). Also v,(s) > 1 oder v,(r) 2 1, also p|s oder p
Primelement von R, dann ¢ = u, HPEPpr(q). Also gibt es p € P mit q|p, also ¢ ~ p. Offenbar ist ¢ zu
genau einem p € P assoziiert. O

r. Sei g ein beliebiges
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Sei r = u, HpePpVP(T) irreduzibel. Dann gibt es genau ein p € P mit v,(r) = 1 und v,(r) = 0 fir
g € P\{p}. Es folgt » = u,p. Also ist r Primelement. (d=-a): Nach dem Satz von Euklid ist jedes Element
von r € R\(R* U{0}) Produkt von irreduziblen Elementen. Nach (d) sind irreduzible Elemente in R
Primelemente.
Der Zuatz wurde mitbewiesen. O

Folgerung 2.6.13. Jeder Hauptidealring R ist faktoriell.

Beweis. R hat Maximalbedingung fiir (Haupt)ideale. Auferdem wissen wir, daf in R irreduzible Elemente
Primelement sind. O

Folgerung 2.6.14. (a) Z ist faktoriell, mit Z* = {-1,41}, P = {p € N | p prim} ist Transversale
der Primelemente von Z beziiglich ~. P ist unendlich.

(b) Sei K Korper. Dann ist K[X] faktoriell mit K[X]* = K*, P ={f € K[X] | f normiert und irreduzibel }
ist eine Transversale der Primelemente beziiglich ~. P ist unendlich.

Beweis. Zu (a): Wir zeigen nur noch, daf P unendlich ist (nach Euklid). Angenommen P ist endlich:
P={p1,...pn}, ;1 <p2<--<pp.Seixz=p;---p,+1. Daxz>1gibtes p; EPmitpi|x.

Zu (b): Wir werden spéter sehen: Ist R faktoriell, so ist R[X] faktoriell. Daff P unendlich ist, folgt wie
bei Z. O

2.6.4 Kleinstes gemeinsames Vielfaches und grofiter gemeinsamer Teiler

Definition 2.6.15. Sei R Integrititsring und r1,...,7r,,v,t € R\{0}.

(a) v heift kleinstes gemeinsames Vielfaches, abgekiirzt kgV, von r1,...,r,, wenn gilt: v ist Vielfaches
der r;, d.h. r;|v fiir alle 1 < i < n, und v teilt alle anderen Vielfachen der r;, d.h. fiir alle s € R\{0}

mit ri‘s fiir alle 1 <7 < n folgt v|s.

(b) t heifit grofiter gemeinsamer Teiler, abgekiirzt ggT, der rq,...,r,, wenn gilt: ¢ ist Teiler der r;, d.h.
t|ri fir alle 1 < ¢ < n, und wird von allen anderen Teilern der r; geteilt, d.h. falls s‘ri fir alle
1 <i<n,dann s’t.

(¢) 71,...,7y heien teilerfremd bzw. relativ prim, wenn 1 ein ggT von ihnen ist.
Es folgt jeweils aus der Definition, dafs ggT und kgV bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind.
Proposition 2.6.16. Sei R ein Integrititsring, r1,...,mn,v,t € R\{0}.
(a) v ist genau dann ein kgV von r1,..., 1y, wenn (v) = (\i_,(r:)-

(b) Gilt (t) =i (ri) = (r1,...,7m), dann ist t ein ggT von r1,...,7Ty.

(¢) Ist R Hauptidealring, dann gilt:

(i) t ist genau dann ein ggT von ri,...,ry, wenn (£) = (ri,...,7).
(i) (Lemma von Bezout) ri,...,r, sind genau dann teilerfremd, wenn es s1,...,s, € R gibt, mit
Yo s =1
Beweis. Zu (a): Sei v ein kgV von rq,...,r,. Dann gilt € N,_,(r;) genau dann, wenn fiir alle ¢ gilt,

ri‘x, genau dann, wenn v|x, genau dann, wenn z € (v). Umgekehrt gilt: Fiir alle ¢ teilt ri’a: genau dann,
wenn x € (1, (r;) = (v), genau dann, wenn v|z.

Zu (b): Ahnlich.

Zu (c,i): Eine Richtung wurde schon in (b) gezeigt. Fiir die andere Richtung nehmen wir also an, daf ¢
ein ggT von 71,...,7, ist. Da R Hauptidealring ist, gibt es ¢ € R mit (¢') = (r1,...,7y). Nach (b) ist ¢/
ein ggT von rq,...,7,. Also sind ¢ und ¢ assoziiert, und damit (t) = (r1,...,75).

Zu (c,ii): Das folgt aus (i) bzw. ist klar. O

Aus der Proposition folgt, daf in einem Hauptidealring sowohl ggT als auch kgV existieren. In einem
beliebigen Integritidtsring braucht dies nicht der Fall zu sein.
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Folgerung 2.6.17. Sei R Hauptidealring, 71, ..

., rn € R\{0}, t € R ein ggT von ry,...,ry, und c € R

beliebig. Die diophantische Gleichung r1x1 + -+ 4+ rpx, = ¢ ist in R genau dann lésbar, wenn t‘c.

Beweis. Angenommendie Gleichung sei 16sbar, d.h. es gebe sq, ..
t’c. Umgekehrt existiere d € R mit ¢ = td. Da t ggT ist, gibt es sq, .

c= 2?21 ri(ds;).

Proposition 2.6.18. Sei R Integrititsring, r1,...,m, € R\{0}, n > 1.

(a) Istv' € R ein kgV von ry, ..
(b) Istt' € R ein ggT von rq, ..

Beweis. Dies folgt aus der Definition.

. Sp € Rmit Y1 | ris; = ¢, dann gilt
.ySp € Rmit t =1 | r;s,. Es folgt

O

Tn_1 und v ein kgV von v',r,, dann ist v ein kgV von r1,...,7y.

o1 und t ein ggT von t',ry,, dann ist t ein ggT von ri,...,7y.

O

Satz 2.6.19. Sei R faktoriell, P C R\{0} eine Transversale der Primelemente beziiglich ~, seienry,...,r, €

R\{0} mitn > 1.
(a) Das Element

v = H pmax{up(ri),lgign}

peP
ist kgV und
t = H pmin{vp(m),lgign}
peEP
1st ggT von ry,...,7n.
(b) ri,...,7m, sind genau dann teilerfremd, wenn fir alle p € P gilt min{v,(r;),1 <i<n}=0.

(c) Im Falln =2 gilt riry ~ vt.

Beweis. Zu (a): Fiir s € R\{0} gilt: r;|sVi genau dann, wenn fiir alle p € P v,(r;) < v,(s)Vi , genau
dann, wenn fiir alle p € P gilt max{v,(r;) | 1 <i < n} = vy(v) < p(s), genau dann, wenn v|s.

Ebenso fir ¢.

Zu (b) und (c): Dies folgt aus (a).

O

Folgerung 2.6.20 (Lemma von Euklid). Sei R faktoriell, r,s,t € R\{0}. Gilt r’st und sind r und s

teilerfremd, dann gilt r‘t.

Beweis. Fir p € P gilt vp(r) < vp(st) = vp(s) +vp(t). Falls v,p(r) > 0, dann v,(s) = 0, also vp(r) < vp(t).
Falls v,(r) = 0, dann gilt trivialerweise v,(r) < v,(t). Es folgt r|t.

Berechnung des ggT in einem euklidischen Ring (R, )

Seien 1, s € R\{0}. Dann gibt es n € Ng, und Folgen

r—1=",T0 = 57T1,..

mit

Tn—2

Tn—1

@as+r, 6(r1) <d(s)
qar1 + 12, 0(rz) < 0(r1)

dnTn—1 + Tn, 6(Tn,) < 5(Tn—1)

dn+1Tn

O

o € R\{0} und ¢,...qnt+1 €R

Beweis. Die r; und ¢; existieren nach Definition eines euklidischen Rings. Nach endlich vielen Schritten

ist ein Rest 0.
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Fiir 0 # c € R gilt

clr,s e cls,r & clrira & - S cfrnmg, reo1 © ¢l

Durch rekursives Einsetzen im Euklidischen Algorithmus erhélt man a,b € R mit r,, = ra + sb.

Beispiel* 2.6.21. Es seien K ein Korper, K[X] der Polynomring iiber K und m,n € N. Sei g = ggT(m, n)
in Z, dann ist X9 — 1 ein grofter gemeinsamer Teiler von X™ — 1 und X” — 1 in K[X].

Beweis. Wir zeigen zuerst, dafs h = X9 — 1 Teiler von X™ — 1 und X" — 1 ist. Da g Teiler von m und
Teiler von n ist, gibt es k,1 € Z mit m = kg und n = lg. Wir rechnen im Faktorring K[X]/(h). Hier gilt
X?=1 mod (h), also

X7 () = (X4 ()™ = (X + ()" = (X + () = L+ (1) =1+ (b)
X" () = (X + ()" = (X + ()" = (X +0)) = (1

Also X™ =1 mod (h), dh. X™ —1=0 mod (h) und X” =1 mod (h), dh. X" —1 =0 mod (h). In
anderen Worten, X9 — 1= h|X™ — 1 und X9 — 1 =h|X" — 1.

Um zu zeigen, dak X9 —1 ein grofter Teiler ist, nehmen wir an, f € K[X] sei ein weiterer gemeinsamer
Teiler von X™ — 1 und X" — 1. Wir miissen zeigen, daff dann f ‘X 9 — 1. Wir rechnen nun im Faktorring
K[X]/(f). Da f|X™—1 folgt wie oben X™ +(f) = 1+ (f). Ebenso, da f|X™ —1 folgt X"+ (f) = 1+(f).
Nach Proposition (c,i) (oder dem Lemma von Bézout) angewandt auf den Ring Z, gibt es k,l € Z
mit mk 4+ nl = g. Es folgt

X7 +(f) (X +(N)?
= (X (i
= (X + )X+
(L+ (A + () =1+ (f)
Also X9 =1 mod (f), dh. X9 —1=0 mod (f), in anderen Worten f|X¥ — 1. O

2.6.5 Primfaktorzerlegung im Quotientenkdrper Frac(R)

Satz 2.6.22. Sei R faktoriell, P C R\{0} eine Transversale der Primelemente beziglich ~, und K =
Frac(R).

(a) Zu jedem Element 0 # x € K gibt es bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmte teilerfremde a,b €
R\{0} mit x = ¢.

(b) Zu jedem 0 # x € K gibt es genau eine Einheit u € R* und genau eine Familie (vy(z))pep von
Zahlen in Z, fast alle null, mit x = quepp”P(‘"”).

Beweis. Zu (a): Nach Definition gibt es a’, b’ € R\{0} mit z = ‘;—,/ Seit € R ein ggT von a', V', sei a’ = at
und o’ = bt. Dann sind a, b teilerfremd, und 2 = £. Ist auch 2 = § mit teilerfremden c,d € R\{0}, dann
ad = be. Mit dem Lemma von Euklid folgt daraus a|c, c|a, also a ~ ¢. Ebenso b ~ d.

Zu (b): Sei x = ¢ mit teilerfremden a,b € R\{0}, a = u, Hpepp”f’(a) und b = uy Hpepp”P(b), dann ist
T = uguy " Hpeppup(a)—up(b) und

_ Jwla)  wemnpp(a) >0
vp(a) — vp(b) = {_Vp(b) wenn v(b) > 0 .

Sei ¥ = v[[,cpp"? mit v € R* und einer Familie (wp)yep in Z, fast alle null, sei ¢ = pr>0pwp und
d= pr<0 p*?, dann x = v§ und ¢, d sind teilerfremd. Nach (a) gilt dann ¢ ~ a und d ~ b. Fiir w, > 0 gilt

wy, = vp(a) = vy(a) — vy(b) fiir wy, < 0 gilt wy, = —v,(b) = vy(a) — v,(b). Dann folgt auch v = uu, . O
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2.6.6 Faktorielle Polynomringe

Ist ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus zwischen kommutativen Ringen R, R’, dann ist ¢ : R[X]| —
R[X], >0 griX = > o(r;) X" ein R-Algebrenhomomorphismus. Wir setzen ¢(f) = #f.

Proposition 2.6.23. Sei R ein kommutativer Ring, A C R ein Ideal, 71 : R — R/A der kanonische
Homomorphismus.

(a) Das von A erzeugte Ideal in R[X] ist {g € R[X] | In € No,ao,...,a, € =Y a X}

Wir bezeichnen es mit AR[X]. Die Abbildung R[X]/AR[X]| — (R/A)[X], f AR[ | = Tf ist ein
R-Algebrenisomorphismus.

(b) A ist genau dann Primideal, wenn AR[X] Primideal von R[X] ist.

Beweis. Zu (a): Die Abbildung 7 : R[X| — (R/A)[X], f — ™f ist ein surjektiver R-Algebrenhomomorphismus,
ker(7) ist genau die angegebene Menge. Offenbar ist ker(7) das von A erzeugte Ideal von R[X]. Nach Ho-
momorphiesatz ist R[X]/AR[X] — (R/A)[X], f + AR[X] + Tf ein R-Algebrenisomorphismus.

Zu (b): A ist Primideal, genau dann, wenn R/A Integritétsring ist, genau dann, wenn (R/A)[X] Inte-
gritatsring ist, genau dann, wenn R[X]/AR[X] Integritétsring ist, genau dann, wenn AR[X] Primideal in
R[X] ist. O

Folgerung 2.6.24. Sei R Integrititsring, 0 # p € R ist genau dann Primelement in R, wenn es Prim-
element in R[X] ist.

Beweis. p ist Primelement in R genau dann, wenn (p) Primideal von R ist, genau dann, wenn (p)R[X] =
pR[X] Primideal von R[X] ist, genau dann, wenn p Primelement in R[X] ist. O

Bemerkung 2.6.25. Sei R Integritétsring. Ist f € R[X]\R irreduzibel, dann sind die nicht trivialen Koef-
fizienten von f teilerfremd.

Beweis. Ist 0 # r € R Teiler der Koeffizienten von f, dann gibt es ¢ € R[X] mit f = rg. Es folgt
r € R O

Definition 2.6.26. Sei R Integrititsring, 0 # f € R[X].
(a) f heifst primitiv, wenn die Koeffizienten von f teilerfremd sind.
(b) Ist R sogar faktoriell, dann heifst ein ggT der Koeffizienten # 0 von f ein Inhalt von f.
Beispiel 2.6.27. f = 3X3—-6X2+15 € Z[X] hat die Inhalte &3, f = 3(X?—2X2+5), wobei X3—2X2+5
primitiv ist.
Lemma 2.6.28 (Gauls). Sei R faktoriell, seien f,g € R[X]\{0}.
(a) Sind f und g primitiv, dann auch das Produkt fg.

(b) Istr bzw. s ein Inhalt von f bzw. g, dann ist rs ein Inhalt von fg.

Beweis. Zu (a): Ist fg nicht primitiv, dann gibt es ein Primelement, p € R, das alle Koeffizienten von fg
teilt. Es folgt fg € pR[X]. Da pR[X] Primideal von R[X] ist, folgt f € pR[X] oder g € pR[X], also ist f
oder g nicht primitiv. _ _ _

Zu (b): Es gibt primitive Polynome f,§ € R[X]| mit f = rf, g = sg. Dann ist fg = rsfg. Nach (a) ist
fﬁ primitiv, also ist rs Inhalt von fg. O
Lemma 2.6.29. Seien R faktoriell, K = Frac(R). Zu jedem 0 # f € K[X] gibt es x in K und ein

primitives Polynom f € R[X] mit f = xf. Ist auch f = yg mit y € K und einem primitive Polynom
g € R[X], dann gibt es u € R* so0 dafi v = uy, f = u"lg.

Beweis. Es gibt 0 # s € R mit sf € R[X]. Sei r ein Inhalt von sf. Dann gibt es primitive Polynome
fe R[X]und sf = Tf Es folgt f = ’“f Ist auch f = :g mit r’, ' € R\{0} und einem primitiven Polynom
g € R[X], dann rsf—rsg Also 78’ ~ r's, das heifit es gibt u € R* so da rs’ = ur’s und £ —usi,

g =uf. O
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Folgerung 2.6.30. Sei R faktoriell, K = Frac(R). K[X] besitzt eine Transversale der irreduziblen Poly-
nome beziglich ~, bestehend aus primitiven Polynomen in R[X].

Beweis. In jeder Assoziiertheitsklasse der irreduziblen Polynome von K[X] liegt nach dem vorhergehenden
Lemma ein primitives Polynom aus R[X]. O

Folgerung 2.6.31. Sei R faktoriell, K = Frac(R).

(a) Seien f,g € K[X], f = acf, g =yg mit x,y € K, primitiven ]?,ﬁ € R[X]. Gilt f|g in K[X], dann
f|g in R[X].

(b) Sind f,g € R[X], sei f primitiv. Gilt f}g in K[X], dann gilt f’g auch in R[X].

(c¢) Besitzen f,g € R[X] einen gemeinsamen Teiler in K[X\K, dann besitzen sie auch einen solchen
in RIX]\R.

Beweis. Zu (a): Seien g = fh mit h € K[X], h = zh mit z € K und primitivem h € R[X]. Nach dem
vorhergehenden Lemma gibt es u € R* mit uy = xz <, g = ule”L = f(uﬁ)

Zu (b): Sei y ein Inhalt von g, § € R[X] primitiv mit ¢ = yg. Da f|§ in K[X] gilt f|g in R[X]. Also
existiert h € R[X] mit g = fh, also g = f(yh).

Zu (c): Sei h € K[X]\K Teiler von f, g, sei h = zh mit z € K und primitivem & € R[X]. Dann &|f,g in
K[X], also nach (b) &|f, g in R[X]. O

Folgerung 2.6.32. Sei R faktoriell, K = Frac(R), f € R[X] normiert.
(a) Sind g,h € K[X] normiert mit f = gh, dann gilt g,h € R[X].
(b) Ist x € K eine Nullstelle von f, dann gilt x € R und z teilt den konstanten Koeffizienten von f.

Beweis. Zu (a): Es gibt a,b,¢,d € R\{O} und primitive Polynome g,h IS R[ ] mit g = bg7 h = Ch Sei
« bzw. 8 der hochste Koeffizient von g, h dann ga=1= 58. Da bdf = acgh und f, g, h prlmltlv sind,
gilt bd ~ ac. Da auch bd = acaf, folgt a8 € R*, also o, 8 € R*. Es folgt 7 = =a ' €R, 9= = 7! € R,
somit g, h € R[X].

Zu (b): Es gibt ¢ € K[X] mit f = (X — x)g, g normiert. Nach (a) gilt X —z,g € R[X], also z € R.
Hieraus folgen beide Behauptungen. O
Satz 2.6.33 (Gauh). Sei R faktoriell, K = Frac(R).

(a) R[X] ist faktoriell.

(b) Ist P C R\{0} eine Transversale der Primelemente von R, Q eine Transversale der irreduziblen
Polynome K[X], bestehend aus primitiven Polynomen in R[X], dann ist P U Q eine Transversale
der Primelemente von R[X].

Beweis. Sei 0 # f € K[X]. Es gibt cindeutige x € K und (wq(f))geq € Np fast alle 0, mit f =

| q“1"). Sei ¢ € R ein Inhalt von f und f € R[X] ein primitives Polynom mit f = cf. Es gibt

a,b € R\{0} mit x = ¢. Es folgt bcf = queQ q?s). Da f und das Produkt primitiv sind, folgt
bc ~ a, also x = § € R. Nun gibt es eindeutige v € R* und Zahlen (v,(z)),cp in Ny, fast alle 0 mit

T = uH p*»(®) Es folgt f = uH p”P(z) quQ q¥a(H) Ist auch f = o’ Hpepp”z,’ quQ q“’fl eine sol-

che Zerlegung, dann gilt fiir alle ¢ € Q: wj, = wy(f), dann quePp”P(I) = Hpepp”;. Hieraus folgt

u = u' und fiir alle p € P: vy(x) = v, O

Folgerung 2.6.34. Ist R faktoriell, n € N, dann ist auch R[X;,...,X,] faktoriell.

Beweis. Durch Induktion nach n. O
Ist R faktoriell aber kein Korper, dann ist R[X] faktoriell, aber kein Hauptidealring.

Folgerung 2.6.35. Sei R faktoriell, K = Frac(R), f € R[X]\R.
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(a) Ist f micht Produkt von nichtkonstanten Polynomen in R[X)], dann ist [ in K[X] irreduzibel.
(b) Ist f in R[X] irreduzibel, dann ist f auch in K[X] irreduzibel.
(c¢) Ist f primitiv und irreduzibel in K[X|, dann ist f irreduzibel in R[X].

Beweis. Znu (a): Sei f = u Hpepp”P("”) [eo q"“s\/) wie oben zerlegt. Nach Voraussetzung existiert ¢ € Q:
vy(f) =1 und fiir alle ¢ € Q\{q}: wy (f) = 0.

Zu (b): Dies folgt aus (a).

Zu (c): Ist f wie in (a) zerlegt und primitiv, irreduzibel, dann ist fiir alle p € P v,(z) = 0 und es existiert
g € Q: vy(f) =1 und fiir alle ¢’ € Q\{q}: wy (f) = 0. Es folgt f = ug. O

2.6.7 Irreduzibilititskriterien

Proposition 2.6.36. Seien R, R’ Integrititsringe, f € R[X]\R primitiv, ¢ : R[X]| — R', der nichtkon-
stante Faktoren von f auf Nichteinheiten abbildet. Ist o(f) irreduzibel, dann ist auch f irreduzibel.

Beweis. Seien g, h € R[X]| mit f = gh. Falls g € R, dann gilt g € R*, da f primitiv ist, ebenso fiir h. Sind
g, h nicht konstant, dann sind ¢(g), ¢(h) Nichteinheiten in R’, also ist ¢(f) = ¢(g)(h) reduzibel. O

Satz 2.6.37. Sei R Integrititsring.

(a) Sei : R[X] — R[X] ein Automorphismus, f € R[X]\R primitiv. Ist o(f) irreduzibel, dann ist auch
[ arreduzibel.

(b) (Reduktionskriterium) Seien 8 C R ein Primideal, 7 : R — R/P der kanonische Homomorphis-
mus, sei f =Y ri X" € R[X|\R primitiv mit r, ¢ PB. Ist "f € (R/P)[X] irreduzibel, dann ist
auch f irreduzibel.

Beweis. Zu (a): ¢ bildet nur Einheiten auf Einheiten ab. Wende die Proposition an.

Zu (b): Sei f = gh mit g,h € R[X]|, g ¢ R. Dann ist "f = "g™h. Das bedeutet fiir den Grad deg(f) =
deg(™f) = deg(™g) + deg(™h) < deg(g) + deg(h) = deg(f), also deg(™g) = deg(g), und "¢ kann keine
Einheit sein. Nun wende man die Proposition auf 7 : R[X] — (R/J)[X] an. O

Proposition 2.6.38. Sei R Integritdtsring.
(a) X ist Primelement in R[X].

(b) Gilt fg = rX™ mit0#r € R,n €N, f,g € R[X], dann gibt es k,l € Ng mit k+1 = n und
s,t € R\{0} mit f = sX* und g =tX".

Beweis. Zu (a): Da (X) Primideal ist, ist X Primelement in R[X].

Zu (b): Nach (a) gilt X’f oder X|g. Sei etwa f = X fi. Dann folgt fig = rX"~!. Falls n = 1, dann
fig € R. Falls n > 1, gibt es nach Induktionsannahme k,l € No mit k +1 =n — 1, s,t € R\{0} mit
fi = sX* ¢g=1tX'. Ebenso wenn X|g. O

Satz 2.6.39 (Irreduzibilititskriterium von Eisenstein). Sei R ein Integrititsring, 0 # f = >, r X' e
R[X] primitiv, p € R ein Primelement mit p { r,, aber p|rj fiir alle 0 < j <n—1, und p? { ro. Dann ist f
in R[X] irreduzibel. Ist R faktoriell, K = Frac(R), dann ist f auch in K[X] irreduzibel.

Beweis. Sei m : R — R/(p) der kanonische Homomorphismus, 7 : R[X] — (R/(p))[X],¢9 — ™¢ davon
induziert. Angenommen, es existieren g,h € R[X]\R mit f = gh. Dann ist "¢g"h = "f = 7, X". Wie
oben gilt deg(™g) = deg(g) und deg(™h) = deg(h). Nach Proposition gibt es k,I € N mit k + ! = n und
s,t € R\{0} mit "g =35X* "h =1X'. Da k,l > 1 sind, sind die konstanten Koeffizienten von g, h durch
p teilbar, also ist der konstante Koeffizient von f durch p? teilbar. Widerspruch!

Die zweite Aussage folgt aus der Folgerung vorher. O

Beispiele 2.6.40. (a) Sei R ein Integritdtsring. Ein normiertes Polynom f € R[X] vom Grad 2 oder
3 ist genau dann irreduzibel, wenn es in R keine Nullstellen hat (Denn f ist genau dann reduzibel,
wenn es einen Faktor X — a mit a € R hat.)
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(b)

Sei f = X%+ X3+ X%+ 1 € Z[X]. Wir zeigen, daR f in Z[X] irreduzibel ist; dann ist f auch
irreduzibel in Q[X].

f hat keine (normierten) Linearfaktoren in Z[X]: f hat keine Nullstellen in Z, denn die Teiler von
1, ndmlich +1 sind keine Nullstellen. Wenn f in quadratische Faktoren zerfillt, dann in normierte
quadratische Faktoren. Annahme: es existieren a, b, c,d € Z so daf f = (X2 +aX +b)(X? +cX +d).
Koeffizientenvegleich ergibt:

a+c =

b+d+ac =

ad+bc =
bd

=

Insbesondere muss dann b,d € {£1}. Ist b = 1, dann auch d = 1 und ac = —1, dh. @ = F1 und
¢ = =1 also a + ¢ = 0. Widerspruch. Ist andererseits b = d = —1, dann —a — ¢ = 0. Widerspruch.
Also zerfallt f nicht in quadratische Faktoren. Damit ist f in Z[X] irreduzibel.

Man kann auch mit dem Reduktionskriterium argumentieren. Modulo 2: 1 ist Nullstelle. Modulo 3: f
hat keine Nullstelle in Z /(3)[X], also keine Linearfaktoren. Die quadratischen irreduziblen Polynome
in Z /(3)[X] sind X% +1, X? + X +2 und X? + 2X + 2. Division mit Rest in Z /(3)[X] liefert

f=(X24+DX?+X) - X+1=(X24+ X +2)(X? 4+ + X = (X2 42X +2)(X2 +2X + 1) + 2,

also ist f durch keines der drei Polynome teilbar und folglich in Z /(3)[X] irreduzibel und damit
auch in Z[X].

Sei R faktoriell, K = Frac(R). Seien a € R, p € R Primelement mit p|a, p? 1 a, n € N. Dann ist
f = X" — a irreduzibel in R[X] nach Eisenstein, damit auch in K[X].

Sei K Kérper, n € N. f = X" —Y € K[X,Y] = K[X][Y] ist trivialerweise irreduzibel, oder
f € K[Y][X] ist irreduzibel nach (c), denn Y ist Primelement in K[Y].

Sei K Kérper, char(K) # 2. f = X? 4+ Y? ist irreduzibel, da f als Polynom in K[Y] keine Nullstelle
hat. g = X2+ Y3+ Z" € K[X,Y, Z] = K|[X,Y][Z] ist irreduzibel nach (c).

Sei p € N eine Primzahl. Wir zeigen, daf &, = XP~1+X?P~24...4+ X +1 in Z[X] und Q[X] irreduzibel
ist. Die Abbildung « : Z[X] — Z[X], f — f(X + 1) ist Ringautomorphismus mit Umkehrabbildung
a™1(g) = g(X — 1). Es geniigt zu zeigen, daR a(®,) = ®,(X + 1) irreduzibel ist. Es gilt

p—l p—1
XO,(X +1) = (X +1) = (X +1)P I_Z@))Xpi.
0 1=0

7=

Also @,(X +1) = 307 () XP~~1. Es gilt p|(?) fiir 1 < i < p, also ist ®,(X + 1) nach Eisenstein
irredumbel

Beispiele* 2.6.41. (a) Welche der folgenden Polynome in Q[X] sind irreduzibel?

(b)

()

X7 -
%X5 —10X3 +19
6X3 +3X2 42
Welche der folgenden Polynome sind irreduzibel in C[X,Y]?
X5+ X2V —vY3+ X +1
X0 4+v?

Sei K ein Korper. Seien n, m € N teilerfremd. Man zeige, daf das Polynom f = X" —-Y™ € K[X,Y]
irreduzibel ist.
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Beweis. Angenommen dies ist nicht der Fall, dann gibt es Polynome g, h € K[X,Y] mit X" —-Y™ =
f =g h. Betrachte den K-Algebrenhomomorphismus

KX, Y= K[Z],X — Z™Y — Z".
Fiir das Bild von f unter diesem Homomorphismus gilt
0= (Z7)" — (Z")" = f(27. 2") = (2™, Z"h(Z", 27).
Da K|[Z] Integritdtsring ist, muk eines der beiden Polynome g(Z™,Z") oder h(Z™, Z") das Nullpo-
lynom sein. Ohne Einschriankung sei dies g(Z™,Z™). Mit ¢(X,Y) =" ; a;;X'Y7 konnen wir

i<n,j<m
also schreiben

m ny __ Lomirgng _ 7k
g(Zm, Z") = E ai; 2™ Z™ = E E ai; 4°.
i,j Lk i<n,j<m
<n,j<m mit+nj==k

Damit g(Z™, Z") das Nullpolynom ist, miissen alle Koeffizienten der Z* gleich 0 sein, es muf also
fiir alle k gelten
Z Q5 = 0.

i<n,j<m
mitnj=k
Es konnen jedoch fiir festes k in einer solche Summe nicht mehrere Summanden vorkommen, denn
wire mi + nj = mi’ + nj’, so wire m(i —i’) = n(j’ — j). Dies bedeutet
i mod n

j = 7 modm

1

aber es gilt ¢,7 € {0,...,n — 1} und j,5 € {0,...,m — 1}, so daR folgt ¢ = i’ und j7 = j'. Also

besteht die Summe ) i<n.j<m a;; aus hochstem einem a;;, und dieses muf dann gleich 0 sein. Also
mitnj=k

ist auch das Polynom ¢(X,Y) =" ; a;; XY gleich 0. Widerspruch. O

i<n,j<

2.6.8 Der chinesische Restsatz

Proposition 2.6.42. Sei A C R ein Ideal. Fir x € R sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) x+Ae (R/A)*
(b) A+ (z)=R

Beweis. ©+ A € (R/A)* genau dann, wenn y € R existiert mit (z + A)(y + A) = 1+ A genau dann, wenn
y € R und a € A existieren mit zy + a = 1 genau dann, wenn (z) + A = R. O

Definition 2.6.43. Zwei Ideale A, B in R heiffen fremd oder relativ prim, wenn A + B = R, dh. es
existieren a € A und b € B mit a + b = 1.

Definition 2.6.44. Das Produkt von Idealen Aq,...,A,, n > 1, in R ist definiert durch
m
A - A, = {x€R| dm € Np,ar,; € A;,1 <k<m,l gignmitzZahyuakm}.
k=1

Das ist das kleinste Ideal von R, das alle aq - - - a,, a; € A; enthélt.

Proposition 2.6.45. (a) Sei R Hauptidealring, a,b € R\{0}. (a) und (b) sind genau dann fremd, wenn
a, b teilerfremd sind.

(b) Ist A C R mazimales Ideal, B C R ein Ideal mit B ¢ A, dann sind A und B fremd. Insbesondere
sind zwei verschiedene maximale Ideale fremd.

(c) Sind Aq,..., Ay, B1,..., By Ideale von R und A; und B; fremd fir1 <i<mn, 1< j<m, dann
sind Ay -+ Ay, und By --- By, fremd.
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(d) Sind Ay, ..., A, paarweise fremd, dann gilt

ﬁAi:Al---An.

i=1

Beweis. Zu (a): (a) und (b) sind genau dann fremd, wenn (a) + (b) = R, genau dann, wenn r,s € R
existieren mit ra 4+ sb = 1 genau dann, wenn a und b teilerfremd sind.

Zu (b): Esgilt AC A+ BCR,also A+ B=R.

Zu (c): Es geniigt die Aussage fiir m = 1 zu zeigen. Sei B; = B. Es gilt A; + B = R fiir alle 1 < i < n,
also gibt es a; € A; und b; € Bmit a;+b; =1 fiiralle 1 <i < n. Alsogilt 1 =[] (a;+b;) = a1 -a,+b
fir ein be B, dh. A;---A, + B=R.

Zu (d): Das ist klar fiir n = 1. Fiir n = 2: Ay - Ay C A1 N A ist klar. Wir zeigen Ay N Ay C A - As. Es
existiert a; € A;, i = 1,2 mit a; + ao = 1. Fiir x € A1 N As gilt * = zay + zas € Ay - As. Die Aussage
sei nun bewiesen fiir n > 2. Nach Voraussetzung sind A; und A, fremd fiir 1 < ¢ < n. Nach (c¢) sind
Aq--- A, und A,y fremd. Nach dem Fall n = 2 und nach Induktionsvoraussetzung gilt dann

n n+1

Ay A Apgy = (A1 Ap) N A = ([ A) N Apg = ﬂ A;.

Chinesischer Restsatz 2.6.46. Seien Aq,..., A, paarweise fremde Ideale von R.
(a) Die Abbildung
R/Ay--- A, — [ R/A

r+A---Ay, = (r+A,...,r+ A4,
ist ein R-Algebrenisomorphismus.

(b) Die Abbildung

(R/A1 -~ An)* — [](R/A)*
=1
r+A A, = (r+A,...,r+A,)

ist ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Zu (a): Die Abbildung

n
R — [[r/A:
i=1
r+A1---Ay, = (r+A4,...,r+A4,)
ist ein R-Algebrenhomomorphismus mit ker(p) = ﬂl 1A = Ay--- A, p ist surjektiv, denn fiir alle
1<4,j <n,i#j existieren x;; € A; und y;; € A;j so, dak z;; +y;; = 1. Sei 1 <7 < n fest. Dann

1= H(ng +yij) = ¢i + di,
i#i
mit d; = Hj;ﬁi yij und ¢; = 1—d;. Also gilt fiir alle j #i d; € Ajund ¢; € A;. Sei (r1+Aq,...,mn+A4,) €
H?:l R/AZ, sei r = Z?:l diri- In R/AZ gllt

r+Ai=di+ri+Ai:ri+Ai,

also gilt p(r) = (r1 + A1,...,mn + Ap). Aus dem Homomorphiesatz ergibt sich die Behauptung.
Zu (b): Wegen (a) gilt » + A;--- A, € (R/A1---A,)* genau dann, wenn (r + Ay,..., 7 + 4,) €
(ITi—, R/A;)* genau dann, wenn fiir alle 1 <i <nr+ A; € (R/AY)*. Mit (a) folgt die Behauptung. [
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Folgerung 2.6.47. Sei R Hauptidealring.

(a) Sind a1,...,a, € R\{0} paarweise teilerfremd, dann ist die Abbildung

n
R/(ay--a,) — HR/(a,-)
i=1
r+(ar-an) = (r+(a),...,r+ (an))
ein R-Algebrenisomorphismus. Zu by, ...,b, € R gibt es alsor € R mitr = b; mod a; firl <i < n,

und 7 ist modulo a; - - - a, eindeutig bestimmt.
Ferner ist die Abbildung

(R/(ar---an))" — H(R/(ai))*
r4+(ar--an) — (r+(a1),...,r+ (an))
ein Gruppenisomorphismus.

(b) Sind p1,...,pn paarweise nicht zueinander assoziierte Primelemente von R, vy,...,v, € N, dann
gilt (a) fira; =pf*, 1 <i<n.

Beweis. Zu (a): Sind aq,...a, € R\{0} paarweise teilerfremd, dann sind (a1), ..., (a,) paarweise fremd.
Es gilt (a1) -+ (an) = (ay - - - ay). Die Behauptung folgt aus dem Satz.
Zu (b): Die a; = p;*, 1 < i < n, sind paarweise teilerfremd. O

Beispiel* 2.6.48. Eine natiirliche Zahl heifit quadratfrei, wenn sie durch keine Quadratzahl ungleich 1
teilbar ist. Man zeige, dak es beliebig lange Abschnitte direkt aufeinander folgender natiirlicher Zahlen
gibt, in denen jedes Folgeglied nicht quadratfrei ist.

Beweisskizze. Mithilfe des Chinesischen Restsatzes kann man genauer zeigen: Ist pi, ps,... die Folge der
positiven Primzahlen, so gibt es fiir jedes n > 1 eine natiirliche Zahl a,, so, daf fiir alle 1 < k < n die Zahl
an +k — 1 durch p? teilbar (und damit nicht quadratfrei) ist. O
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Kapitel 3

Korpertheorie

Zur Einstimmung:

Beispiel* 3.0.49. Sei K ein Korper. Man berechne das Produkt [], x- «.

3.1 Endliche und algebraische Korpererweiterungen

3.1.1 Definitionen

Sei L ein Korper. Ein Unterring K C L, der auch ein Korper ist, heiftt Unterkérper von L. Dann heiftt L
auch Oberkorper von K, das Paar K C L heifft Korpererweiterung. Man schreibt auch L/K dafiir. Ein
Unterkdrper E C L mit K C E heifst Zwischenkorper zwischen K und L.

Ist K C L eine Korpererweiterung, A C L eine Teilmenge, dann ist

K[A] = n{R: R Unterring von L mit K UA C R}
= {zel;IneNy, fe K[Xy,...,Xs],a1,...,an: 2= f(a,...,an)}

der kleinste Unterring, der K U A enthélt,
K(A) =n{E : E Unterkorper von L mit K UA C E} = {a: €L;3y,z€ K[A],z#0,: z = %}

der kleinste Unterkorper, der K U A enthélt. K(A) ist der Quotientenkorper von K[A]. Man sagt K (A)
und K[A] entstehen durch Adjunktion von A an K. Ist A = {a1,...,a,}, dann ist

K[A] = Kla1,...,a,] = {f(ar,...,an): f € K[Xy,..., X}

{M : f’g6K[Xl»u-,Xn],g(ah...,an) 7&0}

K(A)=K(ay,...,a,)

Eine Korpererweiterung K C L heifit endlich erzeugt bzw. einfach, wenn es ai,...,a, € L gibt mit
L=K(ay,...,a,) bzw. wenn es a € L gibt mit L = K(a).

3.1.2 Endliche Korpererweiterungen
Definition 3.1.1. Sei K C L eine Korpererweiterung. Dann ist L ein K-Untervektorraum.
[L: K] :=dimg L € NU{co}

heifit Grad von L tiber K. Die Korpererweiterung L/K heifft endlich, wenn [L : K] endlich ist, andernfalls
unendlich.

Proposition 3.1.2. Seien K C L C M Kérpererweiterungen. Die Erweiterung M /K ist genau dann
endlich, wenn L/K und M/L endlich sind. Gilt eine dieser Aussagen, dann ist

[M:K]=[M:L]L:K].
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Beweis. Aus der Linearen Algebra folgt leicht, dass, wenn M /K endlich ist, auch L/K und M/L endlich

sind. Sei andererseits {z1,...,z,} eine K-Basis von L, und {yi,...,ym} eine L-Basis von M. Dann ist
{z;y; : 1 <i<n,1<j<m} eine K-Basis von M. O
Ist L/K eine endliche Korpererweiterung, n = [L : K] und = € L, dann sind 1,z,...,2" linear

abhéingig iiber K, dh. es existieren ay, ..., a, € K nicht alle Null mit Y7 ; a;z* = 0, d.h.  ist Nullstelle
des Polynoms f = >"" ;X" € K[X]|\{0}.
3.1.3 Algebraische Elemente und Erweiterungen

Definition 3.1.3. Sei K C L Korpererweiterung. Ein Element x € L heifft algebraisch iiber K, wenn es
f € K[X] gibt mit f(z) = 0. Es heift transzendent, wenn es nicht algebraisch ist. Kurz z/K algebraisch
bzw. transzendent.

Die Korpererweiterung L/K heifft algebraisch, wenn jedes Element x € L iiber K algebraisch ist, sie
heifit transzendent, wenn sie nicht algebraisch ist.

Die Bemerkung am Ende von [3.1.2] besagt, daf jede endliche Erweiterung algebraisch ist.

Proposition 3.1.4. Sei K C L Korpererweiterung, x € L algebraisch tiber K, sei
¢: K[X] = L,g+ g(x).
Dies ist ein K-Algebrenhomomorphismus.

(a) Es gibt genau ein normiertes, irreduzibles Polynom f € K[X] mit ker(p) = (f). Die Abbildung

K[X]/(f) = Klz], g+ (f) = g(z)
ist K-Algebrenisomorphismus.

(b) Der Ring K|x] ist ein Unterkorper von L mit [K[z] : K] = deg(f). Ist n = deg(f), dann ist
1,z,...,2" ! K-Basis von K[x] tiber K.

Definition 3.1.5. Das Polynom f in der Proposition heifft Minimalpolynom von z iiber K.

Beweis. Da /K algebraisch ist, ist ker(¢) # 0. Also gibt es genau ein normiertes Polynom f € K[X]
mit ker(p) = (f). Nach dem Homomorphiesatz ist K[X]/(f) — im(¢) = K[z],g9 + (f) — g(z) ein K-
Algebrenisomorphismus. Da K[X] Integritatsring ist, ist (f) Primideal, da K[X] Hauptidealring ist, ist
(f) maximales Ideal. Also ist f irreduzibel und K[X]/(f) = K|[z] ist Korper.

Sei n = deg(f). Es bleibt zu zeigen, daf 1,z,--- ,2"~! K-Basis von K|x] ist. Lineare Unabhiingigkeit
sieht man wie folgt. Seien S, ..., S8,_1 € K mit Z?;(} Bizt = 0. Dann gilt g := Z;.Zol Bi X" € ker(yp). Also
gilt f| g, also g = 0 und damit B; = 0 fiir alle 1 < ¢ < n. Um zu zeigen, dass es ein Erzeugendensystem
ist, wihle g € K[X]. Dann gibt es ¢,r € K[X] mit g = qf +r, deg(r) < deg(f), g(z) = r(z) und r(x) ist
Linearkombination der 1,z,...,z" L. O

Beispiel* 3.1.6. Sei d € N mit v/d ¢ Q. Man zeige, daR Q[v/d] ein Korper ist.
Proposition 3.1.7. Sei K C L Korpererweiterung. Fiir x € L sind dquivalent:

(a) x ist algebraisch tiber K.

() Kla] = K(2)

(¢) Es gibt einen Zwischenkérper K C E C L mit x € E, so daff E/K endlich ist.

Beweis. (a) = (b), (c): Nach der Proposition vorher ist K[z] Korper, also gilt K[z] = K(z). Aufierdem
ist K[z]/K endlich.

(c) = (a): Dies folgt aus der Bemerkung am Schluf von

(b) = (a): Sei ohne Einschrénkung « # 0. Dann gibt es 0 # g € K[X] mit 1 = g(2), also ist z Nullstelle
von Xg — 1 € K[X]\{0}. O
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Proposition 3.1.8. Sei K C L Korpererweiterung, x € L. Fir ein normiertes Polynom f € K[X] mit
f(z) =0 sind dquivalent:

(a) f ist das Minimalpolynom von x.

(b) Fiir alle 0 # g € K[X] gilt: ist g(x) = 0, dann f‘g.

(¢) Fiir alle 0 # g € K[X] gilt: ist g(x) = 0, dann ist deg(f) < deg(g).
(d) f ist irreduzibel.

Beweis. (a) < (b): Dies gilt nach Definition des Minimalpolynoms.

(b) = (c): Das ist klar.

(c) = (a): Sei h das Minimalpolynom von z. Dann gilt | f. Nach (c) gilt deg(f) < deg(h), also sind h
und f assoziiert. Da beide normiert sind, folgt A = f.

(a) = (d): Das ist gezeigt.

(d) = (a): Sei h das Minimalpolynom von z. Dann gilt h‘ f. Da f irreduzibel ist, sind h und f assoziiert,
wie oben folgt h = f. O

Folgerung 3.1.9. Seien K C E C L Korperweiterungen, x € L algebraisch iber K mit Minimalpolynom
f € K[X]. Dann ist © auch algebraisch iber E. Ist g € E[X] das Minimalpolynom von x tber E, dann
gilt g|f, und [E(z) : E] < [K(z) : K].

Beweis. Das ist klar. O

Beispiele 3.1.10. (a) R ¢ C = R[i] ist endliche Erweiterung, also algebraisch. Ein Element = € C
ist Nullstelle von (X — 2)(X —2) = X? — (v + )X + 2T € R[X]. Fiir 2 € R ist X — 2 das
Minimalpolynom, fiir z € C\R ist X% — (z + Z)X + 27 das minimalpolynom. Insbesondere ist
X2 + 1 das Minimalpolynom von i iiber R und es gilt

R[X]/(X?*+1)=C.
(b) V/2 € R ist algebraisch iiber Q mit Minimalpoynom X2 — 2. Also gilt
QIX]/(X® —2) = Q[V2] = Q(V2).

(¢) K C K(X) ist transzendent, denn X /K ist transzendent, dimx K[X] = oo, K[X] C K(X).

(d) Q C R ist transzendent, denn zum Beispiel sind e, 7 transzendent iiber Q (Hermite: 187, Lindemann:
1882).

Definition 3.1.11. Sei K C L Korpererweiterung, x € L algebraisch iiber K, f das Minimalpolynom
von z iiber K. Der Grad von f, deg(f) = [K[z] : K], heifst auch Grad von x iiber K.

Beispiel* 3.1.12. Sei K C L eine Koérpererweiterung und seien «, f € L algebraisch iiber K. Sei f das
Minimalpolynom von « iiber K und g das Minimalpolynom von S iiber K. Zeigen Sie, daf f irreduzibel
iiber K(f) ist, genau dann, wenn g irreduzibel iber K («) ist.

Proposition 3.1.13. Sei K C L Kdrpererweiterung.
(a) Fiir x1,...,x, sind dquivalent:

(i) z1,...,2, sind algebraisch tiber K.
(ii) K(x1,...,x,) ist endlich iber K.

Gelten (i) und (ii), dann ist K[z1,...,2,] = K(x1,...,2,) und es gilt [K(zy,...,2,) : K] <
[T [K (i) « K].

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) L/K ist endlich.
(i) L/K ist algebraisch und es gibt x1,...,2, € L mit L = K(x1,...,2y).
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(iii) Es gibt iber K algebraische Elemente x1,...,2, € L mit L = K(x1,...,2,).

Beweis. Zu (a): [(i) = (ii)] Induktion nach n. Fiir n = 1 wissen wir, daf K[x;] = K(z1) ist, und daf
K (x1)/K endlich ist. Fiir n > 1 nehmen wir an, daff K[z1,...,2,-1] = K(21,...,2Zn_1) ist, und daf dieser
Korper iiber K endlich ist. Da x,, algebraisch {iber K ist, ist x, auch algebraisch iiber K(x1,...,2n_1).
Also gilt

K(xla v 7xn—1)['xn] = K(xlv cee axn—l)(xn) = K(xla e ,I'n)

und dieser Korper ist endlich iiber K (1, ...,2,_1). Dann ist er auch endlich {iber K.
[(ii) = (i)] Induktion nach n. Fir n = 1 gilt «; € K(z1,...,2,) und K(z1,...,2z,) ist endlich {iber
K, also ist z; algebraisch iber K fiir alle 1 < ¢ < n. Nach Induktionsannahme gilt K[zq,...,2,-1] =
K(z1,...,2p-1), also

Klxy, ..., 20 = K21, ..y p_1][zn] = K(z1, ..., @n—1)[2n] = K(@1, ..., 2n-1)(2n) = K(z1, ..., 24).

Ferner gilt

n

(K (21, xn) : K] = [[IK (21, @) s K(y, . mio)] < [[IK (@) < K.

=1 i=1

Zu (b): [(i) = (ii)] Da L/K endlich ist, ist jedes z € L algebraisch iiber K. Es gibt x1,...,2, € L mit
L =K(x1,...,z,), zum Beispiel eine K-Basis von L.

[(ii) = (iii)] Das ist klar.

[(iii) = (i)] Das folgt aus (a). O

Folgerung 3.1.14. Seien K C L C M Kérpererweiterungen. M /K st genau dann algebraisch, wenn
L/K und M/L algebraisch sind.

Beweis. Sei zundchst M /K algebraisch. Es ist klar, dal L/K ebenfalls algebraisch ist. Weiterhin ist jedes
Element x € M algebraisch iiber K, also iiber L.

Seien andererseits L/K und M/L algebraisch. Sei z € M. Dann gibt es 0 # f = > j; X" € L[X]
mit f(x) = 0. Sei E = K(ao,...,q,). Dann gilt f € E[X], und x ist algebraisch iiber E. Dann ist E(x)/E
endlich. Da «y,...,q, liber K algebraisch sind, ist E endlich iiber K. Dann ist E(z)/K endlich, und
x € E(x). Also ist = algebraisch iiber K. O

Beispiel* 3.1.15. Sei K C L eine Koérpererweiterung, seien «, 8 € L gegeben, so daf o + 8 und af
algebraisch iiber K sind. Man zeige, daft o und [ algebraisch {iber K sind.

Beispiel* 3.1.16. Man zeige, daf die Korper Q(v/2) und Q(iv/2) nicht isomorph sind. Hinweis: man
iiberlege sich, daf —1 in Q(iv/2) Summe von zwei Quadraten ist.

Beispiel* 3.1.17. Wir haben uns bereits iiberlegt, dat Q[v/d] = Q(v/d), d € N mit vd ¢ Q ein Kérper
ist. Sei a, 8 € N mit v/a, /8 ¢ Q. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daR die
Kérper Q(y/a) und Q(+y/5) isomorph sind.

Beispiel* 3.1.18. Seien p,q € N verschiedene Primzahlen. Man bestimme das Minimalpolynom von

/D + /q iiber Q.

3.1.4 Der algebraische Abschlufs eines Korpers in einem Oberkorper

Proposition und Definition 3.1.19. Sei K C L Kérpererweiterung. Die Menge K aller diber K alge-

braischer Elemente von L sind ein Unterkérper von L, der K enthdlt. Es gilt K = K. Der Kérper ?ﬁeiﬂt
algebraischer Abschlufl von K in L. Der Korper K heif$t algebraisch abgeschloffen in L, wenn K = K.

Beweis. Es ist klar, daf K C K ist. Seien 2,y € K. Dann sind @ 4 y,z - y € K(z,y). Da K(z,y) endlich
tiber K ist, sind z +y und z - y algebraisch iiber K, also z +y,z -y € K. Damit ist X Unterring von L.
Sei 0 # x € K, dann ist K () endlich {iber K und =1 € K(z), also ist ! € K. Damit ist K Unterkdper
von L. - -

Es ist klar, daf K C K. Ein Element z € | K ist algebraisch iiber K, welches algebraisch iiber K ist.
Also ist x algebraisch iiber K, das heifit x € K. O
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Folgerung 3.1.20. (a) Der algebraische Abschlufi Q von Q in C ist eine unendliche algebraische Er-
weiterung von Q.

(b) Der Kirper Q ist abzihlbar unendlich.
(c) Die Mengen R\Q, C\Q sind iiberabzihlbar.

Beweis. Zu (a): Nach Definition ist die Erweiterung Q/Q algebraisch. Sie ist unendlich, da die Grade
der Elemente in Q unbeschrankt sind, zum Beispiel die Grade der Nullstellen der irreduziblen Polynome
X™ — 2 fiir alle n € N.

Zu (b): Der Korper Q ist die Menge der Nullstellen aller Polynome f € Q[z]. Da Q[X] abzéhlbar ist, und
jedes Element 0 # f € Q[X] hochstens deg(f) Nullstellen hat, ist Q abzihlbar unendlich.

Zu (c): Das folgt aus (b). O

Der Korper Q heifit Korper der algebraischen Zahlen.
Beispiel* 3.1.21. Ist der Korper C(¢) der rationalen Funktionen iiber C algebraisch abgeschloften?

3.2 Zerfallungskorper und normale Korpererweiterungen

Seien K und L Korper und ¢ : K — L ein Ringhomomorphismus. Man sieht leicht, daf ¢ injektiv ist:
ker(y) ist ein Ideal, das echt in K enthalten ist, denn es enthélt die 1 nicht, also ker(¢) = (0). Man fafit
manchmal K via ¢ als Unterkérper von L auf. Damit ist die induzierte Abbildung von Polynomringen

o K[X] = LIX], f= Z%’Xi = Yf = Z%O(O%)Xi
i=0

=0

ein injektiver K-Algebrenhomomorphismus.

3.2.1 Adjunktion von Nullstellen
Satz 3.2.1 (Kronecker). Seien K ein Kérper, f € K[X| ein irreduzibles Polynom.

(a) Es gibt einen Oberkorper L O K und x € L mit f(z) =0 und L = K(x).

(b) Sind K(x;) = L; fir i = 1,2 Erweiterungen von K mit f(x;) = 0, dann gibt es genau einen
Ringisomorphismus o : Ly — Lo mit o(x1) = x2 und 0|K = idg, das heifit genau einen K-
Algebrenisomorphismus o : L1 — Lo mit o(x1) = xa.

Beweis. Zu (a): Da f irreduzibel ist, ist (f) ein maximales Ideal von K[X], also ist L := K[X]/(f) ein

Korper. Offenbar ist die Abbildung
0: K= La—a+(f)

ein injektiver Ringhomomorphismus. Wir fassen K via ¢ als Unterkorper von L auf. Sei x = X + (f) € L
und f =" ;X" Dann gilt

n

fl@) =3 X+ () =3 X +(f)=f+(f)=0

=0

in L. Also ist « Nullstelle von f. Da L = K|z] ist, folgt L = K(x).
Zu (b): Dies folgt aus dem néchsten Lemma. O

Lemma 3.2.2. Sei L = K(z) endliche algebraische Erweiterung von K, f das Minimalpolynom von x
dber K, ¢ : K — K’ ein Ringhomomorphismus in einen Kéorper K', g € K'[X] ein irreduzibler Teiler von
¢f, L' = K'(2') eine Erweiterung mit g(x') = 0.

(a) FEs gibt genau einen Ringhomomorphismus ¢ : L — L' mit ¥(x) = 2’ und ¢|K = .
KT
(I

K/CH L/
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(b) Ist @ ein Isomorphismus, so auch 1.

Beweis. Zu (a): Es gibt h € K'[X] mit ¥f = gh. Wir haben das kommutative Diagramm von Ringho-
momorphismen

K¢ L
W =
K[X] H”K[X‘]/(f)

® @ / ‘\/@’
K'[X] —= K'[X]/(g)
/ ”N
K< )%

wobei 7 und 7’ die kanonischen Homomorphismen sind, und A bzw. A’ gegeben sind durch A(p+(f)) = p(z),
X(g+ (9)) = a(a). Da gilt
m'o(f) =7'(¥f) = 7'(gh) =0,

gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¢’ mit @' om = 7’ o @. Sei
b=NoF oA,

das heifst ¥(p(z)) =% p(2') fur p € K[X]. Damit gilt ¢(x) = 2’ und w‘K = idg. Ist auch ¢ : L — L/ ein
Homomorphismus mit ¥(z) = 2’ und E‘K = idg, dann gilt P(z?) = 2/* fiir alle 1 < i < deg(f), also ist
¥ =1 da die z* mit 1 < i < deg(f) eine K-Basis von L bilden.

Zu (b): Ist ¢ ein Isomorphismus, dann auch @. Daraus folgt, dat @’ surjektiv ist, und weil dies bereits
injektiv ist, ist es ein Isomorphismus. Also ist auch 1 ein Isomorphismus. O

3.2.2 Fortsetzung von Homomorphismen

Fortsetzungssatz 3.2.3. Sei K C L endliche Kérpererweiterung, ¢ : K — K' Ringhomomorphismus in
einen Korper K'. Dann gibt es eine endliche Korpererweiterung K' C L' und einen Ringhomomorphismus
¢ L— L' mit ¢|, = o.

KT

|

K ——=1

Beweis. Induktion nach n = [L : K]. Bei n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1, z € L\K. Dann ist
x algebraisch tiber K. Sei f das Minimalpolynom von z iiber K, sei g € K’'[X] ein irreduzibler Faktor
von “f. Es gibt eine Erweiterung K/ C E = K'(2’) mit g(z') = 0. Nach obigem Lemma (genau) einen
Ringhomomorphismus « : K(z) — E mit y(z) = 2’ und '7‘1( = .

Im Fall K(z) = L sind wir fertig. Ist K(z) C L, dann gibt es wegen [L : K(x)] < n nach Induktions-
annahme eine endliche Erweiterung £ C L’ und einen Ringhomomorphismus ¢ : L — L’ mit 1/)| K="
Dann ist L’ endlich {iber K’ und w’K = ’y’K = .

K———s K(z)“—— 1L
i
K EC I
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3.2.3 Der Zerfillungskorper eines Polynoms

Definition 3.2.4. Sei K ein Korper, f € K[X]. Ein Oberkorper L von K heift Zerfillungskorper von f,
wenn:

(a) Es existieren o € K, n € Ny, @1,...,2, € L, so daf f = a [ (X — ;).
(b) Der Korper L ist gegeben durch K(x1,...,x,).

Dann ist L endlich tiber K.

Beispiele 3.2.5. (a) Die komplexen Zahlen C sind Zerféllungskérper von X2 4 1 € R[X].
(b) Der Kérper Q(v/2,+/3) ist Zerfillungskorper von (X2 — 2)(X2 — 3) € Q[X].

(c) Sei K =7Z/(2), f = X>+ X +1 € K[X]. Das Polynom f ist irreduzibel, also ist L = K[X]/(f)
Korpererweiterung von K. L ist Zerfallungskorper von f denn mit x = X + (f) gilt f = (X +2)(X +
x+1)und L = K(x). Es gilt [L : K] =2, also hat L 4 Elemente.

Satz 3.2.6. Sei K ein Korper und f € K[X].
(a) Es gibt einen Zerfallungskorper L D K wvon f.

(b) Ist f #0, dann gilt
[L : K]| deg(f)!.

(¢) Sind K C L;, i = 1,2, Zerfallungskérper von f, dann gibt es einen Ringisomorphismus o : L1 — Lo
mit o], = idg.

Beweis. Zu (a): Wir fithren Induktion nach n = deg(f) durch. Man kann annehmen, daf f nicht konstant
ist, und daff fliber K nicht in Linearfaktoren zerféllt. Dann hat f einen irreduziblen Faktor g mit deg(g) >
1. Nach dem Satz von Kronecker gibt es eine Erweiterung K C E = K(z1) mit g(z;) = 0. Dann gibt
es fi € E[X]| mit f = (X — z1)f1. Da deg(f1) = deg(f) — 1 ist, gibt es nach Induktionsannahme eine
Erweiterung £ C L und Elemente a € E, zo,...,2, € L, (wobei n = deg(f)), mit f1 = a[[]_,(X — x;),
und L = E(za,...,xy,). Dann gilt f = o [[;_, (X — 2;). Insbesondere & € K und L = K (z1,...,2,).

Zu (b): Wiederum Induktion nach n = deg(f). Fiir n = 0,1 ist die Behauptung klar. Sei n > 1. Sei
zunéchst f irreduzibel. Sei € L Nullstelle von f und g € K(z)[X] mit f = (X — z)g. Offenbar ist L
Zerfallungskorper von g iiber K (z). Nach Induktionsannahme gilt [L : K(x)]‘ deg(g)! = (n — 1)!. Es folgt

[L:K]=[L: K(z)]-[K(x): K]](n— Hln.
Sei nun f reduzibel, dh. f = f1 - fo mit fi, fo € K[X|]\K und m,; = deg(f;) fur ¢ = 1,2. Es gibt einen
Zwischenkorper K C E C L, der Zerfallungskdrper von f; ist. Dann ist L Zerfallungskorper von fo iiber
E. Nach Induktionsannahme gilt [E : K]|m1! und [L : E]|my!. Es folgt
[L:K]=[L:E|E: K]|m! ms!

Wegen m! =m(m —1)---(m—mj + 1)my! = (;Lnl)mllmg! folgt [L : K]|m!.

Zu (c): Zum Beweis von (c) zeigen wir zuerst folgendes Lemma.

Lemma 3.2.7. Sei f € K[X], K C L ein Zerfillungskorper von f, ¢ : K — K’ ein Ringhomomorphismus
in einen Korper K', L' D K' ein Zerfillungskérper von ?f, L' C L" eine Kérpererweiterung, ¢ : L — L”
ein Ringhomomorphismus mit ’(/J‘K = .

KL

N
©
K/(H L/(H L//

Dann gilt:
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(a) Y(L)C L.
(b) Ist ¢ Isomorphismus, dann (L) = L'.
(¢) Zerfdllt f diber L in lauter verschiedene Linearfaktoren, dann gilt dies auch fir ?f dber L.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung f € K[X]\K.
Zu (a) und (b): Es gibt « € K und z1,...,2, € L mit f =a[[; (X —2;) und L = K(z1,...,2,). Es
folgt

A
&H

Il

<
kﬁ
‘G

E’.:1=

><
@
5

Also gilt

(L) = Y(K) (1), -, (an)) = oK) ((x1), ., b(an)) C K (P(x1), .., P(2n)) = L

und wenn ¢ Isomorphismus ist, dann gilt Gleichheit.
Zu (c): Dies gilt, da v injektiv ist. O

Kommen wir zuriick zu Aussage (c¢) des Satzes. Seien K C Ly und K C Lo Zerfallungskorper von f.
Nach dem Fortsetzungssatz gibt es eine endliche Erweiterung Lo C L” und einen Homomorphismus
Y: L1 — L”, so das ¢|K die Inklusionsabbildung K C Lo ist.

KC—>L1

N

KL, 1T"

Nach dem Lemma gilt 1(L1) = Lo. O
Folgerung 3.2.8. Sei f € K[X] irreduzibel vom Grad n, K C L ein Zerfillungskorper von f. Dann gilt
n|[L : K]|n!.

Beweis. Das ist klar. O

Beispiel 3.2.9. Sei f = X3 — 2 € Q[X]. Das Polynom f ist irreduzibel. Sei

27
3

:%(—1+\/j3)=€ eC.

Es gilt w? = @ und w? = 1. Die Nullstellen von f sind
V2,wV2,5V2,

also ist

= (X — V2)(X — w¥2)(X —5¥2) = (X — V2)(X2 + 2X + ¥2°).
Also ist Q(¥/2,w) = Q(¥/2,v/—3) Zerfillungskorper von f. Es gilt

[Q(V2,w) : Q] = [Q(V2,0) : Q(V2)][Q(V2) : Q] =2-3 =6 =3!

Beispiel* 3.2.10. Gegeben sei das Polynom f = X% — 3 € Q[X]. Man beweise, dak L = Q(v/3,1)
Zerfallungskorper von f ist und berechne den Grad der Korpererweiterung L/ Q.
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3.2.4 Normale Erweiterungen

Definition 3.2.11. Eine Korpererweiterung K C L heifit normal, wenn sie algebraisch ist und jedes
irreduzible Polynom in K[X], das in L eine Nullstelle hat, iiber L in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 3.2.12. Fir eine endliche Kérpererweiterung K C L sind dquivalent:
(a) L ist normale Erweiterung von K.
(b) L ist Zerfillungskorper eines Polynoms in K[X].
(¢) Fir alle Oberkdrper L C L' und alle K -Algebrenhomomorphismen o : L — L’ gilt o(L) = L'.

Beweis. [(a) = (b)] Es gibt z1,...2, € Lmit L = L(z1,...,2,). Sei f; € K[X] das Minimalpolynom von
z;, 1 <14 < n. Nach Voraussetzung zerfallen die f; vollstindig in Linearfaktoren, also zerfillt f = [[._, f;
vollstdndig in Linearfaktoren tiber L. Wegen L = K(x1,...,x,) ist L Zerfallungskérper von f.
[(b) = (c)] Sei L Zerfillungskorper von f € K[X], L C L’ eine Kérpererweiterung und o : L — L’ ein
K-Algebrenhomomorphismus

K~——s1L

N

K1 [/

Nach Lemma [3.2.7 gilt o(L) = L'.

[(c) = (a)] Da L/K endlich ist, ist L/K algebraisch. Angenommen, es gibt ein irreduzibles Polynom
f € K[X] mit einer Nullstelle 2 € L, das {iber L nicht in Linearfaktoren zerfallt. Dann hat f in L[X]
einen irreduziblen Faktor g mit deg(g) > 1. Nach dem Satz von Kronecker und dem Lemma dazu gibt
es eine Erweiterung L C L(2’) mit [L(z’) : L] = deg(g) und g(z’) = 0 und einen Homomorphismus
¥ K(z) = L(2'), so daB ¢(z) = 2’ und ¢|K die Inklusion K C L ist. Nach dem Fortsetzungssatz
gibt es eine endliche Erweiterung L(z') C L’ und einen Homomorphismus o : L — L’ mit 0" K@) = )

KC K (2)C L
L)
LC L(z')C L

Dann ist o ein K-Algebrenhomomorphismus, nach (c) gilt also o(L) = L. Insbesondere o(z) = ¢(x)
z' € L. Widerspruch.

0l

Beispiele* 3.2.13. Welche der folgenden Korpererweiterungen sind normal?

Q(v3)/Q
Q(V3)/Q
Q(V3)/Q(v3)

Beschreiben Sie die Zerfiallungskorper L der folgenden Polynome iiber dem Grundkérper K:

K=Q f=X-1€Q[X]

K =T, f=Xx3-1
K = To(t) f=X3—t
K =T; f=Xx3-1
K =To(t) f=X?—t

Folgerung 3.2.14. Ist K C L endlich und normal, K C E C L ein Zwischenkorper, dann ist auch L/E
endlich und normal.

Beweis. Ist L Zerfallungskorper von f € K|[z], dann ist L auch Zerfallungskorper von f iiber E. O
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Dagegen ist im Allgemeinen F/K nicht normal (siehe Beispiel [3.2.9).

Beispiel* 3.2.15. Man gebe ein Beispiel eines Korperturms K C L C M an,sodalt K C Lund L C M
normal sind, aber K C M nicht.

Losung: Betrachte die Erweiterungen Q C Q(v/2) C Q(+/2). Die Erweiterung Q C Q(+/2) ist quadratisch,
das Minimalpolynom von /2 iiber Q ist X2 — 2. Die Erweiterung Q(v/2) C Q(+/2) ist ebenso quadratisch,
das Minimalpolynom von +v/2 iiber Q(ﬁ) ist X2 — /2. Aber Q C Q(\“@) ist nicht normal, denn das
Minimalpolynom X% — 2 von v/2 iiber Q zerfillt iiber Q(f/ﬁ) nicht in Linearfaktoren, sondern nur in

(X = V2)(X + V2)(X? + v2).
Satz 3.2.16. Sei K C L endliche Kérpererweiterung.

(a) Es gibt eine endliche Erweiterung L C N mit folgenden Figenschaften.

(i) N/K ist normal.
(ii) Ist M ein Zwischenkorper mit L C M C N, so daff M/K normal ist, dann gilt M = N.

(b) Ist auch L C N’ eine endliche Erweiterung mit den obigen Eigenschaften, dann gibt es einen Iso-
morphismus o : N — N' mit O"L =idy.

Definition 3.2.17. Ein Korper N wie im Satz heifst normaler Abschlufs von L iiber K.

Beweis. Zu (a): Es gibt x1,...,2, € L mit L = K(x1,...,2,). Sei f; € K[X] das Minimalpolynom von
x;, 1 <4 < n. Sel N ein Zerfallungskorper von f = fy--- f,, der L enthéilt. Dann ist N/K normal. Sei
L C M C N ein Zwischenkorper, so dak M/K normal is. Da M die Nullstellen x;, 1 < ¢ < n von f
enthilt, enthdlt M alle Nullstellen von f. Es folgt M = N.

Zu (b): N und N’ sind Zerfallungskérper von f iiber K, also auch iiber L. Deshalb gibt es einen Isomor-
phismus wie behauptet. O

Definition 3.2.18. Ist K C L eine Erweiterung, x € L algebraisch tiber K, f € K[X] das Minimalpoly-

nom von x, dann heifen die Nullstellen von f in einem Zerfallungskorper die zu x konjugierten Elemente.

3.2.5 Die Anzahl der Einbettungen

Satz 3.2.19. Sei K C L eine endliche Erweiterung, ¢ : K — K'ein Isomorphismus in einen Kéorper K',
K’ € N’ eine normale Erweiterung und v : L — N’ ein Homomorphismus mit w’K = .

K——1
otk
K/CH N/
(a) Es gibt hochstens [L : K| Ringhomomorphismen o : L — N’ mit O'|K = .

(b) Der Unterkérper in N', der von den Bildern der o in (a) erzeugt wird, ist der normale Abschluf$
von (L) tber K'.

Zur Vorbereitung des Beweises werden wir folgendes Lemma, zeigen.

Lemma. Secien die Voraussetzungen wie im Satz. Ist K C E C L eine Zwischenkdrper, A : E — N’ ein
Homomorphismus mit \| ;. = ¢, so hat X eine Fortsetzung \' : L — N', dh. fiir X' gilt \'| ., = \.

K[ T

N

K/% NI
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Beweis. Nach dem Fortsetzungssatz gibt es eine endliche Erweiterung N’ C M und einen Homo-

morphismus X : L — M mit X’E =\

EC—— L
|
NC——sM
Wir zeigen N (L) C N'. Sei € L, f € K[X] das Minimalpolynom von z. Da

PEN () = N (N (2)) = N (f(2)) =0
folgt also ' (z) € N'. O

Beweis des Satzes. Zu (a): Sei ohne Einschrinkung K C L, sei z € L\K, f € K[X] das Minimalpolynom
von z. Dann ist ¢ (z) Nullstelle von #f, also zerfillt ?f {iber N’ in Linearfaktoren. Seien yi,..., ¥
die verschiedenen Nullstellen von ?f in N'. Es gilt » = deg(f). Zu jedem 1 < i < r gibt es einen
Homomorphismus o; : K(x) — K'(y;) mit o;(z) = y; und 01;|K =

K¢ K (z)C L
|-
K'C— K/ () N’

Nach dem Lemma kann o; zu einem Homomorphismus L — N’ fortgesetzt werden. Da [L : K (z)] < [L : K]
ist, gibt es nach Induktionsannahme k; < [L : K(x)] solche Fortsetzungen o;;, 1 < j < k;. Die o5,
1<i<r, 1< j <k, sind paarweise verschieden, ihre Anzahl ist

Zki <[L:K@)]K(=z): K] =|[L:K].

Dies sind alle Homomorphismen o : L — N’ mit O’| x = ®: Denn fiir ein solches o ist o(z) Nullstelle von
®f, alsoist o(x) = y; fiir ein 1 <4 < r. Somit gilt O"K(X) = 0y, und deshalb ist 0 = o;; fiir ein 1 < j < ;.
Zu (b): Sei (K) C N C N’ normaler Abschlufs von ¢(L). Sei L = K(z1,...,%,), und fr € K[X] das
Minimalpolynom von z, 1 < k < n. Es gilt (L) = K'(¢(z1), ..., ¥(z,)) und ?f, ist das Minimalpolynom
von Y(zy), 1 < k < n. Also ist N Zerfallungskorper von ¢f = “f ---?f . Fir alle o aus (a) gilt
?fi(o(zk)) = o(fr(zg)) = 0, also ist o(zy) € N, 1 < k < n,und o(L) = K'(o(21),...,0(z,)) € N. Sei
umgekehrt z € N Nullstelle von ¥ f, fiir ein 1 < k < n. Dann gibt es einen Isomorphismus 7 : K () —
K'(z) mit 7(x) = z und T|K = ¢ und eine Fortsetzung 7’ : L — N’ von 7.

K———s K(zp)—— L

K> K'(:)——>N

Es folgt z = 7(xg) = 7/(xx) € im(7'). Also ist N in dem von o(L) erzeugten Unterkérper von N’
enthalten. O

Bemerkung 3.2.20. Seien die Bezeichnungen wie im Satz und dessen Beweis. Es gibt genau [L : K]
Homomorphismen o : L — N’ mit 0’|K = ¢, genau dann, wenn r = [K(z) : K] und k; = [L : K(x)] fiir
1<i<r.

Wir fithren einige Bezeichnungen ein. Seien ¢ : K — L, ¢ : K — M Ringhomomorphismen zwischen
Korpern. Dann sei Alg, (L, M) die Menge aller K-Algebrenhomomorphimen o : L — M, dh. der Homo-
morphismen mit o o p = . Ist L ein Korper, dann sei Aut(L) die Automorphismengruppe von L, dh. die
Gruppe der bijektiven Ringhomomorphismen. Ist K C L Korpererweiterung, dann sei

Gal(L/K) = {0 € Aut(L) ’ O"K =idg}.
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Das ist eine Untergruppe von Aut(L). Sie heiftt Galoisgruppe von L/K. Es gilt
Gal(L/K) C Algyg(L,L).

Ist die Erweiterung K C L endlich, dann gilt Gal(L/K) = Alg, (L, L), denn jeder K-Algebrenhomomorphismus
o : L — L ist injektiv, also bijektiv. Wenn Ly der Primkoérper von L ist, dann gilt Aut(L) = Gal(L/Ly).

Folgerung 3.2.21. Seien K C L, K C M endliche Erweiterungen und es gebe v : L — M mit w|K =
idg .

(a) Es gilt | Algg (L, M)| < [L: K].
(b) Weiterhin | Gal(L/K)| < [L : K].
Beweis. Zu (a): Sei M C N eine Erweiterung, so daf N/K endlich und normal ist.

K——=1T1

|

Kc—s MC—- N

Nach dem Satz von vorher gilt | Alg, (L, N)| < [L : K], also erst recht | Alg, (L, M)| < [L: K].
Zu (b): Dies ist ein Spezialfall von (a): |Gal(L/K)| = | Algg (L, L)| < [L : K]. O

Folgerung 3.2.22. Sei K C L endlich und normal, G = Gal(L/K), f € K[X] ein irreduzibles Polynom,
das dber L in Linearfaktoren zerfdllt. Sei Z die Menge der Nullstellen von f in L. Dann ist

GxZ— Z (o,z)— o(x)
eine transitive Operation. Fir x € Z gilt G, = Gal(L/K (z)).

Beweis. Die Operation ist wohldefiniert. Wie im Beweis des Satzes zeigt man, dafl es zu x,y € Z ein
o € G gibt, mit y = o(z).

K¢ K ()¢ L

R

K> K(y) L

Fiir 7 € G gilt: 7 € G, genau dann, wenn 7(z) = x genau dann, wenn 7 K@) = idg(z) genau dann, wenn
T € Gal(L/K(x)). O

3.3 Separable Korpererweiterungen

3.3.1 Separable Erweiterungen

Zur Erinnerung: Sei K Korper, f € K[X]|\K, x € K Nullstelle von f in K. Dann gibt es eindeutige k € N,
g € K[X] mit f = (X —x)*g und g(x) # 0. Es heifit k die Vielfachheit der Nullstelle = von f. Das Element
x heifst einfache Nullstelle von f, falls £ = 1, mehrfache Nullstelle von f, falls k& > 1.

Definition 3.3.1. Sei K ein Koérper.

(a) Ein irreduzibles Polynom f € K[X] heifit separabel, wenn f in einem (und dann jedem) Zerféllungs-
korper nur einfache Nullstellen hat.

(b) Ein beliebiges Polynom f € K[X]\K heiflt separabel, wenn jeder irreduzible Faktor von f separabel
ist.

(¢) Der Korper K heifst perfekt oder vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom f € K[X] separabel
ist.

(d) Sei K C L Korpererweiterung. Ein Element € L heifit separabel, wenn = algebraisch iiber K ist,
und das Minimalpolynom von x iiber K separabel ist.
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(e) Ein Oberkorper L heifst separabel iiber K, wenn jedes Element in L {iber K separabel ist.
Beispiele 3.3.2. (a) Das Polynom f = X? — 2 € Q[X] ist separabel.

(b) Sei K =7Z/(2)(X), f = Y?+X € K[Y]. Dann ist f irreduzibel, denn f ist irreduzibel in Z /(2)[X][Y]
nach Eisenstein. Es gibt eine Erweiterung K C L = K(y) vom Grad 2 mit 0 = f(y) = y* + X, also
y? = X iiber Z /(2) und es gilt
(Y+y)2 =Y?24+2¥y+12 =Y 4+ =Y? 4+ X =/

Also ist f nicht separabel.

Proposition 3.3.3. Seien K C E C L Kérpererweiterungen.
(a) Ist x € L separabel iber K, dann auch tber E.
(b) Ist L/K separabel, dann auch E/K und L/E.

Beweis. Zu (a): Das Minimalpolynom von z iiber E ist Teiler in E[X] des Minimalpolynoms von z iiber
K.
Zu (b): Das ist klar fir E/K, fur L/E folgt das aus (a). O

Satz 3.3.4. Fir eine endliche Kérpererweiterung K C L sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Die Erweiterung L/K ist separabel.
(b) Es gibt iber K separabel Elemente x1,...,x, € L mit L = K(x1,...,%p)-

(c) Ist o : K — K' ein Isomorphismus in einen Korper K', K' C N’ eine endliche normale Erweiterung
und ¢ : L — N’ ein Homomorphismus mit ¢|K = ¢, so besitzt v genau [L : K| Forsetzungen
oc:L— N'.

Beweis. [(a) = (b)] Das ist klar.

[(b) = (c)] Induktion nach [L : K]. Sei ohne Einschrankung K C L, x; € L\K, sei f € K[X] das
Minimalpolynom von z;. Dann ist ¢(z1) Nullstelle von #f, also zerféllt #f {iber N’ in Linearfaktoren.
Seien yi,...,y, € N’ die verschiedenen Nullstellen, hier gilt » = deg(f). Es gibt Isomorphismen o; :
K(x1) — K'(y;) mit o;(z1) = y; und U’i|K = @, fir 1 <14 < r. Wir sind fertig, falls L = K(z;). Falls
K(x1) € L, dann gilt L = K(x1)(xa,...,2,). Da die z3,...,z, iiber K(z1) separabel sind, und N’ iiber
K'(y;) normal, hat o; nach Induktion genau [L : K(z;)] Fortsetzungen o;; : L - N’, 1 < j < [L: K(z;)].
Die o;; mit 1 < ¢ <7, 1 < j < [L: K(x;)] sind alle Fortsetzungen L — N’ von ¢. Thre Anzahl ist
r-[L:K(x)]=[L:K].

[(c) = (a)] Sei L C N eine endliche Erweiterung, so daff N/K normal ist. Wir wissen nach (c), dak es
genau [L : K| Fortsetzungen o : L — N gibt.

K———s1L
|
lo
A
K———s N
Sei ohne Einschrankung K C L, sei x € L\K und f € K[X] das Minimalpolynom von z. Das Polynom
f zerfallt iiber N in Linearfaktoren. Seien 1, ..., ¥, die verschiedenen Nullstellen von f, r < deg f. Nach
der Bemerkung [3.2.20|ist » = deg(f), das heift f ist separabel. Also ist L/K separabel. O

Folgerung 3.3.5. Sei K C L eine endliche Erweiterung.

(a) Sei L C N eine endliche Erweiterung, so daff N/K normal ist. L/K ist genau dann separabel, wenn
| Algg (L, N)| = [L: K].

(b) Sei L/K normal. L/K ist genau dann separabel, wenn | Gal(L/K)| = [L : K] ist.

Beweis. Dies folgt aus dem Satz und dessen Beweis. O
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Folgerung 3.3.6. Sei K C L endliche separabel Kirpererweiterung, sei L C N normaler Abschluf$ von
L/K. Dann ist auch N/K separabel.

Beweis. Sei L = K(x1,...,xzy), fi € K[X] Minimalpolynom von x;, 1 < i < n. Der Kérper N ist Zerfil-
lungskérper von fi .- f,,. Da xz; separabel tiber K ist, ist f; iber K separabel, also sind alle Nullstellen
von f; separabel, 1 < i < n. Folglich ist nach Satz die Erweiterung N/K separabel. O

Folgerung 3.3.7 (Transitivitit der Separabilitit). Sei K C L endliche Erweiterung, K C E C L ein
Zwischenkorper. L/ K ist genau dann separabel, wenn E/K und L/E separabel sind.

Beweis. Wir haben betreits gesehen, daff F/K und L/FE separabel sind, wenn L/K separabel ist. Seien
nun E/K, L/E separabel, und k = [E : K|, l = [L : E], sei L C N endliche Erweiterung, so daf N/K
normal ist. Da E/K separabel ist, gilt | Alg, (E, N)| = k. Sei 0 € Alg,(E, N).

K¢ EC L
KC a(E)¢ N

Da L/FE separabel ist und N/o(E) normal, besitzt o genau [ Fortsetzungen L — N. Also gilt
| Alg (L, N)| = k1 = [E: K] [L: E] = [L: K]
und L/K ist separabel. O
Beispiel 3.3.8. Sei K/Q der Zerfillungskdrper von f = X3 — 2 € Q[X]. Wir wissen, daf
K =Q(V2,w) = Q(V2)(w),
2

wobel w = %(—1—!—\/—3) = ¢35 € C. Das Minimalpolynom von w iiber Q oder Q(+/2) ist ¢3 = X2+ X +1.
K/ Q ist normal und separabel, also gilt | Gal(K/ Q)| = [K : Q] = 6. Die Gruppe Gal(K/ Q) besteht genau
aus folgenden Elementen

idg : \3/§>—>\3@, W w
a: V2 Vow, wew
o V2 V2P, wew
B: V2= V2% wew?
af: V2 wV2, wew?

04252 2 \3/50./27 W w?

Damit sieht man ord(a) = 3, ord(83) = 2, a8 = a?, dh. Gal(K/Q) = &3.

Beispiel* 3.3.9. Es seien p eine Primzahl, F), der Koérper mit p Elementen, F,(¢) der Quotientenkorper
des Polynomrings I, [t], und F,,(¢?) der kleinste Unterkorper von F,(¢), der t* enthélt. Man zeige, dafs das
Polynom X? —t? € F,(t?)[X] irreduzibel ist. Man zeige, daf die Korpererweiterung F,,(¢) D F,(¢”) endlich
und normal aber nicht separabel ist.

3.3.2 Der Satz vom primitiven Element
Satz 3.3.10. Jede endliche separabel Erweiterung K C L ist einfach, dh. es gibt v € L mit L = K (z).
Definition 3.3.11. Ein Element mit z € L mit L = K (x) heifft primitives Element von L/K.

Beweis. Ist K endlich, dann ist auch L endlich also ist (L*,-) zyklische Gruppe. Wenn L* = (z), dann
gilt L = K(z). Wir konnen also annehmen, daf K unendlich ist. Es geniigt zu zeigen, daf L/K einfach
ist, wenn L = K(z,y).

Sei n = [L : K], ohne Einschriankung n > 1, und es sei L C N eine endliche Erweiterung, so daf N/K

normal ist. Es gilt
| Algg (L, N)| = n.
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Sei Algy (L,N) ={o1,...,0,}. Wir betrachten das Polynom
p=[[le:(x) = o;(@) + (0i(y) — 0;(v)) X] € N[X].
1#]
Fiir ¢ # j gilt 0; # 0}, also gilt 0;(z) # oj(z) oder o;(y) # o;(y) und es folgt p # 0. Da K unendlich ist,
gibt es A € K mit p(A) # 0. Es folgt
[[loi@+2y) — 05 + ) # 0,
i#£]

dh. fir alle ¢ # j: o;(z + \y) # 0j(z + Ay).
Ist f € K[X] das Minimalpolynom von x+ Ay, so sind o;(z+Ay), 1 < i < n, Nullstellen von f in N, also
gilt deg(f) > n. Trivialerweise gilt sogar Gleichheit. Also hat 2+ Ay Grad n und es gilt L = K(x+\y). O

Aus dem Beweis folgt: Ist K C L = K(x1, .. .,x,) endliche separabel Erweiterung, so gibt es Ao, ..., A, €
K, so dafs 1 + Ayxa + - - - + Apxy, primitives Element von L/K ist.

Beispiel* 3.3.12. Seien p, ¢ € N verschiedenen Primzahlen.
(a) Man zeige, dak die Kérper Q(,/p) und Q(,/q) nicht isomorph sind (siehe Beispiel [3.1.17)
(b) Man zeige, daf die Korpererweiterung Q(/p, /q)/ Q Grad 4 hat.

(c) Man bestimme das Minimalpolynom von /p + /g und schliese daraus, daf ,/p + /g ein primitives
Element von Q(,/p, /q)/ Q ist.

3.3.3 Kriterien fiir die Separabilitat von Polynomen
Sei K ein Korper.
Definition 3.3.13. Fiir f =" o, X* € K[X] sei

n
f = § i XL
=1

Das Polynom f’ € K[X] heifit (formale) Ableitung von f.

Die Abbildung
K[X] = K[X], f = [’

ist K-linear und geniigt der Produktregel, das heifit, fir f,g € K[X] gilt (fg9)' = f'g+ f¢'.
Proposition 3.3.14. Fir f € K[X|\K sind dquivalent:
(a) Das Polynom f hat in einem Oberkérper von K eine mehrfache Nullstelle.
(b) Die Polynome f und f' haben in einem Oberkérper von K eine gemeinsame Nullstelle.
(¢) FEs existiert ein nichtkonstantes Polynom g € K[X] mit g|f und g‘f’.

Beweis. ,(a) = (b )*“Esgibt K C L,z € L,1 <n&Nund fi € L[X] mit f = (X —z)"f; und fi(z) # 0.
Dann gilt:
fr=nX-2)" i+ (X -2)"f

also f/'(z) = 0.

»(b) = (c) “] Sei K C L eine Erweiterung, z € L eine gemeinsame Nullstelle von f und f’. Ist g € K[X]
das Minimalpolynom von z, dann gilt g’ f und g‘ I

»(€) = (a) “ Sei g wie in (c), sei K C L ein Oberkorper, in dem g eine Nullstelle z hat. Dann gilt
flx) =0= f(x). Sei f = (X —2)"fi mit n € N, fi € L[X] und fi(z) # 0. Wére n = 1, so wire
ff=f+ (X —2x)ff,also f'(x) = fi(x) # 0. Also mufs n > 1 sein. O
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Satz 3.3.15. Sei f € K[X] irreduzibel. Das Polynom f ist genau dann separabel, wenn f' # 0 ist.

Beweis. Das Polynom f ist nicht separabel genau dann, wenn es in einem Oberkorper mehrere Nullstellen
hat. Das gilt genau dann, wenn g € K[X]\K existiert so daf g‘ f und g’ f'. Da f irreduzibel ist, gilt das
genau dann, wenn f’f’7 also f' = 0. O

Satz 3.3.16. Sei char(K) = 0.
(a) Fir f € K[X] gilt f' =0 genau dann, wenn f € K.
(b) Der Kérper K ist vollkommen, dh. jedes irreduzible Polynom in K[X] ist separabel.

Beweis. Zu (a): Sei f = > o X%, f = Y «iX" ! Es gilt f/ = 0 genau dann, wenn fiir alle
1 <i < nie; =0, genau dann, wenn f = qp € K.

Zu (b): Sei f € K[X] irreduzibel. Dann ist f € K[X]|\K und nach (a) ist f’ # 0. Nach dem vorherigen
Satz ist f dann separabel. O

Sei p eine Primzahl, R ein kommutativer Ring mit p. R = 0. Die Abbildung
c:R— R,x— 2P

ist ein Ringhomomorphismus, denn wegen p| (f) fir1<i<p—1gilt

p
<x+y)”=Z<’Z) Py =al P

=0

Ferner gilt
(xy)? = 2PyP und 17 = 1.

Die Abbildung o heift Frobeniushomomorphismus. Man setzt RP = im(o).
Satz 3.3.17. Sei char(K) = p, wobei p eine Primzahl ist.
(a) Fir f € K[X] gilt f' =0 genau dann, wenn f € K[XP].
(b) FEin irreduzibles Polynom f € K[X] ist genau dann separabel, wenn f ¢ K[XP].
(¢) Der Kérper K ist genau dann vollkommen, wenn K = K?, dh. wenn o surjektiv ist.

Beweis. Zu (a): Sei f = Y1 ja; X%, f = > a;iX""!. Die Ableitung f’ = 0 genau dann, wenn fiir
alle 1 < i < nmit ptigilt o; = 0. Man sieht leicht, das f dann genau die Form f = > . ;X" hat, dh.
f € K[XP].

Zu (b): Wir wissen bereits, dafs f genau dann separabel ist, wennf’ # 0. Und nach (a) ist dies genau
dann der Fall, wenn f nicht in K[X?] enthalten ist.

Zu (c): Zum Beweis von (c¢) brauchen wir folgendes Lemma.

pli

Lemma 3.3.18. Sei char(K) = p und o € K. Das Polynom f = XP — « ist genau dann irreduzibel in
KI[X], wenn es in K keine Nullstellen hat.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, daf f in K eine Nullstelle z hat. Dann ist a« = 2P und es gilt
f=XP—a=XP—oP = (X —a)P.

Damit ist f reduzibel.

Habe andererseits f keine Nullstelle in K. Es gibt eine endliche Erweiterung K C L und = € L\ K mit
f(z) = 0. Dann ist & = 2P und f = (X — x)P. Angenommen es gibt g,h € K[X], so daf f = gh. Ohne
Einschrankung kann man annehmen, daf g und h normiert sind. Dann existieren a,b € N, mit a +b =p
und g = (X — 2)° sowie h = (X — x)b. Es folgt, dass 2%, 2° € K. Wegen 1 < a < p sind a und p relativ
prim und es gibt u,v € Z mit au + pv = 1. Es folgt x = z*’2P* € K, was ein Widerspruch zur Annahme
ist. O
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Weiter im Beweis von Satz (c): Sei zunéchst K vollkommen, o € K und f = X? — . Da
/' = 0 und K vollkommen ist, ist f reduzibel. Nach dem Lemma hat dann f in K eine Nullstelle z. Es
folgt @« = 2P € K?, dh. « ist im Bild von ¢ enthalten, und K = KP.

Sei andererseits K = KP. Angenommen es gibt ein irreduzibles nicht separabels Polynom f € K[X].
Dann ist f € K[X?], etwa f = > i ; XP". Fiir 0 < i < n gibt es nach Voraussetzung 3; € K mit

BY = ;. Es folgt
n n p
f=2 BXT = (Z @Xﬁ') ,
i=0

=0

unmoglich wegen der Irreduzibilitit von f. Also ist jedes irreduzible Polynom in K|[X] separabel. O

Beispiele* 3.3.19. Welche der folgenden Korpererweiterungen sind normal, separabel, beides, keines
davon?

(a) C/R.

(b) C/Q.

(c) Sei f=X3—1¢€ Q[X], « eine Nullstelle von f. Q(a)/ Q.

(d) Sei f = X*—3 ¢ Q[X], a eine Nullstelle von f. Q(a)/ Q.

(e) Sei f = X3 —1 € F5[X], a eine Nullstelle von f. F5(«)/Fs.

(f) Sei f = X3 —t € Fa(t)[X], a eine Nullstelle von f. Fa(t)(cr)/ Fa(t).
(g) Sei f = X2 —t € Fy(t)[X], a eine Nullstelle von f. Fa(t)(cr)/ Fa(t).
(h) Sei f = X6 —t € Fa(t)[X], @ eine Nullstelle von f. Fa(t)()/ Fa(t).

3.4 Endliche Korper

Ist p eine Primzahl, dann setzt man [, = Z /p Z. Der Frobeniushomomorphismus o : F,, — F,, ist injektiv,
also bijektiv. Insbesondere ist IF,, ein vollkommener Korper.

Satz 3.4.1 (Moore, 1893). (a) Seien p € N eine Primzahl, n € N, und Fpn ein Zerfillungskérper des
Polynoms f = X" — X € F,[X]. Der Korper Fpn besteht genau aus den Nullstellen des Polynoms
f und hat p™ Elemente.

(b) Ist K ein endlicher Korper, so gibt es n € N und eine Primzahl p € N mit K = Fpn.

Beweis. Zu (a): Es gilt f' = p"XP"~! —1 = —1, also hat f in Fp» nur einfache Nullstellen. Die Menge
L:{xEFPn |a:pn :x}z{xern | o™ (z) =z}

ist ein Unterkdrper von F,n, der alle Nullstellen von f und F, enthélt. Also ist L = Fyn und |Fpn | = p™.
Sei K endlicher Korper. Dann ist char(K) = p eine Primzahl, der Primkérper K von K ist isomorph zu
F,, und mit n = [K : K] gilt |K| = p". Wir zeigen X?" — X = [ex (X —2) in K[X]:

Wir wissen, daf K* zyklisch von der Ordnung p” — 1 ist. Es folgt X?"~! —1 = [[.cx- (X — ), denn die
X — z sind paarweise teilerfremde Teiler von X?"~! — 1. Es folgt X?" — X = [Lexg(X —2).

Diese Gleichung zeigt, daf K Zerfallungskorper des Polynoms X?" — X iiber K ist. Wegen der Eindeu-
tigkeit von Zerfallungskdérpern bis auf Isomorphie folgt K = [Fpn. O

Bemerkung® 3.4.2. Im obigen Satz wurde zwar gezeigt, daff jeder endliche Korper zu einem Kérper F»
isomorph ist, jedoch gibt es auch andere Darstellungen eindlicher Korper und der Isomorphismus ist in
der Regel nicht eindeutig.

Beispiel* 3.4.3. Hier betrachten wir verschiedene Darstellungen von Kérpern der Ordnung 9. Man ent-
scheide fiir die Beispiele

(a) L=2/09),
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(b) L=2[V2)/(3),

ob L ein Korper ist, und finde gegebenenfalls ein irreduzibles, normiertes Polynom 7(X) € F3[X] und
einen Isomorphismus

L = F3[X]/(n(X)).

Folgerung 3.4.4. Sei K endlicher Kérper, K = Fpn.
(a) Der Korper K ist perfekt.

(b) Es gilt Aut(K) = Gal(K/Ky) = (o), und diese Gruppe hat Ordnung n. Dabei ist o der Forbenius-
homomorphismus von K.

Beweis. Zu (a): Der Frobeniushomomorphismus ¢ : K — K,z +— zP ist Ringhomomorphismus, also
injektiv, und somit auch bijektiv.

Zu (b): Die Erweiterung K/Kj ist nach dem Satz normal. Da K| perfekt ist, sind die Minimalpolynome
aller Elemente von K separabel, also ist K/Kj separabel. Es gilt dann

| Gal(K/Ky)| = [K : Ko] = n.

Sicher ist o in Gal(K/Kj) enthalten. Fiir alle z € K gilt 0™ (x) = 2P = z, also ist 0" = idg. Gilt ¢! = idg
fiir [ € N, dann gilt fiir alle 7 € K: 2 = o'(2) = a?'. Es folgt p" < p' und n < L. Also ist ord(c) = n und
Gal(K/Ky) = (o). O

Satz 3.4.5. Sei K = F,» ein endlicher Kérper, und K C L eine endliche Kérpererweiterung vom Grad
m. Dann ist L isomorph zum endlichen Korper Fpmn, die Erweiterung L/K ist normal und separabel, die
Galoisgruppe ist Gal(L/K) = (o™) und diese Gruppe hat Ordnung m.

Beweis. Da L endlicher Koérper mit p"™ Elementen ist, ist L isomorph zu F,»m. Da L Zerfallungskdérper
von XP"" — X iiber Ky ist, ist L auch Zerfillungskorper dieses Polynoms iiber K. Also ist L/K normal.
Wie vorher sieht man, dall L/K separabel ist. Es folgt

|Gal(L/K)| = [L : K] = m.

Nach der Folgerung ist Gal(L/Ky) = (o) und diese Gruppe hat Ordnung nm. Fir 1 < I < nm gilt
o! € Gal(L/K) genau dann, wenn o'l| = idg. Dies gilt genau dann, wenn n|l7 denn a’K hat Ordnung n.
Es folgt Gal(L/K) = (o™).

K

Beispiel 3.4.6 (Beispiel eines nichtperfekten Korpers). Sei p ein Primzahl und K = F,(X). Es gilt
K? C K, denn K? =F,(X?) und X € K\K?. (Vergleiche m)
Beispiel* 3.4.7. Es seien p und ¢ Primzahlen. Warum zerféllt das Polynom

f=Xxr"_X

iiber dem Korper F, mit p Elementen in p verschiedene Faktoren vom Grad 1 und qu*p verschiedene
irreduzible Faktoren vom Grad ¢?

Beispiel* 3.4.8. Sei F ein eindlicher Korper. Dann ist die multiplikative Gruppe F™* zyklisch.

3.5 Galoiserweiterungen

3.5.1 Definition

Definition 3.5.1. Eine Korpererweiterung K C L heifit Galois’sch oder Galoiserweiterung, wenn L/K
normal und separabel ist.

Satz 3.5.2. Fiir eine endliche Erweiterung K C L sind dquivalent:

(a) Die Erweiterung L/ K ist Galois’sch.
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(b) Der Kérper L ist Zerfallungskorper eines separabeln Polynoms in K[X].
(¢) Der Kérper L ist Zerfdllungskorper eines irreduziblen, separabeln Polynoms in K[X].

Beweis. [(a) = (c)] Es gibt € L mit L = K(z). Sei f € K[X] das Minimalpolynom von z. Dann ist f
irreduzibel und separabel und L ist Zerfallungskorper von f.

[(c) = (b)] Das ist klar.

[(b) = (a)] Gilt (b), so ist L/K normal. Da L durch Adjunktion endlich vieler separabelr Elemente aus
K entsteht, ist L/K separabel. O

3.5.2 Der Zugang nach Dedekind und Artin
Fiir einen Korper L und eine Untergruppe G C Aut(L) sei

Fix;(G) =Fix(G) = {z € L | Vo €G:o(x)=z}.

Dies ist ein Unterkoérper von L, er heifst Fixkorper von G in L. Fiir einen Unterkérper K C L gilt
K C Fix(G) genau dann, wenn G C Gal(L/K). Ein Hauptergebnis des Abschnitts ist folgender Satz.

Satz 3.5.3 (Artin). Sei L ein Korper, G C Aut(L) eine Untergruppe und K = Fixy(G). Die Erweiterung
L/K ist genau dann endlich, wenn G endlich ist. Gelten diese Aussagen, dann ist G = Gal(L/K) und
|G| =[L: K].

Es folgen einige Vorbemerkungen zum Beweis.

Definition 3.5.4. Seien I' eine Gruppe und L ein Koérper. Ein Gruppenhomomorphismus ¢ : I' — L*
heift Charakter von I' in L. Die Menge aller Charaktere von I' in L bezeichnen wir mit Gr(T", L*). Sie ist
Teilmenge des L-Vektorraums L' aller Abbildungen f : I' — L; dabei sei (I.f)(x) = f(x) fiir [ € L und
zel.

Lemma 3.5.5 (Dedekind). Die Menge Gr(T', L*) ist linear unabhingige Teilmenge des L-Vektorraums
LY, dh. jede endliche Teilmenge von Gr(I'; L*) ist linear unabhingig.

Beweis. Wir nehmen an, das sei falsch. Dann gibt es eine kleinste Zahl, n € N mit folgenden Eigenschaften:
Es gibt paarweise verschiedene i, ...,&, € Gr(I',L*) und Iy,...,l, € L* mit > ;" ;§; = 0. Dann ist
n > 1, denn aus [1&; = 0 folgt

0=0&01)=h.1=1,
unmoglich. Da &1 # &g, gibt es z € T’ mit & (z) # &, (x). Fir y € T gilt damit: ist Y., ;& (y) = 0, dann
ist

Z Li&i(@)&(y) = 0
i=1

D_LG@EW) = Y L&lw-y) =0,

also 377, li(&1(2) — &i(2))&(y) = 0. Es folgt
> ller(x) = &i(x))aly) = 0

mit 11 (&1(x) — &n(z)) # 0. Widerspruch zur Minimalitét von n. O
Folgerung 3.5.6. Seien K C L C M Kdérpererweiterungen.

(a) Die Menge Algy (L, M) ist linear unabhingige Teilmenge des M -Vektorraums Hompg (L, M'). Dabei
sei (w.f)(1) = pf(l) fir we M, f € Homg (L, M), l € L.

(b) Ist L/K endlich, so gilt
| Algge (L, M)| < [L s K.

Insbesondere gilt
|Gal(L/K)| < [L: K].
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Beweis. Zu (a): Seien o1,...,0, € Algy (L, M) paarweise verschieden, i1, ..., f, € M mit > 1" | pio; =
0. Da die 0; injektiv sind, gilt o;|,, € Gr(L*, M*) fiir alle 1 < i < n, und die Charaktere sind paarweise
verschieden. Da Y7 | p;o; . =0 folgt g = -+ = p,, = 0 aus Lemma

Zu (b): Sei L/ K endlich. Nach (a) geniigt es zu zeigen, daf dimp; Homg (L, M) = [L : K] ist. Seily, ... 1,
eine K-Basis von L, sei A1, ..., A\, € Homg (L, K) die dazu duale Basis, dh. A;(l;) = §;; firalle1 <i¢,5 <n
Dann ist Aq,..., A, auch M-Basis von Homg (L, M): Wenn Z?zl wiNi =0 mit pq, ..., pu, € M, dann gilt

fiir alle j,
O_Z:U/z % _ij

dh. die \; sind linear unabhéngig. Ferner gilt

fiir alle 0 € Homg (L, M), dh. die A; sind eine Basis. O

Proposition 3.5.7. Sei L ein Korper, G eine endliche Untergruppe von Aut(L) und K = Fix(G). Dann
ist die Abbildung
T=Tg:L—Kaz—» o
oceq
surjektiv und K-linear. Sie heifst Spur von L/K zu G.

Beweis. Fir x € L und 7 € G gilt
T (z) = Z To(z) = Z o(xz) =T(x).
oeG oeG

Also gilt T'(z) € Fix(G) = K fiir alle z € L, dh. T ist wohldefiniert. Da alle 0 € G K-linear sind, ist T K-
linear. Da G nach Folgerung linear unabhéngige Teilmenge von Hompg (L, L) ist, ist T'= Y 0 # 0,
also ist T" surjektiv. 0

Lemma 3.5.8. Es seien L ein Korper, G eine endliche Untergruppe von Aut(L) und K = Fix(G). Dann
gilt [L: K] = |G| und G = Gal(L/K).

Beweis. Sei G = {o1,...,0,} mit 0; # o, fiir i # j. Wir zeigen zunéchst [L : K] < n. Dazu zeigen wir,
dafs jede Familie [, ... lm in L mit m > n in K linear abhéngig ist. Wir betrachten die Matrix

A= (Ufl(lj))lgign,lgjgm er™m

<
1

A : =0,
Ym
dh. fiiralle 1 <i < n, 3372, 0y 7 1(1;)y; = 0, oder nach Anwendung von o;: > e ljoi(y;) = 0. Wir erhalten
eine Linearkombination ) ;- , Z;’;l Lioi(y;) = 2200, [T (y;) = 0, mit ¢(y,) = t(1) # 0. Also ist die Familie

li,...,l;, linear abhéngig.
Es gilt G C Gal(L/K), also haben wir

Wegen m > n gibt es 0 # (z;) € L™! mit

Man kann annehmen, daf x, = 1 ist fiir ein 1
(i) = I (z;). Es folgt

r < m. Nach Proposition gibt es [ € L mit T'(l) # 0. Sei

L K] <n =G| < |Gal(L/K)| < [L: K],
wobei die letzte Ungleichung nach Folgerung [3.5.6| gilt. Es folgt |G| = [L : K] und G = Gal(L/K). O
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Folgerung 3.5.9. Sei L ein Korper, G eine endliche Untergruppe von Aut(L) und K = Fix(G).
(a) Fir jede Korpererweiterung j : L — L' ist die Abbildung
G — Algi (L, L"),0— joo
bijektiv.
(b) Die Erweiterung L/K ist Galois’sch und endlich.

Beweis. Zu (a): Die Injektivitiit der Abbildung ist klar. Nach Lemma[3.5.8]ist /K endlich. Nach Folge-
rung gilt dann | Alg, (L, L)| < [L : K]. Es folgt mit Lemma [3.5.8

Gl < [Algg (L, L) < [L: K] = |G].

Also ist die Abbildung auch surjektiv.
Zu (b): Nach Lemma ist [L : K] endlich. Fiir jeden Oberkérper L C L’ und alle 7 € Algy (L, L")
gilt 7(L) = L. Also ist L/K normal. Da

|Gal(L/K)| = |G| = [L : K]
ist, ist L/ K separabel. O

Beweis des Satzes von Artin. Sei L/K endlich. Es gilt G C Gal(L/K), also |G| < |Gal(L/K)| < [L : K]
nach Folgerung Also ist G endlich. Sei umgekehrt G endlich. Nach Lemma ist dann [L : K]
endlich und es gilt G = Gal(L/K) und |G| = [L : K]. O

Satz 3.5.10. Fir eine Kdrpererweiterung K C L sind dquivalent:
(a) Die Erweiterung L/ K ist endlich und Galois’sch.
(b) Es gibt eine endliche Untergruppe G von Aut(L) mit K = Fix(G).
(¢) Die Erweiterung L/K ist endlich und K = Fix(Gal(L/K)).
(d) Die Erweiterung L/ K ist endlich und |Gal(L/K)| = [L : K].

Beweis. [(a) = (d)] Ist L/K endlich, normal und separabel, dann ist nach Abschnitt |Gal(L/K)| =
[L: K].

[(d) = (c)] Sei E = Fix(Gal(L/K)). Es gilt K C E. Nach dem Satz von Artin ist [L : E] =
| Gal(L/K)|. Aus (d) folgt [L: E]=[L: K|=[L:E]-[E:K|,also [E: K|]=1und F = K.

[(c) = (b)] Nach Folgerung ist |Gal(L/K)| < [L : K]. Also ist G = Gal(L/K) endlich und
K = Fix(G).

[(b) = (a)] Nach dem Satz(3.5.3|von Artin ist G = Gal(L/K) und |G| = [L : K]. Ebenfalls nach Folgerung
ist L/K Galois’sch. O

3.5.3 Erste Beispiele

Beispiel 3.5.11. Endliche Erweiterungen von endlichen Koérpern sind Galois’sch.

Beispiel 3.5.12. Sei d € Z\{0,1} quadratfrei. Der Korper Q(v/d) C C ist Zerfillungskorper des irre-
duziblen, separabeln Polynoms X2 — d € Q[X], also ist Q(v/d)/ Q Galoiserweiterung vom Grad 2. Eine
Q-Basis von Q(v/d)/ ist {1,v/d}. Die Abbildung

o:Q(Vd) = Q(Wd),a+pVd— a—pVd

ist Automorphismus der Ordnung 2 mit a’ 0= idg. Es folgt

Cal(Q(Vd)/ Q) = (o).

Ist K C C eine quadratische Erweiterung von @, dh. mit [K : Q] = 2, so gibt es genau eine quadratfreie
Zahl d € Z\{0,1} mit K = Q(v/d).
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Beweis dazu. Sei x € K\Q, sei f = X%+ aX + 8 € Q[X] das Minimalpolynom von x. Es gilt f =
(X+9)2+8- %2_ Fiir y = 2 + § gilt K = Q(y) und das Minimalpolynom von y ist g = X? — ~ mit
v = %2 — f3. Es folgt y = £,/7. Es gibt u,v € N und eine quadratfreie Zahl d € Z\{0,1} mit v = %. Es
folgt K = Q(+v/d). Die Eindeutigkeit ist leicht zu sehen. O

Beispiel 3.5.13. Jede quadratische Erweiterung K C L ist normal. Denn fiir € L\K gilt L = K(x).
Ist f = X? +aX + 8 € K[X] das Minimalpolynom von x, dann f = X?+aX + 38— 22 —az — 3 =
(X —2)(X + 2+ «). Also ist L/K Zerfallungskorper von f. Insbesondere ist jede separabel quadratische
Erweiterung K C L Galoiserweiterung.

Beispiel 3.5.14. Das Polynom f = X3 — 2 € Q[X] ist irreduzibel und separabel. Der Kérper K =
Q(V2,w) mit w = $(—1+ /=3) ist Zerfdllungskérper von f. Also ist K/Q Galois’sch. Wir wissen, daf
Gal(K/ Q) = &3 ist.

3.5.4 Der Hauptsatz der Galoistheorie

Hauptsatz der Galoistheorie 3.5.15. Sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit G = Gal(L/K),
sei K die Menge aller Zwischenkérper zwischen K und L, 4 die Menge aller Untergruppen von G. Dann
gilt:

(a) Die Abbildungen

H =9, Er— Gal(L/E)
Y — % Hw— Fixy(H)

sind zueinander invers und antiton. Das heifit, sie sind antiton (monoton und ordnungsumkehrend),
und fir alle E € % gilt E = Fixy (Gal(L/E)), und fiir alle H € 4 gilt H = Gal(L/Fixy(H)).

(b) Fir E € % ist L/E Galois’sch und es gilt
[L:E] = |Gal(L/E)|
[F:K] = [G:Gal(L/E)].
Fir E € ¢, H= Gal(L/E) sind dquivalent:

(i) Die Erweiterung E/K ist Galois’sch.
(i) Fir alle o € G ist o(E) = E.
(iii) Die Gruppe H ist ein Normalteiler von G.

Gilt eine der Aussagen (i)-(iii), dann ist die Abbildung
G — Gal(E/K),o — 0'|E
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern H. Dann ist
G/H — Gal(E/K),0H v o,
Isomorphismus.

Beweis. Zu (b): Sei E € J#. Die Erweiterung L/E ist endlich, normal und separabel, also ist L/E
endliche Galoiserweiterung. Dann gilt [L : E] = |Gal(L/E)|. Aus

(G : Gal(L/B)] - |Gal(L/E)| = |G| = [L : K] = [L : E] - [E : K]

folgt [G : Gal(L/E)] = [F : K].

Zu (a): Beide Abbildungen sind wohldefiniert. Sie sind antiton, denn aus Fy; C Ey folgt Gal(L/Es) C
Gal(L/Ey) und aus Hy C Hj folgt Fixy(Hz2) C Fixy(Hy). Weiterhin gilt fiir H € 4 und F = Fixy(H)
nach dem Satz von Artin, dak Gal(L/E) = H. Andererseits ist fiir £ € J# die Erweiterung L/E
nach (b) Galois’sch und nach dem Charakterisierungssatz [3.5.2) gilt E = Fixy,(Gal(L/E)).

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fir Mathematik



Veronika Ertl Algebra Seite 101 von m

Zu (c): [(i) = (ii)] Sei E/K Galois’sch. Da E/K normal ist, gilt o(F) = F fiir alle ¢ € G.
[(ii) = (iii)] Nach (i) ist dic Abbildung G — Gal(E/K), o — o/, wohldefiniert. Sie ist offenbar ein
Homomorphismus. Fir o € G gilt U’E = idg genau dann, wenn o € Gal(L/E) = H. Also ist H der Kern

dieses Homomorphismus und damit ein Normalteiler.
[(iii) = (ii)] Firo € G, 7 € H, z € E gilt:

ro(r) = oo 'ro(z) = o(x),

dao~l70 € H. Also o(x) € Fix,(H) = E. Es folgt o(E) = F fiir alle 0 € G.
[(ii) = (i)] Nach (ii) ist G|, C Gal(E/K). Wegen Fix.(G) = K gilt Fixg(G|,) = K. Nach dem
Charakterisierungssatz [3.5.2] ist also E/K Galois’sch.
Beweis des Zusatzes Die Abbildung G — Gal(E/K), o — 0|  ist Gruppenhomomorphismus mit Kern
H. Also

(G:H]<|Gal(E/K)|=[FE:K]=[G: H]

Somit ist die Abbildung surjektiv. O

Folgerung 3.5.16. Sei K C L endliche Galoiserweiterung, sei E € J# . Die Abbildung
Gal(L/K) — Algg (E,L),0 — O’|E
ist surjektiv.

Beweis. Fir 0,7 € Gal(L/K) ist O’|E = 7'|E genau dann, wenn 7'_10|E = idg. Dies gilt genau dann, wenn
77l € Gal(L/E) = H, das heift cH = 7H. Es folgt

[G:H] =|G|,| <|Algy(E,L)| = [E: K] =[G: H],
also ist die Abbildung surjektiv. (Anders mit dem Fortsetzungssatz ) O

Folgerung 3.5.17. Sei K C L endliche Galoiserweiterung Fir E,E' € # und o € Gal(L/K) sind
aquivalent:

(a) E' =o(E),
(b) Gal(L/E') = o0 Gal(L/E)o~!.

Beweis. [(a) = (b)] Sei E' = ¢(E). Fir 7 € Gal(L/K) ist 7 € Gal(L/E’) genau dann, wenn fiir alle
x € E gilt To(z) = o(x). Dies ist genau dann richtig, wenn fiir alle x € E 0~ 170(z) = z, dh. genau dann,
wenn 0170 € Gal(L/E), in anderen Worten, wenn 7 € o Gal(L/E)o ™.

[(b) = (a)] Wie oben gilt Gal(L/o(E)) = o Gal(L/E)o~!. Nach Voraussetzung (b) gilt Gal(L/o(E)) =
Gal(L/E'"). Hieraus folgt E' = o(E). O

Beispiel 3.5.18 (Endliche Kérper). Sei K = F,» und K C L endliche Erweiterung vom Grad m. Die
Korper zwischen K und L sind genau die [F,na mit d € N, d’m.

Beweis. Die Erweiterung L/K ist Galois’sch mit Galoisgruppe Gal(L/K) = (¢™), wobei ¢ der Frobeni-
ushomomorphismus von L ist. Die Korper zwischen K und L sind genau die Fixkdrper Fixy, ((¢"%)) mit
d €N, dlm.Ist m = dd’, E = Fixy((c"?)), dann gilt

B K] = [(0") : (") = 2 = d.

Es folgt E = Fpna. O
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Beispiel 3.5.19. Sei K = Q(V/2,w) der Zerfillungskorper von X3 —2 € Q[X] mit w = 3(—1++/=3). Es
gilt Gal(K/ Q) = &3. Die Korper zwischen Q und K sind

Die Unterkorper vom Grad 3 sind die Fixkorper der drei Untergruppen der Ordnung 2 von Gal(K/ Q), der
Unterkorper vom Grad 2 ist der Fixkorper von As. Die Korper vom Grad 3 sind zueinander konjugiert.
Nur K und Q(w) sind Galois’sch iiber Q.

Satz 3.5.20. Sei K C L endliche Galoiserweiterung mit G = Gal(L/K). Wie im Hauptsatz seien & und
& definiert.

(a) Sei E € & und x € E ein primitives Element Gber K. Ist H = Gal(L/E) und o1,...,0m eine
Linkstransversale von H in G. Dann ist [[;~,(X — o;(z)) das Minimalpolynom von x iber K. Ist
insbesondere x ein primitives Element von L diber K, dann ist [[,.(X —o(z)) das Minimalpolynom
von x Uber K.

(b) Sei L = K(x), He€ 9, E = Fixp(H) und g = [[,cuy(X —o(z)) = S Xt. Dann gilt E =
K(ao, ceey Oétfl).
Beweis. Zu (a): Da E/K separabel ist, gibt es # € F mit E = K(x). Sei G = |J[*, 0;H, wobei m =
G : H] = [E: K];sei f=][i~,(X —0;(z)). Das Polynom f liegt in K[X]: Fiir 0 € G ist o01,...,00p,
ebenfalls eine Linkstransversale von H in G. Also gibt es 7 € &,, mit 0o H = o) H, fiir 1 <i < m. Es
folgt 0oi(x) = or(y(x), 1 <i < m, also

m

7f = I(X —ooia) = [J(X —ou(a)) = .
i=1

i=1

Da dies fiir alle o € G gilt, folgt f € K[X]. Offenbar ist f das Minimalpolynom von z iiber K.

Zu (b): Die Erweiterung L/E ist Galois’sch mit H = Gal(L/FE). Nach (a) ist g = [[, (X — o(z))
das Minimalpolynom von zx iiber E. Die Behauptung folgt nur aus dem nachfolgenden Lemma. O

Lemma 3.5.21. Sei K C L = K(z) eine endliche und einfache Erweiterung, sei K C E C L ein
Zwischenkérper und g = Z§=o a; X" das Minimalpolynom von x diber E. Dann gilt E = K (ag, ..., o_1).

Beweis. Sei E' = K(ag,...,at—1). Dann gilt E/ C E und g € E’[X]. Das Polynom g ist normiert und
irreduzibel auch iiber E’, also ist g das Minimalpolynom von z auch iiber E’. Da L = E(z) = E'(z) ist,
gilt

[L:E)=deg(g)=[L:E]=[L:E|E:F]
Es folgt [E: E']=1und E = FE'. O
Beispiel* 3.5.22. Man zeige, daf das Polynom f = X* — X2 — 1 € Q[X] irreduzibel ist und bestimme
einen Zerfallungskorper L, sowie alle Zwischenkdérper Q C F C L.

Beispiel* 3.5.23. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung. Man zeige, dak fiir a € L folgende Aussagen
Aquivalent sind:

(a) Esgilt L = K(«).
(b) Fiir alle g € Gal(L/K) mit g # id gilt g(a) # a.
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3.5.5 Komposita als Galoiserweiterungen

Sei K C L Korpererweiterung, seien F, F' Zwischenkorper zwischen K und L. Man setzt
EF=E(F)=F(F)=K(EUF)
und nennt FF das Kompositum von F und F'.

Satz 3.5.24. Sei K C L Kérpererweiterung, seien E, E', F Korper zwischen K und L mit E C E'. Wenn
E'/E eine endliche Galoiserweiterung ist, dann ist auch E'F/EF eine endliche Galoiserweiterung und
die Abbildung

¢:Gal(E'F/EF) — Gal(E'/E),0 — o

El
ist ein injektiver Gruppenhomorphismus.

Beweis. Ist E' Zerfallungskorper eines separabeln Polynoms f iiber F, dann ist E'F Zerfallungskérper von
f iiber EF, also istE’F/EF endlich und Galois’sch. Die Abbildung ¢ : Gal(E'F/EF) — Gal(E'/E), o —

ol ., ist wohldefiniert, da E’/FE normal ist, und offenbar ist ¢ Homomorphismus. Ist p(o) = idg, so gilt

E/

ol|,., =idg/, aukerdem O’|F =idp. Es folgt 0 = idgp. Damit ist ¢ injektiv. O

E/

Satz 3.5.25. Sei K C L Korpererweiterung, seien E, F Kérper zwischen K und L, so dafi E/K und
F/K endliche Galoiserweiterungen sind.

(a) Die Erweiterung EF/K ist endliche Galoiserweiterung und die Abbildung
¢ : Gal(EF/E) = Gal(F/ENF),0 o,
ist ein Gruppenisomorphismus.

(b) Die Abbildung
¢ : Gal(EF/K) — Gal(E/K) x Gal(F/K),0 — (o] ;. 0] .),

ist injektiver Homomorphismus. Wenn ENF = K ist, dann ist ¥ auch surjektiv.

Beweis. Zu (a): Ist E beziehungsweise F' Zerfallungskorper des separabeln Polynoms f € K[X], be-
ziehungsweise g € K[X], dann ist EF Zerfallungskorper des separabeln Polynoms fg. Also ist EF/K
endliche Galoiserweiterung. Offenbar ist EF/F und F/E N F endliche Galoiserweiterung. Die Abbildung
¢:Gal(EF/E) — Gal(F/ENF),0 — cr|F ist wohldefiniert, da o(F) = F und O'|EﬂF = idgnp. Offenbar
ist ¢ Homomorphismus. Ist (o) = idp, so gilt o] p = idp. Nach Voraussetzung gilt ol p = idg, also ist
o = idgp. Somit ist ¢ injektiv. Um zu zeigen, daf ¢ surjektiv ist, sei H = im(y). Es gilt Fixp(H) = ENF,
denn fiir € F ist € Fixp(H) genau dann, wenn fiir alle 0 € Gal(E/F) gilt o(x) = x. Dies ist genau
dann, wenn € ENF. Da F/E N F Galois’sch ist, folgt Gal(F'/E N F) = Gal(F/Fixp(H)) = H. Damit
ist ¢ auch surjektiv.

Zu (b): Offenbar ist 1) ein Homomorphismus und injektiv. Sei nun ENF = K, und seien o € Gal(E/K),
7 € Gal(F/K). Nach (a) gibt es 0 € Gal(EF/F) mit 5|, = 0. Ebenso 7 € Gal(EF/E) mit 7|, = .
Dann gilt 7,7 € Gal(EF/K) und damit 67 € Gal(EF/K). Es gilt 67|, = 7|, und 67|, = 7|, = 7. Also
gilt ¥(o7) = (o, 7). Folglich ist ¢ surjektiv. O

Beispiel* 3.5.26. Sei K = Q und L = Q(+/2,v/3). Man bestimme ein primitives Element der Erweiterung
L/K, dh. @« € L mit L = K(«). Anschliefend berechne man die Minimalpolynome von « {iber allen
Zwischenkoérpern K C M C L.

3.6 Zerfallungskorper von X" —a

3.6.1 Einheitswurzeln

Definition 3.6.1. Sei K ein Korper, n € N. Das Element £ € K heilst n-te Einheitswurzel, wenn £" = 1.
Die Menge aller n-ten Einheitswurzeln in K bezeichnet man mit u,, (K).

Proposition 3.6.2. Sei K ein Korper, n € N.

(a) Die Menge u,(K) ist eine zyklische Untergruppe von K*, deren Ordnung n teilt.
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(b) Sei L Zerfallungskorper von X™ —1 € K[X].

(i) Ist p,(L) = (C), dann ist L = K(¢).

(i) Teilt die Charakteristik von K nicht n, so hat p, (L) Ordnung n. Ist char(K) = p eine Primzahl
mit pln, und ist n = p*m mit k € N und p { m, dann gilt p,(L) = pm(L). Insbesondere hat
tn(L) Ordnung m. Insbesondere hat p1,(L) genau dann Ordnung n, wenn char(L) { n.

Beweis. Zu (a): Es ist klar, daf p,,(K) Untergruppe von K* ist, und héchstens n Elemente hat. Also ist
fin (K) zyKlisch, etwa p1, (K) = (). Da (" = 1 ist, gilt also ord(¢)|n.

Zu (b i): Das ist klar.

Zu (b ii): Es gelte char(K) { n. Dann ist die Ableitung von (X™ — 1) gleich (X" — 1)) = nX""1, also
ungleich null und X™ — 1 und n X"~ ! sind teilerfremd. Also hat X™ — 1 in L n verschiedene Nullstellen.
Also hat p, (L) Ordnung n. Sei char(K) = p prim und k bzw. m wie angegeben. Dann gilt fiir ¢ € L:
¢"™ =1 genau dann, wenn ("™ — 1)3"1c = 0 genau dann, wenn ™ = 1. Also gilt p,, (L) = pp (L) und i, (L)
hat Ordnung m. O

Definition 3.6.3. Eine n-te Einheitswurzel ¢ € K heifst primitiv, wenn ord({) = n ist, das heift, wenn
pn (K) = (¢) und p,,(K) Ordnung n hat. Dann gibt es ¢(n) primitive n'*® Einheitswurzeln.

Beispiele 3.6.4. (a) Die n'*® Einheitswurzeln in C sind ¢*%", 1 < k < n. Die primitiven sind dabei

diejenigen, fiir die n und k teilerfremd sind.

(b) Sei p Primzahl, n € N. Alle Elemente in Fy,, sind (p™ — 1)*® Einheitswurzeln.

Beispiel* 3.6.5. Sei (3 primitive dritte Einheitswurzel, ¢4 primitive vierte Einheitswurzel. Sei K = Q(v/3).
Man betrachte die Erweiterungen K ((4)/K und K((3)/K und zeige, daff der Schnitt K({3) N K({4) den
Grundkorper K echt enthélt.

Hinweis: (5 = 71% V=3,

3.6.2 Zerfillungskorper von X" —a

Satz 3.6.6. Seien K ein Korper, 0 # a € K, n € N mit char(K) 1 n und L ein Zerfillungskdrper von
X" —a € K[X]. Dann gilt:

(a) Die Erweiterung L/K ist endlich und Galois’sch.

(b) Die Gruppe Gal(L/K) ist isomorph zu einer Untergruppe des semidirekten Produktes Z /nZ X ;(Z /nZ)*,
wobei j : (Z /nZ)* — Aut(Z /nZ) der bekannte Isomorphismus j(T)(y) = Ty fir x € (Z/nZ)*,
y €Z/nZ ist.

Beweis. Zu (a): Das Polynom X" — a und seine formelle Ableitung (X™ — a)) = nX""! # 0 sind
teilerfremd, also hat X™ — a lauter verschiedene Nullstellen in L, also ist es separabel.

Zu (b): Sei b € L mit b™ = a. Wir zeigen, dafi L eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthilt. Seien
Z1,...,T, die Nullstellen von X™ — ¢ in L. Dann ist (%’)n = 1 fiir 1 <4 < n. Also sind die 7,
1 < i < n lauter verschiedene Einheitswurzeln. Dann gibt es in L eine primitive n'® Einheitswurzel
e. Die b,eb,...,e" 'b sind alle Nullstellen von X™ — a und es gilt L = K (be).

Sei 0 € Gal(L/K). Dann gilt
a(b)" =o(b") = o(a) = a.

Also existiert k& € Z mit o(b) = b. Aukerdem gilt
ole)"=o(e") =0(1) = 1.

Da o(g) ebenfalls primitive n*® Einheitswurzel ist, existiert | € Z, I,n teilerfremd mit o(¢) = &'. Wir

definieren:
p:Gal(L/K) = Z InZ x;(Z InZ)*, p(o) = (k,I).
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Beachte, daf k& und ! modulo n eindeutig bestimmt sind, also p wohldefiniert ist. Die Abbildung p ist
dariiberhinaus ein Gruppenhomomorphismus: Sei 7 € Gal(L/K), 7(b) = €*b und 7(¢) = € mit s,t € Z,
so dak t,n teilerfremd sind. Dann

or(b) = (6)0)

or(e) = o) =

Also B ~
plor) = (Is +k,1t) = (k + (1) (3), 1t) = (k,1)(5,
1

Die Abbildung p ist injektiv, denn aus p(o) = (k,1) = (0,1) folgt k = 0 und
o(e) =¢,dh. o =idy. O

Sei proj; beziehungsweise proj, die Projektion von Z /nZ x;(Z /nZ)* auf den ersten beziehungsweise
zweiten Faktor.

Folgerung 3.6.7. Sei K Korper, n € N mit char(K) { n und K™ ein Zerfillungskorper von X" — 1 €
K[X].

(a) Die Erweiterung K™ /K ist Galois’sch.

(b) Die Gruppe Gal(K™ /K) ist isomorph zu einer Untergruppe von (Z /nZ)*. Sie ist also abelsch und
ihre Ordnung teilt p(n).

Beweis. Tm Satz sei a = 1. Fiir 0 € Gal(K™ /K) gilt 1 = o(b) = €* - 1, also k& = 0. Dann ist der
Homomorphismus
projq op : Gal(K(")/K) —(Z /nZ)*

injektiv, denn aus (proj, op)(c) =1 =1 folgt I = 1, und damit p(c) = (0,1) also o = id g (). O

Folgerung 3.6.8. Sei K ein Korper, 0 # a € K, n € N mit char(K) 1 n und L Zerfillungskérper von
X™ —a. Wenn K eine primitive n'® Einheitswurzel € enthdlt, dann gilt:

(a) Die Erweiterung L/K ist Galois’sch.

(b) Die Gruppe Gal(L/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von Z /nZ. Also ist Gal(L/K) zyklisch
und thre Ordnung teilt n.

daf | = 1. Der Homomorphismus proj, op :

Beweis. Fiir o € Gal(L/K) folgt aus ¢ = o(e) = &, B
=1=0,dann ! =0, also o(b) = b, alsoc =id,. O

Gal(L/K) — Z /nZ ist injektiv, denn ist (proj; op)(o)
Wir werden spéter eine wichtige Umkehrung der Folgerung beweisen.
Beispiel* 3.6.9. Es sei (5 eine primitive fiinfte Einheitswurzel des Korpers Q.
(a) Man zeige, dal (5 + (5_1 € Q(¢5) eine Nullstelle des Polynoms X2 4+ X — 1 ist.

(b) Man zeige Gal(Q({5)/ Q) = Z /(4) und folgere daraus, daf es genau einen Zwischenkorper Q C K C
Q(¢s) gibt.

¢) Man bestimme « € Z so, dak K = Q(\/c) gilt. Hinweis: Man zeige dazu, daf (5 + (1 € K
(c) ; g g 5

3.6.3 Kreisteilungspolynome

Proposition 3.6.10. Sei K ein Kirper, n € N mit char(K) { n und K™ ein Zerfillungskorper von
X" —1 € K[X]. Ferner sei P, die Menge aller primitiven n**" Einheitswurzeln in K™ ynd PKn = Pn =

HCeP,L (X - C)
(a) Das Polynom ¢, ist in K[X] enthalten, und deg(¢p,) = p(n).

(b) Das Polynom X™ — 1 zerfillt iber K als X™ —1 = HNad\n Oq.
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Beweis. Zu (a): Es gilt |P,| = ¢(n), also deg ¢, = o(n). Fiir alle o € Gal(K ™ /K) gilt

U¢n = H (X_U(C)) = H (X_C) = On,

¢ep, ¢epP,
denn o(P,) = P,. Also liegen die Koeffizienten von ¢,, in Fix () (Gal(K™ /K)) = K.
Zu (b): Es gilt p,(K™) = Udin pa(K™), also

xt-1= [ &-0=[1IT&x-0=1]I ¢

CEun (K(™) dln CePy Nad|n

Definition 3.6.11. Voraussetzungen und Bezeichnungen wie in der Proposition.
(a) Der Korper K™ heifit Korper der n'*® Einheitswurzeln oder n'*®* Kreisteilungskorper iiber K.
(b) Das Polynom ¢,, heiflt n'** Kreisteilungspolynom.
Fiir m # n € N mit char(K) { n,m sind ¢, und ¢,, teilerfremd.
Beispiele 3.6.12. Sei char(K) = 0. Es ist ¢1 = X — 1. Ist p Primzahl, so ist X? — 1 = ¢1¢,. Also ist

XP—1 -1 -2
o =" =XP 4y XP 24 L X 41

1

Ist auferdem k € N, dann XP* — 1= ¢16 - dpr1¢pr = (XP — 1),. Also

xr 1
X

1

by = = XV X 1= g,

Die ersten zehn Kreisteilungspolynome sind:

¢ o= X-—1

p2 = X+1

$3 = X?4+X+1

oy = X°+1

b5 = X'+ X34+ X24+X+1

b = X’—X+1

b = X+ XS4+ X 4 X34 X2+ X +1
s = X'+1

b = XC4+X341

bo = X+ X34+X2-X+1

Satz 3.6.13 (Gauk). Sein € N.
(a) Das n'¢ Kreisteilungspolynom ¢y, iiber Q liegt in Z[X] und ist irreduzibel in Z[X] und Q[X].

(b) Der Kérper QU der n'*™ Einheitswurzeln ist Galoiserweiterung von Q vom Grad o(n). Ist e € Q™
eine primitive n*¢ Einheitswurzel, dann gilt (@(") = Q(e) und das Minimalpolynom von € tiber Q ist

¢7l .

(¢) Die Abbildung p : Gal(Q™ / Q) — (Z /nZ)* mit p(o) =1, wenn o(e) = &', ist Gruppenisomorphis-
mus.
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Beweis. Zu (a): Wir zeigen, dak ¢, € Z[X] ist. Wir wissen, dab ¢, € Q[X]. Da X" —1 = [];,, ¢4 und
die ¢4 normiert sind, gilt ¢4 € Z[X] fiir alle d|n nach Folgerung [2.6.32(a).

Nun zeigen wir, daf ¢,, irreduzibel ist. Sei ¢ € P, und f € Q[X] das Minimalpolynom von ¢. Dann
gilt f|¢n. Dann gibt es ¢ € Q[X] mit X™ — 1 = f - g, wobei auch g normiert ist, und f,g € Z[X]. Wir
zeigen, daf fiir jede Zahl m € N, so daf m und n teilerfremd sind, gilt f({™) = 0. Dann haben f und
¢ die gleichen Nullstellen, also gilt f = ¢,,. Zuerst zeigen wir: Ist £ € P, mit f(£) = 0, dann gilt auch
f(&P) = 0 fiir jede Primzahl p mit p 4 n. Wir schliefen indirekt und nehmen an, es gebe p prim mit p 1 n,
£ € P, mit f(§) =0 und f(£P) # 0. Dann gilt 0 = (&P)" — 1 = f(&P)g(&P) also g(&P) = 0, dh. & ist
Nullstelle von g(X?). Da f Minimalpolynom von ¢ ist, gibt es h € Q[X] mit g(X?) = f - h. Weiter ist
h normiert und h € Z[X]. Wir betrachten den kanonischen Homomorphismus Z[X] — F,[X], ¢ — @. Sei
g= ZZ:O %X e Z[X], g = ZE:O ZVXP' = G(XP) = fh. Da f und h normiert sind, und f nicht konstant
ist, ist auch g nicht konstant. Also haben f und g einen gemeinsamen nichtkonstanten Faktor. Damit hat
X" —1 = fg in einem Zerfillungskérper eine mehrfache Nullstelle. Da X™ — T und die formale Ableitung
(X" —1) =nX""! # 0 teilerfremd sind, hat man einen Widerspruch.

Um den Beweis abzuschliefen, sei ¢ € P,, mit f({) = 0 und m € N\{1}, so dak m und n teilerfremd sind.
Sei m = p; - -+ p, mit p; prim. Dann folgt f({P') =0, also f({PP2) =0, etc. also f(¢"™) = 0.

Zu (b): Wir wissen, daf Q™ /Q Galois’sch ist mit Q™ = Q(e). Es ist ¢,(¢) = 0, auRerdem ist ¢,
normiert und irreduzibel. Also ist es das Minimalpolynom von ¢. Es folgt [Q™ : Q] = deg(¢n) = ¢(n).
Zu (c): Wir wissen auch, dak p : Gal(Q™ /Q) — (Z /nZ)* injektiv ist. Nach (b) gilt | Gal(Q™ / Q)|
[Q(”) :Q] =p(n) =|Z /nZ"|. Also ist p Isomorphismus.

oo

3.6.4 Verhalten der Kreisteilungspolynome iiber endlichen Ko6rpern

Lemma 3.6.14. Sei K ein Korper, n € N mit char(K) tn und v :Z — K, z — z -1 der kanonische
Homomorphismus. Dann ist ¢, das n'® Kreisteilungspolynom iber K, dh. "¢, = ¢k .

Beweis. Durch Induktion nach n. Ist n =1, so ist ¢y = X — 1, also "¢, = X — 1x = ¢k,1. Sein > 1. In
Z|X] gilt Xm—1= Hd|n ¢a; in K[X] gilt

[[¢xa=x"—1x="x"-1) =[], = (][] ¢x.a)"¢s-

d|n d|n n>d|n
Nach Kiirzen folgt 7¢,, = ¢k n- O

Sei p eine Primzahl, k € N, ¢ = p¥, K = F, der Korper mit ¢ Elementen. Ferner sei n € N mit p { n,
K™ der Zerfillungskorper von X — 1 € K[X] und ¢ € K™ eine primitive n*® Einheitswurzel. Dann ist
K™ = K(e). Wir wissen, daf p : Gal(K™ /K) — Z /nZ* mit p(r) = I, wenn 7(¢) = €', ein injektiver
Homomorphismus ist. Der Kérper K (™ ist ebenfalls endlich, es gilt Gal(K(™ /K) = (¢*), wobei o der
Frobeniushomomorphismus ist.

Satz 3.6.15. Wir behalten die Bezeichnungen von oben bei.
(a) Es gilt p(c*) =G, und im(p) = (§). Damit folgt [K™) : K] = ord(q) = ord,(q).

(b) Das Bild ¢, € F,[X] des n**" Kreisteilungspolynoms ¢,, € Z[X] ist genau dann irreduzibel iber K,
wenn Z /nZ* = (q), dh. wenn ord,(q) = ¢(n).

Beweis. Zu (a): Es gilt o¥(e) = e?" = 7. Also p(c!) = g. Da o* die Gruppe Gal(K™ /K) erzeugt, ist
im(p)) = (q)- _ _

Zu (b): Nach dem Lemma ist ¢, das n'® Kreisteilungspolynom iiber K = F,. Es folgt ¢,(c) = 0.
Damit gilt: ¢,, ist irreduzibel iiber K genau dann, wenn ¢, Minimalpolynom von ¢ ist genau dann, wenn
[K™ . K] = deg(¢,,) = ¢(n), genau dann, wenn ord,(q) = ¢(n). Es folgt, dak ¢, hochstens dann
irreduzibel {iiber K ist, wenn (Z /nZ)* zyklisch ist. Ein Satz von Gauk charakterisiert diese n. O

Beispiele 3.6.16. (a) Sei p = 2, n € N ungerade. Das Polynom ¢,, ist genau dann irreduzibel iiber
Fo, wenn ord,(2) = ¢(n). Dies ist z. B. der Fall fiir ¢1, ¢3, &5, dg, d11, ¢13,... Andererseits ist
¢7 = (X3 + X +1)(X3 + X? + 1) reduzibel iiber Fs.
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(b) Das Polynom ¢g = X* + 1 ist irreduzibel {iber Z und Q, aber reduzibel iiber Fp, fiir eine Primzahl
p, denn Z /8 Z* = {1,3,5,7} ist nicht zyklisch.

Beispiel* 3.6.17. Man berechne fiir K = Q,Fy, F3, Fy3, Fog den Grad der Korpererweiterung [K(™ : K.

3.7 Weitere Resultate iiber Galoiserweiterungen

3.7.1 Die Galoisgruppe von Polynomen vom Grad 3 und 4

Sei K ein Korper, f = f1 -+ f» € K[X] mit paarweise nicht assoziierten, irreduziblen f,..., f.. Sei L ein
Zerfallungskdrper von f iiber K, M ={z € L | f(z) =0}, M; ={z € L | fi(x) =0} fir i =1,...,r. Es
gilt M = J;_, M;. Man nennt G(f) = Gal(L/K) die Galoisgruppe von f. Man hat die Operation

G(f)x M — M, (0,z) — o(x).
Proposition 3.7.1. Unter diesen Voraussetzungen gilt:
(a) Die Bahnen dieser Operationen sind My, ..., M,.

(b) Die Abbildung G(f) — Spr,0 — (v — o(x)) ist injektiver Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Zu (a): In Folgerung|3.2.22| wurde gezeigt, dafl G(f) auf M; transitiv operiert.
Zu (b): Ist o(x) = 7(z) fiir alle z € M, dann gilt 0 = 7. O

Insbesondere ist f genau dann irreduzibel, wenn G(f) auf M transitiv operiert. Sei nun f zusétzlich
separabel, M = {z1,...,2,} mit z; # z; falls ¢ # j. Dann ist L/K Galois’sch, |Gal(L/K)| = |G(f)| =
[L: K]. Wegen &); = &,hat man die Einbettung ¢ : G(f) = &, mit ¢(0)(i) = j falls o(z;) = ;.

Folgerung 3.7.2. Mit diesen Voraussetzungen gilt:
(a) Die Ordnung von G(f) teilt nl.
(b) Ist f irreduzibel, dann teilt n die Ordnung von G(f).
Beweis. Das ist klar. O

Sei G = G(f), G4 = ¢ 1(A,). Dann ist G4 <G, [G: G4] < [S, : A,] = 2. Man setzt
6=0(f) = [[(:i—=;)erL\{0}
i<j

D=D(f) = 6 =] -2

Fiir 0 € G gilt
a(6) = [[(c(@) = o(z)) = [ [(@o0)) — Toor() = (1),
i<y i<y
wobei m die Anzahl der Transversionen von (o) ist. Es folgt o(D) = D fiir alle 0 € G. Also ist D €
Fix(G) = K. Man nennt D die Diskriminante von f.
Proposition 3.7.3. Sei char(K) # 2, f = f1--- fr € K[X] separabel wie oben. Dann gilt:

(a) Der Fizkérper von G4 ist Fix(G1) = K(9§), die Erweiterung K (6)/K ist Galois’sch mit Galoisgruppe
Gal(K(0)/K) 2 G/G1 vom Grad [K(0) : K] < 2.

(b) Genau dann gilt G = G4, wenn D Quadrat eines Elementes von K ist.

Beweis. Zu (a): Fir 0 € G ist (o) € A, also ist 0(§) = . Es folgt K(J) C Fix(G4). Wenn G4 = G
ist, dann ist Fix(G4) = K, also K(§) = K. Ist G4 # G, 0 € G\G4, dann ist ¢(o) ungerade, also
o(6) == #06. Also gilt K C K(4). Da

Fix(G4): K| =[G :G4] =2

ist, folgt K(0) = Fix(G,). Da G4 Normalteiler von G ist, ist K(§) = Fix(Gy) Galoiserweiterung von K
mit Gal(K(0)/K) 2 G/G+.

Zu (b): Es gilt G = G4 genau dann, wenn K (0) = K. Dies gilt genau dann, wenn § € K, das heift, es
gibt o € K mit D = o?. O
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Beispiele 3.7.4. (a) Ist f=X2+bX +ce K[X], f=(X —21)(X —22) = X? — (21 + 22) X + 2172,
dann D = (21 — 22)? = (21 + 22)? — 42122 = b* — 4ac.

(b) Sei f = X3+ bX?%+cX +d € K[X]. Wir werden sehen: D = b%c? + 18bed — 4b3d — 4¢3 — 27d>.
Satz 3.7.5. Seichar(K) # 2, f € K[X] normiert irreduzibel, separabel vom Grad 3 und G = G(f).

(a) Es gilt G = Az oder G = G3.

(b) Genau dann gilt G = Az, wenn D Quadrat in K ist.

Beweis. Zu (a): Die Gruppe G ist isomorph zu einer Untergruppe von &3 und es gilt 3||G|, also gilt
GgAg oder G = 63.

Zu (b): Die Gruppe G ist isomorph zu Az genau dann, wenn ¢(G) = As, das heift G = G. Wie oben
gesehen ist dies genau dann der Fall, wenn D Quadrat in K ist. O

Beispiel* 3.7.6. Fiir k € Z sei a = k? + k + 7. Man zeige: Das Polynom X3 — aX + a ist irreduzibel iiber
Q und hat Galoisgruppe isomorph zu Ag.

Folgerung 3.7.7. Sei K Unterkorper von R, f € K[X]| normiert und irreduzibel vom Grad 3, und sei
G = G(f). Dann gilt:

(a) Hat f nur eine reelle Nullstelle, dann ist D < 0 und G = Gs.
(b) Hat f lauter reelle Nullstellen, dann ist D > 0. Genau dann ist G = Az, wenn D Quadrat in K ist.
Beweis. Das Polynom hat mindestens eine reelle Nullstelle a.
Zu (a): Ist z € C\ R Nullstelle von f, so ist auch z Nullstelle von f. Dann gilt
D=(a-2)(a—32)(z—32)° = (Ja — z|22i3(z))2 = —4la — 2]*3(2)? < 0.

Also kann D kein Quadrat in K sein, es folgt G & Gs.
Zu (b): Hat F lauter reelle Nullstellen, so ist D > 0. Die Behauptung folgt nun aus dem Satz von
vorher. O

Beispiele 3.7.8. (a) Das Polynom f = X3 — 2 € Q[X] ist irreduzibel, seine Diskriminante ist D =
—27(—2)% = —27-4 < 0. Also hat f genau eine reelle Nullstelle und es gilt G(f) & &s.

(b) Das Polynom f = X3 — 3X — 1 € Q[X] ist irreduzibel, seine Diskriminante ist D = —4(—3)3 —
27(—1)2=4-27—27=92 > 0. Also hat f drei reelle Nullstellen und es gilt G(f) = As.

(c) Das Polynom f = X? —4X — 1 € Q[X] ist irreduzibel, seine Diskriminante ist D = —4(—4)% —
27(—1)2 = 256 — 27 = 229 > 0, kein Quadrat. Also hat f drei reelle Nullstellen, aber G(f) = G3.
Sei f=X*+bX3+cX?+dX +e € K[X] irreduzibel, separabel sei M = {x1,...,74} die Menge der
Nullstellen im Zerfallungskorper L und G = G(f). Es gilt 4| |G| und man hat die Einbettung ¢ : G — &4.
Sei V = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} die Klein’sche Vierergruppe, N = ¢~ (V). Dann ist N <G ein
Normalteiler und [G : N] < [64: V] = 6. Seien

o =212y + 2374, B = 123 + T2y, Y = X124 + X223 € L.

Diese Elemente sind paarweise verschieden, denn 0 # (1 —x2) (23 —24) = (123 +2224) — (X223 +T124) =
B—~und 0 # (21 — x3) (22 — x4) = (w122 + x374) — (w223 + T124) = @ — vy und 0 # (v — x4)(x2 — x3) =
(r122 + x324) — (T123 + T224) = v — B. Sei E = K(a, B,7).

Proposition 3.7.9. Es gilt Fix(N) = E, Gal(L/E) = N, und E/K ist Galois’sch mit Gal(E/K) =2 G/N.

Beweis. Fir o € N gilt 0(a) = a, 0(8) = fund o(y) = ~. Also ist N C Gal(L/FE). Sei 0 € G\N, dann ist
(o) € 64\V. Also ist (o) ein Zwei-, Drei-, oder Vierzykel. Fiir jeden Fall sieht man, dak o ¢ Gal(L/E)
ist. [Ist zum Beispiel p(o) = (12), so ist o(a) = a, o(B) =, o(y) = B, etc.] Es folgt N = Gal(L/FE) und
Fix(N) = E. Da N <G ist, ist E/K Galois’sch mit Gal(E/K) = G/N. Sei

g=X-a)(X =B)(X —7)=X>—(a+B+7X*+ (af+ ay+ B7)X — aBy € E[X].

Da alle Koeffizienten von g unter allen ¢ € G unverdndert bleiben, ist sogar ¢ € K[X]. Man kann
nachrechnen, daff g = X2 — ¢X? + (ba — 4e)X — b%e + 4ce — d? ist. Das Polynom g heifit die kubische
Resolvente von f. Offenbar ist F Zerfallungskorper von g. O
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Satz 3.7.10. Sei f € K[X] normiert, irreduzibel und separabel vom Grad 4, G = G(f) und m = [E :
K] =[G : N]. Dann gilt:

(a) Ist m =6, dann ist G = &y4.
(b) Ist m =3, dann ist G = Ay.
(c) Istm =1, dann ist G 2 V.

(d) Im Fall m = 2 ist entweder G = Dy oder G 2 7 /(4). Der erste Fall tritt genau dann ein, wenn f
iber E irreduzibel bleibt.

Beweis. Die Gruppe G ist zu einer Untergruppe von &, isomorph und es gilt 4’|G\. Da jede Untergruppe
von &4 zu einer der Untergruppen {e}, Z /(2), Z /(4), V, Dy, Ay oder &, selbst isomorph ist, ist G zu
einer der Gruppen Z /(4), V, Dy, A4 oder &, isomorph. Ist G = (¢) = Z /(4), dann gilt ¢(0?) € V, also
ist N = (¢2) und |N| = [G : N] = 2. In den anderen Fillen ist V C im(y), also N = V, |[N| = 4 und
[G: N] € {1,2,3,6}.

Ist m = 6, dann |G| =6 - |N| = 24, also G = &,4. Ist m = 3, dann |G| = 3 - |N| = 12, also G = Ay. Ist
m =1, dann ist |G| = 1-|N| =4, also G =2 V. Ist m = 2 so gibt es folgende Mdglichkeiten |G| = 2-|N| = 4,
also |[N| =2 und G 2 Z /(4), oder |G| = 2-|N| = 8, also [N| = 4 und G = Dy. Im ersten Fall, also
|IN| = 2, kann N = Gal(L/E) nicht transitiv auf M operieren, also ist f tiber E reduzibel. Im zweiten
Fall, also |[N| = 4, operiert N = Gal(L/FE) transitiv auf M, also bleibt f {iber E irreduzibel. O

Beispiele 3.7.11. (a) Das Polynom f = X% — 2 € Q[X] hat die kubische Resolvente g = X* + 8X =
X (X2 +38). Ein Zerfillungskérper von g ist E = Q(v/—8), also ist m = [E : Q] = 2. Das Polynom f
ist irreduzibel iiber F, denn f = (X — \4/5)()( + \%)(X — 2\4/5)(X + z\4/§) Es folgt also G = Dy.

(b) Das Polynom f = X%+ 3X3 — 3X + 2 € Q[X] ist irreduzibel. Seine kubische Resolvente g =
X3 — X + 14 ist ebenfalls irreduzibel mit Diskriminante D(g) = —4(—1)% — 27 - 14 < 0. Also ist
G(g) = 63. Damit ist der Grad des Zerfdallungskorpers E/ Q gleich 6. Es folgt G = G(f) = &,.

Beispiel* 3.7.12. Man bestimme die Galoisgruppe von X* + 8X + 12 iiber Q.

Beispiel* 3.7.13. Gegeben sei das Element z = X2 + X ~2 des rationalen Funktionenkorpers Q(X).
(a) Man zeige, daf Q(X) iiber Q(z) endlich vom Grad < 4 ist.
(b) Man bestimme die Gruppe aller Automorphismen von Q(X), die z festlassen.

(¢) Man zeige, daf Q(X) iiber Q(z) Galois’sch ist und gebe alle Koérper zwischen Q(X) und Q(z) an.

3.7.2 Endliche abelsche Gruppen als Galoisgruppen iiber Q

Fiir n € N gilt:

X" —1=]]¢ain Z[X].
d|n

Es folgt —1 =[], 94(0), also ¢4(0) € {£1} fiir alle d € N. Fiir eine Primzahl p mit p { n ist das Bild @,
von ¢, in F,[X] das n'® Kreisteilungspolynom.

Proposition 3.7.14. Es sein n,p,k € N, p eine Primzahl mit p{n und q = p*. Folgende Aussagen sind
aquivalent:

(a) Der Kérper F, enthilt eine primitive n' Einheitswurzel.
(b) Das Polynom ¢,, € F,[X] hat eine Nullstelle in F,.
(¢) FEs gilt die Kongruenz ¢ =1 mod n.

Beweis. Die Aquivalenz [(a) < (b)] ist klar. Fiir die Aquivalenz [(a) < (c)] stellen wir fest, daf F, eine
primitive n'*® Einheitswurzel enthélt, genau dann, wenn F, eine (zyklische) Untergruppe der Ordnung n

enthélt. Dies ist genau dann der Fall, wenn n|q — 1, in andern Worten, wenn ¢ =1 mod n. O
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Es folgt: Ist n € N, n > 1, ¢ =1 mod n, dann ist an in F; reduzibel.
Satz 3.7.15. Sein € N. Dann gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p=1 mod n.

Beweis. Seien p; < ... < p, Primzahlen mit p; =1 mod n. Wir zeigen, daf es eine weiter Primzahl p,.
mit p,y1 = 1 mod n gibt. Sei x = n-p;---p,. Fir alle t € Z gilt ¢, (xt) = ¢,(0) = £1 mod z, also
z|¢n(2t) £ 1. Da ¢, normiert ist und vom Grad ¢(n), ist die Menge {¢,(«t) | t € N} nicht nach oben
beschrénkt. Also gibt es tg € N mit ¢, (ztg) > 1. Sei p,4+1 Primzahl mit pr+1|¢n(xt0). Da m’qﬁn (xtg) £ 1,
gilt pr11 1 x, also auch p,y1 1 n. Es gilt ¢,(2tg) = 0 mod p,41, also ist die Restklasse zty + (pri1)
primitive n'® Einheitswurzel in F,, ,,. Nach Proposition gilt p,41 =1 mod n. Wegen p,41 { z gilt auch

pre1 ¢ {p1,--. o} O

Dieser Satz ist ein Spezialfall des Primzahlsatzes von Dirichlet: Sind a € Z\{0} und n € N teilerfremd,
dann gibt es unendlich viele Primzahlen p mit p = ¢ mod n. Dies kann man mit analytische Hilfsmitteln
beweisen.

Satz 3.7.16. Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es eine endliche Galoiserweiterung Q C K
mit Gal(K/Q) = G.

Beweis. Es gibt Primzahlpotenzen ¢1, ..., ¢, mit G = [[;_, Z /(¢;). Nach dem vorhergehenden Satz enthélt
jede Restklasse 1 4 (¢;), 1 < ¢ < r, unendlich viele Primzahlen. Also gibt es paarweise verschiedene
Primzahlen pq,...,p, mit p;, =1 mod ¢;, 1 < ¢ < r. Die Abbildung

v HZ/(M -1)— HZ/(Qi)72¢+ (pi — 1) = zi + (qi)

ist surjektiver Gruppenhomomorphismus. Sei n = p; - - - p, und sei Q(") der n'® Kreisteilungskorper iiber
Q. Man hat die Gruppenhomomorphismen

Cal@” /@) = o) = [[@ /p)" = [[2/: - 1) > [[ 2 /(@) = .

Die Komposition dieser Homomorphismen ist surjektiv. Sei N' der Kern dieser Komposition, K = Fixgm) (V).
Da N Normalteiler ist, ist K/Q Galois’sch mit Gal(K/Q) = Gal(Q™ /Q)/N = G. O

3.7.3 Das allgemeine Polynom n-ten Grades

Sei K ein Korper, K[X7, ..., X,] der Polynomring in den Unbestimmten X1, ..., X, und L = K(X1,...,X,)
sein Quotientenkorper. Fiir o € G, sei der K-Algebrenhomomorphismus

0ot K[X1,...,Xp] = K[X1,..., X,] definiert durch o, (f) = f(Xo@ay, .- Xom))-
Man erhélt so den injektiven Gruppenhomomorphismus
S, = Aut(K[Xy,..., X)), 0 = ¢o,
beziehungsweise die Operation
Gn x K[X1,...,X,] = K[X1,..., X4, (0, f) = ¢ (f).
Man setzt o f = ¢, (f). Fir 0 € 6,, hat ¢, die eindeutige Fortsetzung

<pJ:L—>L,£b—><pa(f) :U—f.

vo(9) og

Wieder setzt man o - 5 statt @, (g) = %]gc und erhélt den injektiven Gruppenhomomorphismus
S, — Gal(L/K),0 — ¢y,

beziehungsweise die Operation

GnXL%L,(U,g)HO’-f.

g
Wir fassen auf diese Weise die &,, als Untergruppen von Gal(L/K) auf.
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Definition 3.7.17. Ein Polynom f € K[X;,..., X,] heiflt symmetrisch, wenn of = f fiir alle 0 € G,,.
Allgemein heifst eine rationale Funktion £ € L symmetrisch, wenn o - 5 = 5 fiir alle o € G,,. Die Menge

der symmetrischen Polynome in K[Xj, ..., X,] beziehungsweise der symmetrischen rationalen Funktionen
in L ist ein Unterring beziehungsweise Unterkorper der K enthélt.

Beispiel 3.7.18. Sei Y eine weitere Unbestimmte. Dann gilt [, (Y — X;) = Y0 (=1)*s, Y% €
K[X1,...,X,][Y], wobei

So = 1
S1 = X1 + ...+ Xn
Sy = X1X2+X1X3—|—...+Xn_1XnZZXZ‘X]'
i<j
s = Z Xiy - X,
1<61 <. <ip<n
sn = X1 Xy
Die sg, s1,. .., S, heifen elementarsymmetrische Polynome in den Unbestimmten Xi,...,X,. Die Sym-
metrie ist klar, denn
S (=Drosy" R =TV —oXi) = [[(V = Xi) =D (1) sy,
k=0 i=1 i=1 k=0
also os; = sp fir alle 1 < k < n. Alle Elemente in Kls1,...,s,], allgemeiner E = K(s1,...,s,) sind

symmetrisch. Also gilt
E C Fixy(6,) und &,, C Gal(L/E).

Weiterhin ist f = [[I_, (Y — X;) = > p_o(=1)¥s, Y% € E[Y], L ist Zerfillungskdrper von f und f ist
separabel.

Satz 3.7.19. Die Erweiterung L/E ist endliche Galoiserweiterung und Gal(L/E) = &,,.

Beweis. Wir haben gesehen, daft L/FE endliche Galoiserweiterung ist. Da L Zerfillungskorper von f ist,
gilt [L : E] < deg(f)! = n!. Insgesamt haben wir

n! < |Gal(L/E)| = [L: E] < nl,
also &, = Gal(L/FE). O

Folgerung 3.7.20. Es gilt E = K(s1,...,sn) = Fix,(6,,), das heifft zu jeder symmetrischen rationalen
Funktion z € K(X1,...,X,) gibt es u,v € K[Y7...,Y,] mit v(s1,...,8,) # 0 und z = % Der
Korper E heifit Korper der symmetrischen rationalen Funktionen.

Allgemein gilt der Hauptsatz fiir elementarsymmetrische Polynome in R[Xq,..., X,], den wir spéter
beweisen.

Folgerung 3.7.21. Jede endliche Gruppe ist isomorph zur Galoisgruppe einer endlichen Galoiserweite-
rung.

Beweis. Sei G endliche Gruppe der Ordnung n. Nach dem Satz von Cayley ist G isomorph zu einer
Untergruppe H von &,,. Nach dem Satz gibt es eine endliche Galoiserweiterung L/FE mit Gal(L/E) = &,,.
Ist E = Fixy(H), so ist L/E endliche Galoiserweiterung mit Gal(L/FE) = H =2 G. O

Sei M = K(Ux,...,U,) der rationale Funktionenkérper in den Unbestimmten Uy, ..., U, iiber K, sei
Y eine weitere Unbestimmte. Sei

F=Y"+U,Y" ' +.-- 4+ U, 1Y +U, € M[Y].

Dieses Polynom F heifit allgemeines Polynom n'®" Grades. Wir wollen seine Galoisgruppe bestimmen.
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Satz 3.7.22. Die Galoisgruppe des allgemeinen Polynoms F = Y"+U Y"1 4+... 4+ U, 1Y +U, € M[Y]
ist isomorph zu &,,.

Beweis. Sei N ein Zerféllungskorper von F' und seien xq,...,x, € N die Nullstellen von F. Es gilt

n

F=][0—2)=> (-DFsi(ar,...,z)Y"F,

i=1 k=0
also Uy, = (—1)Fsg(x1,...,2,), fiir 1 <k < n. Es folgt
N=M(z1,...,x5) = K(Uy,...,Up,x1,...,25) = K(x1,...,25).

Wir haben folgendes kommutative Diagramm

K[Xlw"aXn]L>K[x1,"'axn}

o]

K[Sl,...,sn]%K[Ul,...,Un]

wobei « definiert ist durch a(g) = g(z1,...,2,), und & die Einschrinkung von « ist. Wegen obiger
Formeln ist o sinnvoll und surjektiv. Aufierdem ist o' injektiv: Sei ndmlich ¢ € KI[Y1,...,Y,] mit
o/ (g(s1,...,8,)) = 0. Dann gilt 0 = g(s1(x1,...,Tn)s-- -, Sn(T1,. .. 2n)) = g(=U1,Usy...,(=1)"Up).
Also ist ¢ = 0, und somit g(s1,...,s,) = 0. Es folgt, dal auch « injektiv ist: Sei 0 # f € K[X1,...,X,],
dann ist g = [[,ce, 0f # 0 und symmetrisch. Also gibt es u,v € K[Y1,...,Y,] mit v(sy,...,s,) # 0 und

g = Wsnesn) B folgt

v(81,..0y8n) "
0 7é O/(U(Sl, et Sn)) = a(u(slv ey Sn)) - Oé(g)OL(U(Sl, LERE Sn))

Also ist a(g) # 0 und damit a(f) # 0. Die Abbildungen « und o’ induzieren Isomorphismen, die wir
ebenfalls mit «, und o’ bezeichnen, zwischen den Quotientenkorpern.

K(Xy,...,X,) —2> K(x1,...,2,) = N

) J

K(s1,0.. 80) — 2 K(Uy,...,Up) = M

Wieder ist o' die Restriktion von «. Da die Erweiterung K (X1,...,X,)/K(s1,...,s,) Galois’sch ist, mit
Galoisgruppe &,,, hat auch N/M diese Eigenschaft. O

3.7.4 Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra nach Artin
Proposition 3.7.23. Jedes quadratische Polynom f € C[X] hat in C eine Nullstelle.

Beweis. Fiir alle w € C existiert z € C mit w = 2. Denn ist w = re’® mit r € R(‘f, 0 < p < 27,
z = /re’%. Dann gilt 22 = w.
2
Sei ohne Einschriinkung f normiert, f = X2 + X 4. Dann f = (X + 2)2 44— £ Es gibt 6 € C
mit 6% = £° — 4. Damit ist f = (X + £ +6)(X + £ —6). O

Fundamentalsatz der Algebra 3.7.24. Jedes Polynom f € C[X]\ C hat in C eine Nullstelle.

Beweis. Sei f € C[X]\C und L Zerfallungskérper von f. Dann ist R C L eine endliche und separabel
Erweiterung. Sei L C N normaler Abschluff von L/R. Wenn wir N = C zeigen kinnen, dann folgt L = C
und wir sind fertig. Es geniigt also zu zeigen: Ist C C N endliche Erweiterung , so daf N/ R Galois’sch
ist, so folgt N = C. Sei G = Gal(N/R).

Wir zeigen als erstes, daf G eine 2-Gruppe ist: Wegen R C C C N ist die Ordnung von G gerade und
besitzt eine nicht-triviale 2-Sylowuntergruppe P. Sei F' = Fixy(P). Dann ist [F : R] = [G : P] ungerade.
Sei x € F ein primitives Element tiber R, g € R[X] sein Minimalpolynom. Da deg(g) = [F : R] ungerade
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ist, hat ¢ in R eine Nullstelle, also gilt deg(g) = 1, F' = R. Es folgt G = P.

Sei weiter H = Gal(N/C) C G. Wir zeigen, dakt H = {e} ist. Angenommen dies ist nicht der Fall.
Als nicht-triviale 2-Gruppe hat H einen Normalteiler H' vom Index 2. Sei F’ = Fixy(H’). Dann ist
C =Fix(H) C F' = Fix(H') eine Korpererweiterung vom Grad 2. Dies widerspricht der Proposition. Es
folgt H = {e} und damit N = C. O

Beispiel* 3.7.25. In eine dhnliche Richtung geht folgende Aufgabe: Sei p € N prim. Ist K ein Korper
von Charakteristik 0, so dafs p| [L : K] fiir jede endliche nicht-triviale Erweiterung L von K, dann ist der
Grad jeder endlichen Erweiterung von K eine p-Potenz, d.h [L : K] = p™.

3.8 Auflosbarkeit von Gleichungen durch Radikale

3.8.1 Auflosbare Gruppen
Fiir eine Gruppe G ist [G, G| die Kommutatoruntergruppe von G. Man setzt

D'G@) = @
DY(G) = [G,qG]
D"t G) = DYD"(G))=[D"(G),D"(G)] firn>1

Fiir jeden Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G’ und alle n > 0 gilt p(D"(G)) € D™(G’) (Induktion).
Indbesondere sind die D™(G), n > 0, Normalteiler von G. Die Faktorgruppe D"(G)/D"+1(G) ist abelsch
aber im Allgemeinen nicht zentrale Untergruppe von G/D"1(G), n > 0. Die Folge

G =D%G)>DYG)>D*G)>...
heifst abgeleitete Reihe von G.

Proposition und Definition 3.8.1. FEine Gruppe G heifit auflésbar, wenn folgende dquivalente Bedin-
gungen erfillt sind:

(a) Es gibt n € Ng mit D™(G) = {e}.

(b) Es gibt eine Folge von Normalteilern G = Hy D Hy D ... D Hp, = {e}, m > 0, so daff H;/H;+1
abelsch ist fir 0 <i < m.

(¢) Es gibt eine Folge von Untergruppen G = Hy D Hy D ... D Hy,, = {e}, m > 0, so daff H;11 < H;
und H;/H;11 abelsch ist fir 0 < i < m.

In (b) und (c) gilt D*(g) C H;, 0 <i < m. Eine Folge von Untergruppen wie in (c) heifft Normalreihe mit
abelschen Faktoren.

Beweis. (a) = (b): Gilt (a), so hat die Folge (D(Q))o<i<m die in (b) gewiinschte Eigenschaft.

(b) = (c): Das ist klar.

(c) = (a): Gilt (c), so ist D(G) C H;, 0 < i < m: Das ist klar fiir i = 0. Sei D'(G) C H; fiir ein
0 < i < m, dann ist D'TY(G) = [DY(G), DY(G)] C [H;, H;] C Hiy1. Da H,, = {e}, folgt D™(G) = {e}. O

Proposition 3.8.2. Sei G eine Gruppe.
(a) Ist G auflosbar, so auch jede Untergruppe und jedes epimorphe Bild von G.
(b) Ist N <G, so daff N und G/N auflosbar sind, dann ist G auflosbar.
(¢) Endliche direkte Produkte auflésbarer Gruppen sind auflésbar.

Beweis. Zu (a): Sei G = Hy D Hy D ... D H,, = {e} eine Normalreihe mit abelschen Faktoren. Sei
U C G Untergruppe von G. Man hat die Folge

U:UDH()DUﬁHlD...DUOHm:{e}.
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Es gilt U N H;41 <U N H; und da die Abbildung
Un HZ/U N Hi+1 — HZ‘/HZ‘_H,JZU n Hi+1 — foH_l

injektiver Homomorphismus ist, ist mit H;/H;y1 auch U N H;/U N H; 41 abelsch.
Ist f: G — G’ surjektiver Homomorphismus, dann hat man die Folge

G'=f(G) = f(Ho) D f(H1) D ... f(Hp) = {e}.
Es gilt f(H;4+1) < f(H;) und da die Abbildung

Hi/Hiv1 — f(H)/f(Hiv1),2Hiv1 = f(z)f(Hit1)

Monoider Homomorphismus ist, ist auch f(H;)/f(H;+1) abelsch.

Zu (b): Sind N = Ny D Ny D ... > N, ={e} und G/N = Hy/N D Hi/N D ... D H,/N = {e}
Normalreihen mit abelschen Faktoren, so findet man eine Normalreihe mit abelschen Faktoren fiir G.
Zu (c): Dies folgt aus (b). O

Proposition 3.8.3. Sei G eine endliche auflosbare Gruppe und N < G. Es gibt eine Normalreihe mit
abelschen Faktoren
G=HyD>H,D>...D H, ={e},

so daf8 die [H; : Hiy1], 0 < i < m Primzahlen sind und N € {Hy,...,Hp} ist.

Beweis. Sei zuerst G abelsch, G # {e} und N = {e}. Sei G = Hy. Da es zu jedem Teiler d von |G| eine
Untergruppe der Ordnung d in G gibt, gibt es eine Untergruppe Hy C Hy, so daf [Hy : H;| prim ist.
Induktiv findet man nun eine Folge wie behauptet.

Sei nun G auflésbar, N = {e}. Sei G = Hy D H; D ... D H,;, = {e} Normalreihe mit abelschen Faktoren.
Nach dem eben gezeigten, kann diese zu einer Normalreihe

G:H0:H01DHOQD...HOkO:leHllDngD...DHlkl:HQD...D{G}

wie gewlinscht verfeinert werden.
Allgemein: Sei G auflésbar, {e} # N <G. Man argumentiert wie beim Beweis der Aussage (b) der vorher-
gehenden Proposition. O

Beispiele 3.8.4. (a) Abelsche Gruppen, endliche p-Gruppen und endliche nilpotente Gruppen sind
auflosbar.

(b) &3 und &4 sind auflésbar mit den Normalreihen mit abelschen Faktoren
G3D0A3D0{e} und 64D A4,DV D{e}
aber nicht nilpotent.
(¢) Dy, n > 2, ist auflosbar, denn jede solche Gruppe hat einen zyklischen Normalteiler vom Index 2.

(d) Endliche, einfache nicht-abelsche Gruppen sind nicht auflosbar. Insbesondere sind die Gruppen A,
fir n > 5 nicht auflésbar. Damit sind auch die &,, fiir n > 5 nicht auflosbar.

(e) Sind p # g Primzahlen, a,b € N. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p®q® auflésbar (Burnside).
(f) Jede Gruppe ungerader Ordnung ist auflésbar (Feit, Thompson).

Beispiel* 3.8.5. Sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 105. Wir zeigen “von Hand”, daf G auflésbar ist.
Aus Beispiel [1.6.19| wissen wir bereits, daR G einen Normalteiler N der Ordnung |[N| = 7 oder |N| = 5 hat.
Wir benutzen, daff G auflésbar ist, wenn es einen Normalteiler N < G gibt, so dak G/N und N auflésbar
sind.

Wir betrachten zunéchst den Fall, daf |N| = 5. Da N Primzahlordnung hat, also zyklisch ist, ist N
abelsch, und damit auflosbar (sogar nilpotent). Wir miissen zeigen, daff G/N auflosbar ist. Nach Lagrange
gilt

|G| 105

GIN =[G+ N = 5 = =5~ =21,
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Wir zeigen, daft jede Gruppe H der Ordnung 21 auflésbar ist. Mit 21 = 3-7 sei s3, bzw. s7, die Anzahl der
3- bzw. 7-Sylowuntergruppen von H. Dann gilt s7(3, also sy € {1,3}. Wegen sy =1 mod 7 also s7 = 1.
Da es also nur eine einzige 7-Sylowuntergruppe M gibt, ist diese Normalteiler. Aufterdem ist sie zyklisch
von Primzahlordnung, also abelsch und damit auflésbar (sogar nilpotent). Weiter ist analog zu oben

|H| 21
H/M|=H:M|=+—=—=3
/M| = [H M) = 1 = 5
zyklisch, also abelsch, also auflésbar. Es folgt, dafl bereits H auflosbar ist.

Betrachte nun den Fall, daff |[N| = 7. Wieder ist N von Primzahlordnung, also zyklisch, also abelsch,
und damit auflésbar. Wir miissen wieder zeigen, dak G/N auflosbar ist. Wie oben gilt nach Lagrange

Gl 105
|G/N|=[G:N]= N[~ 7 = 15.

Es ist zu zeigen, daf jede Gruppe H der Ordnung 15 auflésbar ist. Dies ist genau analog zum obigen Fall.

Mit 15 = 3 -5 sei s3, bzw. s5 die Anzahl der 3- bzw. 5-Sylowuntergruppen von H. Dann gilt 55’3, also

s5 € {1,3}. Wegen s5 = 1 mod 5 ist s5 = 1. Da es also nur eine einzige 5-Sylowuntergruppe M gibt,

ist diese Normalteiler. Aufferdem ist sie zyklisch von Primzahlordnung, also abelsch und damit auflésbar

(sogar nilpotent). Weiter ist analog zu oben

|H| 15
H/M|=[H: M = =2 =

zyklisch, also abelsch, also auflosbar. Es folgt, daf bereits H auflésbar ist.

3.8.2 Norm und Spur einer endlichen Galoiserweiterung

Definition 3.8.6. Sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit G = Gal(L/K). Fiir x € L sei

Trk(x) = Zo(x)
ceG

NL/K(x) = H 0'(117)
ceG

Offenbar liegen diese Elemente in K. Die Abbildungen 77,k : L — K und Ny /g : L — K heifen Spur
beziehungsweise Norm von L/K.

Proposition 3.8.7. Sei K C L endliche Galoiserweiterung vom Grad n.

(a) Die Abbildung Ty, ist K -linear.

(b) Fiir alle z,y € L gilt Np ;i (zy) = Nk (2)Np Kk (y). Man sagt Ny, ist multiplikativ.

(c) Firx e K gilt T,/ (x) = nx und Np /g () = 2",
Beweis. Das ist klar. O
Beispiel* 3.8.8. Als Anwendung von Norm und Spur zeige man:

(a) Es giltV/3 ¢ Q(V/2).

(b) Das Element 1 — (3 € Q((3) ist kein perfektes Quadrat.
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3.8.3 Zyklische Galoiserweiterungen

Definition 3.8.9. Eine endliche Galoiserweiterung L/ K heifst zyklisch /abelsch/auflosbar, wenn Gal(L/K)
zyklisch /abelsch /auflosbar ist.

Hilberts “Satz 90” 3.8.10. Sei K C L eine endliche zyklische Galoiserweiterung mit Gal(L/K) = (o).

X

Fiiry € L gilt Nk (y) = 1 genau dann, wenn es x € L* gibt mit y = GOk

Beweis. Sein =[L: K] =ord(o). Firz € L*, y = -G gilt
x o(x) o

@) o)

Np/k(y) =
Sei umgekehrt y € L mit Ny, (y) = 1. Nach dem Lemma von Dedeking |3.5.5|ist die Abbildung
o' +yo +yo(y)o? + - +yo(y)o(y)---o" 2(y)o" ' L* = L
nicht null, also gibt es z € L* mit
© =z +yo(2) +yo(y)o*(2) + - +yoly) ") (z) £0.
Es folgt

yo(z) = yo(2) +yo(y)o?(2) + -+ +yo(y) 0" (y)o"(2) = =,
denn im letzten Summand ist yo(y)--- 0™ ' (y) = N,k (y) = 1 und 6™(z) = z. Es folgt y = & O

Satz 3.8.11. Sei K ein Kirper und n € N mit char(K) { n. Wir nehmen an, dafi K eine primitive nt®
Einheitswurzel enthdlt.

(a) Ist f = X™ —a € K[X], L ein Zerfillungskorper von f und x € L eine Nullstelle von f, dann gilt
L = K(x) und L/K ist eine zyklische Galoiserweiterung. Ferner ist d = [L : K] Teiler von n, es
gilt x4 € K und X% — z? ist das Minimalpolynom von x iiber K. Ist f irreduzibel, dann ist L/K
zyklische Galoiserweiterung vom Grad n.

(b) Wenn umgekehrt K C L eine zyklische Galoiserweiterung vom Grad n ist, dann gibt es x € L mit
2" € K und L = K(x). Also ist X™ —x"das Minimalpolynom von x und L ist sein Zerfillungskorper.

Beweis. Zu (a): Sei ohne Einschrankung a # 0. Wir wissen: Es gilt L = K(z), die Erweiterung L/K ist
Galois’sch und es gibt einen injektiven Homomorphismus

Gal(L/K) = 7 /nTZ.

Insbesondere ist Gal(L/K) zyklisch. Ist Gal(L/K) = (o) von der Ordnung d = [L : K], so gilt d|n und es
gibt 1 < i < n mit o(z) = e'z. Offenbar ist €' eine primitive d*® Einheitswurzel. Es folgt

also ¢ € K. Also ist X¢ — 2% € K[X] das Minimalpolynom von z und L ist ein Zerfillungskorper. Ist f
irreduzibel, dann ist [L : K] = n.
Zu (b): Sei umgekehrt K C L endliche zyklische Galoiserweiterung vom Grad n mit Gal(L/K) = (o).
Da ¢ € K ist, gilt

NL/K(€_1> = E_n =1.
Nach Hilberts Satz 90 gibt es also z € L* mit ¢! = -0y Es folgt o(z) = ze, allgemeiner ol(z) = el fiir
alle 1 < i < n. Also sind die (), 1 < i < n, paarweise verschieden. Es folgt

n=[L:K|>[K(x): K| 2n,

also ist L = K (x). Wie oben gilt

o(z") =o(x)" =e"z" = 2",

also ist 2™ € K. Dann ist X" —z" € K[X] das Minimalpolynom von z und L ist sein Zerfallungskorper. [
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Hilberts “Satz 90” 3.8.12 (additive Form). Sei K C L eine endliche zyklische Galoiserweiterung mit
Gal(L/K) = (o). Fiiry € L gilt T, ) (y) = 0 genau dann, wenn es x € L gibt mit y = x — o(y).

Beweis. Sein =[L: K] =ord(c). Fiir y =2 — o(z) mit x € L gilt
Ty k(y) = (= o(2)) + (o(z) = 0*(2)) + -+ (0" '(2) — 0"(2)) =2 — 2 =0.

Sei umgekehrt y € L mit Ty /x(y) = 0. Da die Spur Tp/x : L — K nicht null ist, gibt es z € L mit
Tr/k(2) # 0. Also gibt es 2 € L mit

ek (z) =yo(@)+ (y+o(y)o’(z) + -+ (y+ o)+ +">(y) o" ' (2).
Es folgt

(@) Ty () = o(@eTyk(2) = oly)o(@) + (o(y) H2) 4ot (0y) + 02 (y) + -+ 0" (y)) 0"(2)

Zusammen ergibt das

(z—o(@)Tyx(z) = yol2)+@y+o)o® )+ -+ y+ol) + - +0"2@) " (2)
— [o(y)o?(z) + (o) 4+ +" () o" ] +yz
= y(z+a(2)+-+0""2) = yTr/k(2)
Also y =z — o(z). O

Proposition 3.8.13. Sei K ein Korper mit Primzahlcharakteristik p, f = XP — X —a € K[X] und L
ein Zerfillungskorper von f.

(a) Ist © € L eine Nullstelle von f, dann sind x 4+ i, 0 < i < p alle Nullstellen. Also ist f separabel,
L = K(x), insbesondere L/K Galois’sch.

(b) Das Polynom f ist genau dann irreduzibel, wenn f in K keine Nullstelle hat.
(c) Ist f reduzibel, so zerfdllt f diber K wvollstindig in Linearfaktoren.

Beweis. Zu (a): Sei x € L eine Nullstelle von f. Dann gilt
flz+id)=(x+i) —(z+i)—a=aP4+P -z —i—a=0.

Also sind die z 44, 0 < ¢ < p, alle Nullstellen von f. Alles andere ist klar.

Zu (b) und (c): Is f irreduzibel, so hat f in K keine Nullstelle. Sei f reduzibel, dann gibt es irreduzible
Polynome ¢1,...,9, € K[X] mit » > 1 und f = ¢1---g,. Sei x; € L Nullstelle von g;. Nach (a) gilt
K(xz1) =...= K(z,), also ist

p=deg(f) = deg(g:) = rdeg(g1).

i=1

Es folgt 7 = p und deg(g1) = ... = deg(g,) = 1. Also liegen die Nullstellen von f alle in K. O

Satz 3.8.14 (Artin, Schreier). Sei K ein Korper mit Primzahlcharakteristik p.

(a) Ist f = XP — X —a € K[X], L ein Zerfallungskorper von f und x € L eine Nullstelle von f, so ist
L = K(x) und L/K st zyklische Galoiserweiterung vom Grad 1 oder p. Genau dann ist [L : K] = p,
wenn f irreduzibel ist.

(b) Ist L/ K zyklische Galoiserweiterung vom Grad p, so gibt es a € K und eine Nullstelle des irreduziblen
Polynoms f = XP — X —a € K[X] mit L = K(z).
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Beweis. Zu (a): Ist x € L Nullstelle von f, dann sind z + i, 0 < ¢ < p, alle Nullstellen von f, und
es gilt L = K(z). Da f irreduzibel ist, ist L/K Galoiserweiterung mit | Gal(L/K)| = [L : K] € {1,p}.
Insbesondere ist Gal(L/K) zyklisch. Die letzte Aussage ist klar.

Zu (b): Sei Gal(L/K) = (o) von der Ordnung p. Es gilt 77,k (—1) = p(—1) = 0, also gibt es nach der
additiven Form von Hilberts Satz 90 ein z € L mit  — o(z) = —1. Es folgt o(z) = = + 1, allgemeiner
ol(x) =z +1i,0 <i<p. Es gilt

o@P—z)=c@)P -—oc@)=@@+1)P —(z+1)=aP+1—-2—-1=2P —z,

also a = 2P —x € K. Da o'(z), 0 < i < p, paarweise verschieden sind, folgt p = [L : K] > [K(z) : K| > p,
also L = K (x). Das Element z ist Nullstelle des irreduzibeln Polynoms X? — X — a. O

3.8.4 Durch Radikale auflésbare Erweiterungen

Eine endliche Erweiterung K C L heife vom Typ I (Typ II, Typ III respektive), wenn L aus K durch
Adjunktion einer Einheitswurzel (einer Nullstelle des Polynoms X" — a € K[X] mit char(K) { n, einer
Nullstelle eines Polynoms X? — X —a € K[X] mit char(K) = p > 0, respektive) entsteht. Die adjungierten
Elemente heiffen auch Radikale.

Definition 3.8.15. (a) Eine endliche Erweiterung K C M heifst Radikalerweiterung, wenn es eine Folge
von Zwischenkérpern K = My C My C ... C M, = M gibt, so daft die Erweiterungen M; C M;1,
von einem der Typen LII oder III sind. Offenbar ist dann M /K separabel.

(b) Eine endliche Erweiterung K C L heifit durch Radikale aufldsbar, wenn es eine Radikalerweiterung
K C M gibt, mit L C M.

(c¢) Eine endliche Erweiterung K C L heifst auflosbar, wenn es eine Erweiterung L C M gibt, so dafs
M/K endliche auflésbare Galoiserweiterung ist.

Bemerkung 3.8.16. (a) Eine endliche Galoiserweiterung ist genau dann auflosbar im Sinne dieser De-
finition, wenn sie auflésbar ist im Sinne von Definition das heifst, wenn Gal(L/K) auflosbar
ist.

(b) Sei K C L endliche separabel Erweiterung und L C L’ normaler Abschluf von L/K. Die Erweiterung
L/K ist genau dann auflosbar, wenn L'/ K auflésbare Galoiserweiterung ist.

Beweis. Zu (a): Ist K C L endliche Galoiserweiterung und gibt es L C M, so daf M/K endliche auf-
losbare Galoiserweiterung ist, dann ist Gal(L/K) isomorph zu einer Faktorgruppe von Gal(M/K), somit
auflosbar. Die umgekehrte Implikation ist klar.

Zu (b): Es ist klar, daff L/K auflésbar ist, wenn L'/K aufldsbare Galoiserweiterung ist. Sei umgekehrt
L/K auflésbar. Dann gibt es eine Erweiterung L C M, so daff M /K endliche aufldsbare Galoiserweiterung
ist. Sei L € L” C M der normale Abschluf von L in M. Dann ist L"”/K auflosbare Galoiserweiterung
nach (a). Da es einen K-Algebrenisomorphismus L' — L gibt, ist dann auch L'/K auflosbare Galoiser-
weiterung. O
Beispiel 3.8.17. Sei K = Q(V/2)(w) = Q(V/2,w) der Zerfillungskorper von X3 — 2 € Q[X], wobei
w = ¢ . Dann ist Q € Q(¥/2) Erweiterung vom Typ II und Q(¥/2) € Q(¥/2,w) vom Typ L Also ist
K/ Q Galois’sche Radikalerweiterung.

Seien K C L und K C F endliche Korpererweiterungen. Nach dem Fortsetzungssatz[3.2.3] gibt es einen
Oberkorper F' C N und einen Homomorphismus v : L — N, so dafs das Diagramm

K——~ 1

b

F——=N
kommutativ ist. Man erhélt daraus das Diagramm
K——=1(L)
FC——N
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von Inklusionen. In N kann man das Kompositum F1)(L) bilden. Dabei wurde also L durch den isomorphen
Korper (L) ersetzt.

Lemma 3.8.18. Seien
Kc——s 1T

F—= N

endliche Erweiterungen. Ist L/ K Radikalerweiterung (beziehungsweise durch Radikale auflosbar, auflésbare
Galoiserweiterung, auflosbare Erweiterung, respektive), dann gilt dies jeweils auch fir FL/F.

K——s1

FC——sFL——~ N.
Beweis. Wir betrachten jeden Erweiterungstyp separat.

(a) Ist K = Ly C Iy C ... C L, = L Radikalerweiterung wie in der Definition |3.8.15, dann ist auch
F=FLyCFL, C...FL, = FL eine solche.

(b) Sei L/K durch Radikale auflésbar. Dann gibt es eine Erweiterung L C M, so daft M/K endliche
Radikalerweiterung ist. Mithilfe der Vorbemerkung erhélt man ein Diagramm

KC LS M

e

Nach (a) ist FM/F Radikalerweiterung, also ist F'L/F durch Radikale auflosbar.
(c) Sei L/K auflosbare Galoiserweiterung. Nach Satz [3.5.25|ist F'L/F endliche Galoiserweiterung und

man hat einen Isomorphismus

Gal(FL/F) — Gal(L/LNF).
Als Untergruppe von Gal(L/K) ist Gal(L/L N F) auflésbar, somit ist auch Gal(LF/F) auflosbar.

(d) Sei L/K auflosbare Erweiterung. Dann gibt es einen Oberkorper L C M, so dal M/K endliche
Galoiserweiterung ist. Wie in (b) haben wir

[f( [‘f( ]\f
FC———sFIC—s FM

Nach (c) ist FM/F auflosbare Galoiserweiterung, somit ist F'L/F auflésbare Erweiterung.
O

Lemma 3.8.19. Seien K C E C L endliche Erweiterungen. Die Erweiterung L/K st genau dann
auflosbar, beziehungsweise durch Radikale auflosbar, wenn E/K und L/E die jeweiligen Eigenschaften
haben.

Beweis. Wir geben zunichst den Beweis fiir ,auflosbar”. Sei L/K auflésbar, L C M eine Erweiterung, so
dak M/K auflosbare Galoiserweiterung ist, also K € E C L C M. Dann ist E/K ebenfalls auflésbar.
Als Untergruppe der auflésbaren Gruppe Gal(M/K) ist Gal(M/E) auflosbar, also ist M/E auflosbare
Galoiserweiterung, somit ist L/FE auflosbar.
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Umgekehrt nehmen wir nun an, dal E/K und L/E auflésbar sind. Wir haben zu zeigen, daff L/K
auflosbar ist.

Wir zeigen zuerst, daf es geniigt, dies fiir auflésbare Galoiserweiterungen E/K und L/E zu tun. Es
gibt einen Oberkdrper E C E, so dak E'/K endliche auflésbare Galoiserweiterung ist. Nach Lemma [3.8.18]
ist dann auch E’L/E’ auflésbar. Also gibt es einen Oberkérper E'L C L', so daf L' /E’ endliche auflésbare

Galoiserweiterung ist.
/S ) SE—

E'C E'LC r

Wenn wir zeigen konnen, dafy L'/ K aufldsbare Galoiserweiterung ist, dann folgt, daf L/K aufosbar ist.

Seien also jetzt E/K und L/E endliche, auflosbare Galoiserweiterungen Da E/K und L/E separabel
sind, ist dann auch L/K separabel. Sei L C M normaler Abschluft von L/K. Dann ist M/K endliche
Galoiserweiterung. Wir werden zeigen, daR Gal(M/K) auflosbar ist. Wie wissen aus Satz[3.2.19] dak M von
allen o(M), o € Algy (L, M) erzeugt wird, das heifit, dalt M das Kompositum aller o(L), o € Algx (L, M)
ist. Da E/K Galois’sch ist, gilt o(E) = E fiir alle o € Alg, (L, M).

K¢ EC LC M

|

K¢ EC o(L)C M

Jedes o induziert einen Gruppenisomorphismus von Galoisgruppen
Gal(L/E) — Gal(c(L)/o(E)) = Gal(c(L)/E).
Nach Satz[3.5.25] hat man einen injektiven Homomorphismus

GalM/E)— [][  Gal(e(L)/E).

cE€Alg (L, M)

Da alle Faktoren des Produkts auflosbar sind, ist das Produkt aufosbar, damit auch Gal(M/E). Nun ist
der Homomorphismus

Gal(M/K) — Gal(E/K),™ = 7/,

surjektiv mit Kern Gal(M/FE). Da Gal(E/K) = Gal(M/K)/ Gal(M/FE) und Gal(M/FE) auflésbar sind,
ist Gal(M/K) auflosbar.

Nun kommen wir zum Beweis von ,durch Radikale auflosbar“. Sei L/K durch Radikale auflosbar.
Dann ist offensichtlich auch E/K durch Radikale auflosbar. Ist L € M ein Oberkérper, so dalk M/K
Radikalerweiterung ist, dann ist nach Lemma [3.8:18 auch £ ¢ EM = M Radikalerweiterung, also ist
L/E durch Radikale auflosbar. Seien umgekehrt E/K und L/E durch Radikale auflésbar. Dann gibt es
einen Oberkorper E C F’, so dafs E'/K Radikalerweiterung ist.

K—sFp— > [

E'“——F'L

Da L/E durch Radikale auflosbar ist, ist nach Lemma [3.8.18 auch E'L/E’ durch Radikale auflésbar.
Also gibt es einen Oberkérper E'L C L', so dak L'/E’ Radikalerweiterung ist. Dann ist auch L'/K
Radikalerweiterung, somit ist L/K durch Radikale auflésbar. O

Lemma 3.8.20. Ist K C L Erweiterung vom Typ LII oder III, so ist L/K auflosbar.

Beweis. Typ I: Sei L = K(¢) mit einer Einheitswurzel . Man kann annehmen, daR & primitive n'*® Ein-
heitswurzel ist mit char(K) { n. Wir wissen, dafy L/K Galoiserweiterung ist und daf Gal(L/K) isomorph
zu einer Untergruppe von (Z /(n))* ist. Also ist Gal(L/K) abelsch, somit auflésbar.
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Typ II: Sei L = K(z), wobei x Nullstelle eines Polynoms X" — a € K[X] ist mit char(K) t n. Sei
K C F Zerfallungskorper von X™ — 1 € K[X]. Dann ist FL Zerfallungskorper von X™ — a iiber F.
Da F eine primitive n'® Einheitswurzel enthilt, ist F'L/F zyklische Galoiserweiterung, also auflésbare
Galoiserweiterung.

K——1

L

F——=FL

Da F/K vom Typ I ist, ist FL/K auflosbar, somit mit Lemma [3.8.19|auch L/K.
Typ III: Ist char(K) = p > 0 und L = K(x), wobei « Nullstelle eines Polynoms X? — X —a € K[X]
ist, dann ist L/K zyklische Galoiserweiterung, also auflésbar. O

Satz 3.8.21 (Abel, Ruffini). Eine endliche Kérpererweiterung K C L ist genau dann durch Radikale
auflosbar, wenn sie auflosbar ist.

Beweis. Sei L/K durch Radikale auflosbar. Es gibt also eine Folge von Erweiterungen,
K=MycM C...C M, =M,

so daf jede Erweiterung M; C M, 1vom Typ LII oder IIT ist, 0 < ¢ < r, mit L C M. Nach Lemma [3.8.20]
sind alle M; C M;1, 0 < i < r auflésbar. Nach Lemma sind dann M/K und L/K auflésbar.

Sei umgekehrt L/K auflosbar. Da L in einer endlichen auflésbaren Galoiserweiterung enthalten ist und
es geniigt die Auflosbarkeit durch Radikale fiir diese zu beweisen, kénnen wir von vornherein annehmen,
daf L/K Galois’sch ist. Sei m das Produkt aller Primteiler ¢ von [L : K] mit g t char(K) und sei F' der
Zerfallungskorper von X™ — 1 € K[X].

K1

L

F— s FL

Wir werden zeigen, daff F'L/F Radikalerweierung ist. Da K C F vom Typ I ist, ist dann auch FL/K
Radikalerweiterung, somit ist L/K durch Radikale auflésbar. Da L/K auflésbare Galoiserweiterung ist,
gilt dies nach Lemma [3.8.18| auch fiir FL/F. Wegen

Gal(FL/F) = Gal(L/L N F) ¢ Gal(L/K)
gilt [FL : F]|[L : K]. Da Gal(FL/F) auflssbar ist, gibt es eine Normalreihe
Gal(FL/F)=Hy D> Hy D...D H, ={e}
so dal [H; : H;+1] = p; Primzahl ist, 0 < i < r. Sei N; = Fixpr(H;), 0 < i < r. Wir erhalten die Folge
F=NgCN,C...CN.=FL.
Fir 0 <@ < rist H;41 < H;, also ist V; C N;41 Galoiserweiterung mit
[Nig1: Ni] = [H; : Hip1] = pi.

Wenn p; { char(K), dann gilt p;|[FL : F]|[L : K], also p;|m. Wegen F C N; enthélt N; eine primitive p;*°
Einheitswurzel. Nach Satz gibt es also a € N; und eine Nullstelle z € N;;; des Polynoms X?i —q
mit N;y; = N;(x). Also ist N; C N;11 vom Typ II. Wenn p; = char(K) ist, dann gibt es a € N; und
eine Nullstelle des Polynoms X?i — X — a mit N;11 = N;(x). Also ist N; C N;;q1 von Typ III. Damit ist
gezeigt, dak F'L/F Radikalerweiterung ist. Es folgt L/K ist durch Radikale auflosbar. O

Folgerung 3.8.22. Jede separabel Erweiterung K C L vom Grad < 4 ist durch Radikale aufiésbar.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element gibt es € L mit L = K(z). Sei f € K[X] das
Minimalpolynom von z und L C L’ein Zerfallungskérper von f. Dann ist L’'/K Galoiserweiterung und
Gal(L'/K) ist isomorph zu einer Untergruppe von &4, also auflosbar. Also ist L/K (durch Radikale)
auflésbar. O
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Folgerung 3.8.23. Sei K C L eine endliche und separabel Erweiterung, L C L' ein normaler Abschluf
von L/K. Wenn Gal(L'/K) eine einfache nicht-abelsche Untergruppe enthdlt, dann ist L/K nicht durch
Radikale aufiosbar.

Beweis. Wenn Gal(L'/K) eine einfache, nicht-abelsche Untergruppe enthilt, dann ist Gal(L’/K) nicht
auflosbar, also L'/ K nicht auflosbar. Nach Bemerkung [3.8.16{am Anfang dieses Abschnitts ist dann L/K
nicht (durch Radikale) auflosbar. O

Definition 3.8.24. Sei f € K[X]| und K C L Zerfillungskorper von f. Die Gleichung f = 0 ist durch
Radikale auflésbar, wenn L/K diese Eigenschaft hat.

Folgerung 3.8.25. Sei f € K[X] ein separabels Polynom vom Grad < 4, dann ist die Gleichung f =0
durch Radikale auflésbar.

Beweis. Die Galoisgruppe G(f) ist isomorph zu einer Untergruppe von &4, damit auflésbar. O

Folgerung 3.8.26. Sei K ein Korper und f € K[X] ein separabels Polynom. Wenn die Galoisgruppe G(f)
eine zu einer der Gruppen A,, n > 5, isomorphen Untergruppe enthdlt, dann ist die Gleichung f = 0 nicht
durch Radikale aufiosbar. Ist insbesondere F = X"+ U X" 1 +.. . +U, 1 X +U, € K(Uy,...,U,)[X] das
allgemeine Polynom nt®" Grades, dann ist die Gleichung F = 0 fiir n > 5 nicht durch Radikale auflésbar.

Beweis. Da die Ay, n > 5, nicht auflosbar sind, kann im ersten Fall G(f) nicht auflésbar sein. Im zweiten
Fall ist G(F) = &,,. O

Beispiel* 3.8.27. Sei L/K eine nichttriviale endliche Galoiserweiterung mit auflésbarer Galoisgruppe.
Zeigen Sie, daf es einen Zwischenkorper K C E C L gibt, so daf E/K Galois’sch mit abelscher Galois-
gruppe ist.

Beispiel* 3.8.28. Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung vom Grad 105. Ist L/ K auflosbar? Man gebe
ein Beipiel einer solchen Erweiterung an.

3.8.5 Beispiele

Das erste Beispiel betrachtet quadratische Erweiterungen. Sei k ein Kérper mit Charakteristik char(k) # 2,
sei K = k(Up,Us) der rationale Funktionenkdrper in den Unbestimmten Uy, Us iiber k. Sei F = X? +
U1 X 4+ Uy € K[X] das allgemeine quadratische Polynom, K C L Zerfillungskorper von F', x1, 25 € L die
Nullstellen von F. Dann ist F = (X — x1)(X — x2), also —U; = x1 + z2 und Us = x129. Sei 6 = x1 — 29,
D = 6% = (v1 — 22)? = (21 + 22)? — 42129 = U — 4U,. Die Galoisgruppe von F ist Gy, also ist § ¢ K,
also gilt L = K (6). Es gilt § — Uy = 2z, also
%(—UH +9)
1
Ty = .’E1—5:§(—U1—5)

r, =

Schreibt man noch § = /D, dann erhilt man
1
T = 5(—U 1 +VD)
1
T = 5(—U1 — \/5)
Das zweite Beispiel betrachtet kubische Erweiterungen. Seien k ein Kérper mit Charakteristik char(k) #
2,3, und K = k(Uy,Us,Us) der rationale Funktionenkorper in den Unbestimmten Uy, Us,Us iiber k,

F = X3+ U1X%+ Uy X + Uz € K[X] das allgemeine kubische Polynom, K C L Zerfillungkérper vonF
und z1,x2,z3 € L die Nullstellen. Sei Y = X + %Ul (genannt Tschrinhaustransformation), dann ist

1. 1 1
F(X) = (Y- §U1)3 + UL (Y — §U1)2 +Ua(Y = 3U1) + Us
1 1 1 2 1 1
= v3- 3Y2§U1 + 3Y§U12 — 2—7Uf +Y?%U, — gYUl2 + §Uf’ +YUs = 2UrUs + Us
1 2 1
= Y34 (—gUl2 +U2)Y + (2—7Uf’ - 3002+ Us)

= Y’+4pY +q=:g(Y)
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Die Nullstellen von ¢ sind y; = z; + %Ul, 1<1<3. Esgilt y1 +y2 +y3 =0, und F und g haben dieselbe
Diskriminante D = —4p> — 27¢?, denn

D= H(xi - 33]‘)2 = H(yi - yj)2~

i<j i<j

Es gilt L = K(x1,22,23) = K(y1,¥2,y3), das heifst F' und g haben denselben Zerfillungskorper. Also
haben sie auch dieselbe Galoisgruppe, ndmlich &3. Wir wissen, daf der Fixkorper von Ag gleich K (0) ist,
wobei § = H¢<j(wi —z;) = Hiq(yi — ;).

Sei L C L' der Zerféllungskérper des Polynoms X3—1 € L[X], seie = 3(—1++/=3) € L’ eine primitive
dritte Einheitswurzel. Es gilt

g2 = ¢!
e+e2 = -1
e—e? = V-3

Wir betrachten folgende sogenannte Lagrange’sche Resolventen:
a =y teyp+elys und oz =yr +e7yr + ey,

wofiir gilt
3 3
am =Y ui =Y vy =) —3> viy; = —3p.
i=1 i<j i=1 i<j
Ferner gilt:

3 3

2=yl +3e(yiye + y3ys + y3y) + 3211y + y203 + ysyi) + 6yryeys = D yP + 3es + 3%t + 6(—q).
=1 =1

Die entsprechende Formel fiir 23 erhilt man durch Vertauschen von € und €2. Es gilt
§=(y1 —y2) (Y2 — y3) (Y1 — y3) = yiy2 + Ysys + y3u1 — (193 + Y23 + ysyi) = s —t =u —2t,

wobel s + ¢t = u ist. Damit berechnen wir

V=3
2

I

1 —
est+e’t=c(s+t)+ (2 —e)t= 5(—1+\/—3)u—\/—3t= TU—F (u—2t) :—g—ki

2

Und weiter
0= (y1 +y2 +y3)(Wiy2 + y2ys + y3y1) = u — 3¢

also u = 3¢, damit

3 3
O:(y1+y2+y3)3=ny’+3u—6q:2yf+3q
i=1 =1

also Zle y? = —3q. Es folgt

3¢ V=3 27 3/=3
B = —3q+3(ss+52t)—6q=—9q+3(——2q+—2 0) = S+ =50
27 33
Z2 - — 2 — 2 6
also
27 3v/=3
a = \-Fet =g
. 21 3,=3
2 = Tl T T
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wobei die dritten Wurzeln geeignet zu wahlen sind, insbesondere muf$ z129 = —3p gelten. Schreibt man
noch 6 = v/D, so hat man

21

27 3
{’/—q +v=3D

2 2
27 3
z = i’/—q—\/—3D.
2 2
Wegen ¢ + 2 = —1 folgt
= SG+a)
Y1 = 321 22
1
1
Yz = 5(62’1-{-6222)

(Formeln von Cardano)

3.8.6 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Sei M C R? eine Menge mit mindestens zwei Punkten, g(M ) die Menge aller Geraden durch zwei ver-
schiedenen Punkte in M, k(M) die Menge aller Kreise, deren Mittelpunkte in M liegen und deren Radius
jeweils die Absténde zweier Punkte in M sind. Mit folgenden Operationen werden aus Punkten in M
Punkte in R? konstruiert:

(S1) Schnitt zweier verschiedener Geraden in g(M).
(S2) Schnitt einer Geraden in g(M) mit einem Kreis in k(M).
(S3) Schnitt zweier verschiedener Kreise.

Die Menge der aus M konstruierten Punkte sei M’. Offenbar gilt M C M’. Wir setzen induktiv

My = M
M, = M
Mn+1 == (Mn),
M = UMn

n=0

Die Punkte aus M heifen (mit Zirkel und Lineal) konstruiert. Jeder Punkt aus M kann durch endlich
viele Operationen (S1), (S2), (S3) aus M erhalten werden. Es gilt (M)’ = M, denn ist p € (]\Z)’7 so kann
P aus endlich vielen Punkten in M konstituiert werden, diese liegen in M, fiir n > 0 groft genug, also gilt
Pe M, =M,y C M.

Wir sehen jetzt R? als C an. Fiir M C C sei M = {z € C | z € M}.

Satz 3.8.29. Sei M C C mit 0,1 € M.

(a) Die Menge M ist der kleinste Unterkorper von C mit folgenden Eigenschaften:
M c M, E:M, VzeC:22e M= z€e M.

(b) Der Kérper K = Q(M U M) ist Unterkirper von M und K =K.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafs M Unterkorper von C ist. Seien z1, zo € M. Wir zeigen, dafl z; £ 2o,
21 - 2o und 21_1, falls z; # 0, konstruierbar sind; dann gilt z; + 25, 27 - zz,zl_l € M, falls z; # 0. Das
Element 27 + 29 ist allein mit dem Zirkel konstruierbar. Zu zo ist offenbar —z; konstruierbar. Also ist
z1 — zo konstruierbar.
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Um zu zeigen, daf 21 - 22 konstruierbar ist, bemerken wir zunéchst, daf fiir g € g(M Jund z € gN M
die zu g orthogonale Gerade ¢’ durch z in g(M) liegt. Fiir positive r1,70 € M NR ist r; - ro konstruierbar.
Seien nun z, = ri(cos i +isinpg), k =1,2, mit 0 < 1, p2 < 27, r1,79 > 0. Dann ist

2122 = rira(cos(p1 + @2) + isin(pr + p2)).

Die Punkte r; und r, sind konstruierbar, also ist 1 -ro konstruierbar. Der Winkel ¢ + 9 ist konstruierbar.
Also ist 21 - z9 konstruierbar.

Zeigen wir nun, daf 27 ' fiir 2; # 0 konstruierbar ist. Es gilt 27' = r ' (cos(—1)) + isin(—¢1). Da
r; ' und —¢; konstruierbar sind, ist z; " konstruierbar.

Die ersten beiden charakterisierenden Eigenschaften sieht man leicht wie folgt: Wir wissen, dal M C M

ist. Zu z € M ist Zz konstruierbar. Es folgt McM , also McM , und damit Gleichheit. Offenbar gilt
K=QMUM)C M. Wegen MUDM C K, gilt MUDM C K. Da K ebenfalls Unterkorper von C ist, folgt
K=QMUM)C K und K = K. Dies ist die Aussage (b).

Fiir die dritte charakterisierende Eigenschaft, sei nun 0 # z = r(cosp +isinp) mit 7 > 0, 0 < ¢ < 27
und 22 = r2(cos(2p)+isin(2p)) € M. Zu zeigen ist, daf z konstruierbar ist. Der Winkel ¢ ist konstruierbar.
Um zu zeigen, daf r konstruierbar ist, kdnnen wir annehmen, daf r2 > 1, andernfalls ersetze man r durch

r

nr mit geeignetem n. Der Punkt 1 + iy auf dem Kreis |z — §| = é mit Radius ; um den Punkt § ist

offensichtlich konstruierbar. Man erhélt also ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Langen 1 und y
und Hypotenuse x = /1 + y2. Es gilt |1 + iy — §| = % genau dann, wenn (1 — §)2 +y? = %. Und dies
gilt, genau dann, wenn (1 — 72 + 32?) = 0, genau dann, wenn x = r.

Es bleibt die Minimalitét von M in (a) zu zeigen. Zur Vorbereitung beweisen wir folgendes

Lemma. Ist L C C ein Unterkérper mit i € L und L = L, so gilt
(i) Ist z € C Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden in g(L), dann liegt z in L.

(i) Ist z € C Schnittpunkt einer Geraden in g(L) und eines Kreises in k(L), oder zweier verschiedener
Kreise in k(L), so existiert w € C mit w? € L und z € L(w).

Beweis hierzu. Wir bemerken zuerst: Ist z = v +iy € L mit z,y € R, dann gilt z,y € L, denn x = %(z +Z)
und y = 3 (2 — Z). Sei nun z Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden g = {zg + Az; | A € R} und
g = {z) + pzi | p € R}, mit 2g, 20, 21,21 € L und 2z, = xp + iyx, 2, = ), + 1y, kK = 0,1. Dann ist z

bestimmt durch die Gleichung zo + Az; = 2{ + pz{, das heift durch die Gleichungen

To+A\ry = x(+ ph
Yo+ = o+
Als Matrixgleichung
G ) G)= (=)
yioy p Yo—vo )

/!
Die Koeffizienten dieses Systems liegen alle in L und es gilt det < ?951 x} > # 0: Also liegen A und p in
1 1

L, somit auch z.
Sei jetzt z Schnittpunkt von {zg + Az | A € R} mit z; # 0 und dem Kreis um zo mit Radius r > 0,
wobei zg, 21, 22,7 € L.

Es gibt A € R mit 2 = 2y + Az; und |22 — 2|2 = 72, das heift |20 + A\21 — 22| = r?, fiquivalent zu
2

2
X4 =E2t20 )2 = (ﬁ) , das heiflt (A +2)? +y = (ﬁ) , wobel 222 =z + 4y ist mit x,y € R. Es gibt
[21]
Sei schlieflich z Schnittpunkt von zwei verschiedenen Kreisen, das heifst, es geniigt den Gleichungen
|z — 20| =1, |2 — 21|? = 7% mit 20, 21,70,71 € L und 21 # zg. Seien z = x + iy, zx = a1, +iyx, k € {0,1}.
Dann haben wir

2
w € C mit w? = (L> — 42, Dafiir gilt A + 2 = +w. Es folgt A € L(w), also z = 29 + Az; € L(w).

(x =20+ (y—w)* = 75

(—21)*+ (y —)? 1.
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Subtraktion ergibt die Geradengleichung
wA(@1 = o) + YAy — yo) = 1§ —ri + i —af +yi — 95,

wobel (1 — xo,y1 — yo) # (0,0) ist und alle Koeffizienten in L liegen. Die Behauptung folgt nun aus dem
vorhergehenden Fall. O

Nun zur Minimalitét von M. Sei L ein Unterkdrper von C mit M C L, L = L und fiir alle z € C mit
2% € L folge z € L. Wir zeigen M C L: Es gilt My = M C L nach Voraussetzung, wegen i> = —1 € L folgt
i € L. Also gelten die Aussagen (i) und (ii) aus dem Lemma fiir L. Wir nehmen an M,, C L fiir ein n > 0
und zeigen M,,+; C L. Damit wird McCL gezeigt sein. Sei z € M, +1. Dann entsteht z durch eine der
Operationen (S1), (S2), (S3) aus M,,. Ist z Schnittpunkt zweier verschiedener Geraden in g(M,,) C g(L),
dann gilt z € L nach dem Lemma. Ist z Schnittpunkt einer Geraden in g(M,,) C g(L) mit einem Kreis in
k(M,) C k(L), oder zweier verschiedener Kreise in k(M,,) C k(L), so gibt es nach dem Lemma ein w € C
mit w? € L und 2z € L(w). Aus der Voraussetzung fiir L folgt w € L, also z € L. O

Im n#chsten Satz seien alle Korper Unterkérper von C.

Satz 3.8.30. Sei M C C mit0,1 € M und K = Q(M, M). Fiir einen Punkt z € C sind folgende Aussagen
dquivalent:

(a) Es ist z € M, das heifit z ist aus M (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar.

(b) Es gibt eine Folge von Erweiterungen K = Ly C Ly C ... C L, = L, r € Ny, und w; € L; mit
w? € Li—y und L; = Li_1(w;) fiir 1 <i<r, sodaff z € L ist.

(¢) Das Element z ist algebraisch iber K und die Galoisgruppe des Minimalpolynoms f € K[X] von z
ist eine 2-Gruppe.

Eine Erweiterung wie in (b) heifit der Kiirze halber spezielle Radikalerweiterung.

Beweis. [(a) = (b)] Sei E die Menge aller z € C, die der Bedingung (b) geniigen. Wir werden M C E
zeigen, indem wir zeigen, dafl E Unterkorper von C ist mit M C E, E = E, und so daf fiir alle z € C mit
22 € F bereits z € F gilt.

Offenbar ist K C FE, insbesondere also M C E. Nun zeigen wir, daff £ Unterkoérper von C ist: Seien
21,722 € F, seien K C L;, v+ = 1,2, spezielle Radikalerweiterungen mit z; € L;. Dann ist Lq Ly spezielle
Radikalerweiterung (siehe Lemma7 und es gilt 21 £ 29 € Ly Ly. Offenbar gilt 2, e Ly falls z; # 0.
Nun zeigen wir E = E: Sei z € E, K C L spezielle Radikalerweiterung mit z € L. Dann ist K = K C L
ebenfalls spezielle Radikalerweiterung und es gilt Z C L. Es folgt Z € E. Also haben wir E C E, damit
E = E. Sei schlieRlich z € C mit 22 € E. Dann gibt es eine spezielle Radikalerweiterung K C L mit
z? € L. Dann ist K C L C L(z) spezielle Radikalerweiterung mit z € L(z), folglich gilt z € E:

[(b) = (c)] Sei K C L spezielle Radikalerweiterung mit z € L. Sei L C L’ normaler Abschlufs von
L/K. Die Erweiterung L'/K ist dann Galois’sch. Da L’ Kompositum der o(L), o € Algy(L,L’) ist,
ist auch L'/K spezielle Radikalerweiterung. Es folgt, daf Gal(L'/K) eine 2-Gruppe ist. Offenbar ist das
Element z algebraisch iiber K. Sei f € K[X] sein Minimalpolynom und F Zerfallungskorper von f mit
Fcl.

Da G(f) = Gal(F/K) zu einer Faktorgruppe von Gal(L'/K) isomorph ist, ist G(f) ebenfalls eine
2-Gruppe.

[(c) = (a)] Sei f Minimalpolynom von z, F' ein Zerféllungskorper von f und G = G(f) = Gal(F/K)
sei 2-Gruppe. Es gibt eine Normalreihe G = Hy D Hy D ... D H, = {e} mit [H; : H;y1] = 2 fir
0 <i<r. Sei F; = Fixp(H;), 0 < i< r. Man erhélt so eine Folge K = Fy C F; C ... C F, = F in der
F;_1 C F; Galois’sch vom Grad 2 ist. Es gibt w; € F; mit w? € F;_; und F; = F;_1(w;), 1 <i < 7. Wegen
wie K=FC M folgt wy € M, also Fy = Fy(wy) C M. Induktiv folgt F. = F C M, somit z € M. O

Einige Beispiele

Wiirfelverdopplung 3.8.31. Gegeben sei ein Wiirfel der Kantenlinge a > 0. Ist ein Wiirfel doppelten
Inhalts, nimlich 243, aus a mit Zirkel und Lineal konstruierbar?
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Sei speziell a = 1, ist /2 aus M = {0, 1} konstruierbar? Es gilt K = Q(MUM) = Q. Das Minimalpolynom
von /2 iiber Q ist f = X3 — 2, es gilt G(f) = &3. Da &3 keine Zweigruppe ist, ist /2 nicht aus M
konstruierbar. O

Winkeldreiteilung 3.8.32. Gegeben ist ein Winkel . Ist £ mit Zirkel und Lineal konstruierbar? Ge-
nauer: Ist z = €5 aus {0,1,w = €'¢} konstruierbar?

Wir betrachten speziell ¢ = Z, das heift w = '5 = e2mis = (14 14v/=3). Sei z = €' = z + iy mit
x = cos 4 und y = sin §. Der Punkt z ist genau dann konstruierbar, wenn z,y kontruierbar sind. Es gilt
w=2%=2%—3xy* + By —y?)i = 2® — 3x(1 — 2%) + (3(1 — )y — y*)i = 42® — 32 + (3y — 4)i.

Es folgt 42% — 3z — 3 =0, also (22)® — 3(2z) — 1 = 0. Das Polynom X® — 3X — 1 € Q[X] ist irreduzibel,
also hat 2z den Grad 3 iiber Q. Damit sind 2z, z und z nicht konstruierbar. O

Quadratur des Kreises 3.8.33. Sei a > 0. Kann man ein Quadrat konstruieren, dessen Fliche gleich
der Kreisfliche a®m ist?

Sei speziell @ = 1. Die Frage ist dann, ob /7 konstruierbar ist. Wére das der Fall, so wire auch 7
konstruierbar, insbesondere algebraisch iiber K = Q. Aber 7 ist transzendent. O

27i

Regulidres n-Eck 3.8.34. Sei M = {0,1}. Ist z, = e™» , n € N, aus M konstruierbar?

In diesem Fall ist K = Q, das Minimalpolynom von z, ist ¢,, die Galoisgruppe von ¢, ist isomorph
zu (Z /(n))*. Also ist z, genau dann konstruierbar, wenn ¢(n) Potenz von 2 ist. Ist p Primzahl, so gilt
¢(n) =p— 1. Also ist z, genau dann konstruierbar, wenn p — 1 Potenz von 2 ist.

Proposition. Ist 2™ + 1 Primzahl, wobei m € N ist, dann gibt es k € N mit m = 2F.
Beweis. Ist m = gl mit ¢ = 2*, k € Ny, und [ > 2 ungerade. Dann gilt
M 41 =21 4 1= (294 1)(200"D —200=2) 4 920 17
und es gilt 1 <29+ 1 < 2™ 4 1. Also ist 2" + 1 nicht prim. O

Fir k£ € Ny heifst Fj, = 22" + 1 die k-te Fermat’sche Zahl. Fermat’sche Primzahlen sind

F, = 3
F = 5
F, = 17
F3; = 257
F, = 65537

Man kennt keine weiteren.
Es folgt, dak 2, konstruierbar ist, wenn p Fermat’sche Primzahl ist. Allgemeiner gilt:

Satz 3.8.35 (Gaub). Sein € N, n > 2. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) Der Punkt z, ist konstruierbar.
(b) Die Euler’sche Zahl p(n) ist Potenz von 2.
(¢) Es gibt m € Ny und Fermat’sche Primzahlen py < ... <p,, r € Ng, mit n =2"py - p,.
Beweis. Die Aquivalenz ,,(a) < (b)* hatten wir bereits oben gesehen. Fiir die Aquivalenz ,,(b) < (c)*

sei n = 2"pit - p¥ mit m,r € Ny, Primzahlen py,...,p, und vq,...,v, € N. Dann ist
1 falls m =0
n)=e(p —p~t. .. —Dpr~t mite=
¢(n) = e(p1 — 1)py (pr — L)py 91 falls m > 1
Das heiftt ¢(n) ist Potenz von 2 genau dann, wenn vy = ... =v,. =1 und p; — 1,...,p, — 1 Potenzen von
2 sind, das heifst, wenn vq,...,v. =1 und p1, ..., p, Fermat’sche Primzahlen sind. O

Beispiel* 3.8.36. Ist 25017 = e30r7 mit Zirkel und Lineal konstruierbar?
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3.9 Der Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome

3.9.1 Basen in Algebren

Sei ¢ : R — T ein Homomorphismus zwischen kommutativen Ringen. Dann ist T eine R-Algebra und
man hat auf T eine Skalarmultiplikation

rt=p(r)t firre R, teT.

Eine Familie (¢;);c; von Elementen in T" heift Erzeugendensystem von T {iber R, wenn es zu jedem ¢t € T'
eine Familie (r;);e; von Elementen in R, r; = 0 fur fast alle ¢ € I gibt mit ¢ = Ziel r;t;. Die Familie
(t;)icr heikt frei oder linear unabhéngig iiber R, wenn fiir jede Familie (7;);c; von Elementen in R, r; =0
fiir fast alle 4 € I, mit ), rit; = 0 gilt r; = 0 fiir alle i € I. Die Familie (;);c; heift Basis von T' iiber
R, wenn sie freies Erzeugendensystem ist.

Beispiel 3.9.1. Sei T' = R[X},...,X,] der Polynomring in n Unbestimmten. Dann ist die Familie der
Monome X7*--- X2, (a1,...,an) € Ny eine Basis von T iiber R.

Eine Familie ¢4, ...,t, € T heiftt linear unabhéngig iiber R, wenn der Homomorphismus
R[Xl,.. 7Xn] — T,f — f(tl,,tn)
injektiv ist.
3.9.2 Der Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome

Sei R # 0 ein kommutativer Ring, n € N und R[Xy,...,X,] der Polynomring in n Unbestimmten iiber
R. Fir 0 € G,, ist

0ot RIX1,. .., X0 = RIX1, o Xl f e F(Xo(tys s Xom)
ein R-Algebrenautomorphismus. Man setzt o f = ¢, (f).
Definition 3.9.2. Ein Polynom f € R[Xy, ..., X,] heift symmetrisch, wenn o f = f fiir alle o0 € &,,.

Beispiele 3.9.3. (a) Fiir k € Ny ist die k' Potenzsumme p;, = >, XF symmetrisch. Dabei ist
po =n.l.

(b) Die Diskriminante D(X7,..., Xn) = J[;;(X; — X;)? ist symmetrisch.

(c) SeiY eine weitere Unbestimmte. Dann ist [[_, (Y — X;) = Y0 _,(=1)*s Y% € R[Xq,..., X,,][Y],

wobei
So = 1
S1 = Xl —+ ... Xn
sk = E Xy - Xy,
1<i1<...<ip<n
sp = Xi1---X,.
Die si,...,s, sind symmetrisch, sie heiffen elementarsymmetrische Polynome als Funktionen in

X1, ..., X,. Die symmetrischen Polynome in R[X7, ..., X,,] bilden eine Unteralgebra von R[X1,..., X,],

die R[sq,...,sy] enthélt.

Hauptsatz iiber elementarsymmetrische Polynome 3.9.4. Seien R, R[ X, ..., X,] und R[s1,. .., sy]
wie oben.
(a) Die Unteralgebra der symmetrischen Polynome in R[X1,...,X,] stimmt mit R[s1, ..., sp] Uberein.
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(b) Die s1,...,sy, sind algebraisch unabhdngig iber R.

(¢) Die Familie X{* - X, mit 0 < oy < @ fiir 1 < i < n, ist eine Basis von R[Xy,...,X,] dber
R[s1,...,58n]

Beweis. Induktion nach n. Sei n = 1, dann ist s; = X3 und alle Polynome in R[X;] sind symmetrisch,
alle drei Behauptungen sind trivial.

Sei nun n > 1. Wir sehen R[X7,...,X,] als Polynomring in Xi,...,X,,_; iber R[X,] an. Die Induk-
tionsannahme lautet:

(a’) Die R[X,]-Unteralgebra der in X1, ..., X,_; symmetrischen Polynome in R[ X7, ..., X, ] ist R[s},...,s,_1, Xx],
wobel §,...,s],_; die elementarsymmetrischen Polynome in R[X}, ..., X, _1] sind.

(b’) Die si,...,s),_ sind algebraisch unabhingig iiber R[X,,].

(¢’) Die Familie X -+ X "', mit 0 < o < i fiir 1 <4 < n— 1, ist Basis von R[X7,...,X,] iiber

n—1 >

Rlsh,...,s,_1,Xnl.

Aus .
S (=Dksy =TIV = Xi) = (V = Xp) - ) (—1)kspym ik
k=0 i=1 k=0
folgt
so = sp=1
Sp = Spt+ S Xn firl<k<n-—1
Spn = S/an

Induktiv setzt man

5;: ka Z k jstTIf_j firl<k<<n-1.
Aus diesen Formeln folgt, daft R[s),..., sl 1, Xn] = R[S1,...,8n—1, Xn] ist.

Lemma. Die Tupel s},...,sh_1,Xpn und s1,...,8n—1, X, sind algebraisch unabhingig iber R

Beweis hierzu. Nach (b’) sind s, ..., s],_; algebraisch unabhéngig iiber R[X,,]. Dannsind s}, ..., s, 1, X,
algebraisch unabhéngig iiber R: Sei

h = Zalx'*wanfl halv---aanfl (Yn)Ylal e Y:—nl_l R[Y17 s v}/’n] mit

0="h(s1, 801, Xn) = 2o, any Py (X)) (57) - (s7,0) 7.
Dann gilt fir alle avg, . .., ap—1, dadie s, . .., s,,_; algebraisch unabhéngig iiber R[X,,] sind, hay .0, (Xn) =
0, das heilt hq,,.. o, , =0, und damit A = 0. Also ist das erste Tupel algebraisch unabhéangig tiber R.
Es gibt einen R[X,]-Algebrenhomomorphismus

w:R[s),...,sh_1,Xn] = R[s},....8,_1,Xs] mit
o(s},) = (—1)]“X7]§+Zf:1(— 1)k—igl Xkt firl<k<n-—1

Esgilt fir 1 <k <n
(k) = (sk) + (k1) Xn = (“DFXN + ) (=DF X0+ ()P IXE 4 Y (D)X T =

Ist nun f € R[Y1,...,Y,] mit f(s1,...,8,—1,Xy) =0, so gilt

0= gO(f(Sl, e ~a3n71aXn)) = f(cp(sl)v .. ”@(snfl)vXn) = f(sllv . '7‘9;1717Xn)‘

Also ist f = 0, und damit ist auch das zweite Tupel {iber R algebraisch unabhéngig. O

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl Algebra Seite 131 von m

Nun zum Beweis von (a), (b) und (c).
Zu (a): Wir miissen zeigen, daf jedes symmetrische Polynom f € R[Xy,...,X,] in R[s1,..., s,] liegt.
Wir argumentieren mit Induktion iiber deg(f). Da die homogenen Komponenten von f ebenfalls sym-
metrisch sind, kénnen wir annehmen, daff f symmetrisch und homogen ist. Sei aukerdem f ¢ R, mit
deg(f) = m > 0. Da f in Xy,..., X,y symmetrisch ist, gilt f € R[s],...,s/,_;, Xn] nach (a’), also
f € Rl[s1,...,80-1,X,]. Es gibt eindeutig bestimmte fi,...,f; € R[s1,...,s,-1] mit f = >>"_, f;X].
Dabei ist fo = 0 oder fy # 0 und homogen vom Grad m. Ist f = fy, so ist man fertig. Ist f # fo, so gibt
es genau ein g € R[ X1, ..., X,] mit

f - fO =g- X
Da f — fo symmetrisch ist, ist dann f — fy durch Xy, ..., X, teilbar, also ist f — fo durch X7 --- X,, = s,
teilbar. Somit gibt es h € R[X1, ..., X,] mit

f - fO = hsn
Dann ist h ebenfalls symmetrisch und homogen. Da deg(h) < deg(f) gilt nach Induktionsannahme iiber
deg(f) =m, dak h € R[sy,..., s,] ist. Es folgt f € R[s1,...,sx].
Bemerkung. Man mache sich die Konstruktion am Beispiel f = X7 X5, + X; X2 klar.
Zu (b): Aus 0= [[/_,(X,, — X;) = >0 _o(—1)Fsp Y, F folgt
n—1

(_1)n+15n = Z(_l)kSngik = X:Ll - SlX:Llil +...+ (_1)n715n—1Xn-
k=0

Wir beweisen zunichst folgendes allgemeinere Lemma.

Lemma. Sei A ein kommutativer Ring, A[X] der Polynomring in einer Unbestimmten iber A. Sei h =
en X"+ ..+ X+ € AX] mitn =1 und a, € A*. Dann gilt:

(a) Das Element h ist algebraisch unabhdingig tiber A .
(b) Die Familie 1, X,..., X"~ ist eine Basis von A[X] iber A[h].

Beweis hierzu. Zu (a): Firp = ag+ ...+ a, Y™ € A[Y] mit m > 0, a,, # 0 gilt p(h) # 0. Also ist h
algebraisch unabhéngig iiber A.

Zu (b): Sei f € A[X]. Wir zeigen, daf es eine eindeutig bestimmte Familie r; € A[X], i € Ny, fast alle
Null gibt mit deg(r;) < n und f = Zj>0 r;h. Dies ist klar, wenn deg(f) < n ist. Andernfalls gibt es
eindeutig bestimmte rg, gy € A[X] mit f = goh + ro und deg(rg) < n. Da deg(qo) < deg(f) ist, gibt es
nach Induktion eine eindeutige Darstellung go = > >0 T+ h? wie behauptet. Es folgt

f = er+1hj+1 + 719 = erhj.

Jj=20 Jj=20

Die Eindeutigkeit ist klar. Jedes r; hat eine eindeutige Darstellung

n—1
T = E ClinZ mit ;5 € A.
=0

Man erhélt ) .
f= Z(Zaijhj)Xi mit Zaijhj e AR firo<i<n—1.
i=0 j>0 i=0
Die Eindeutigkeit ist ebenfalls klar. O
Wenn wir das Lemma auf A = R[s1,...,8,_1], X = X,, und h = (—1)"*!s, anwenden, dann erhalten
wir, dak s, algebraisch unabhéngig iiber R][s1,...,s,_1] ist. Da s1,...,s,_1 algebraisch unabhingig iiber
R sind, ist dann sy, ..., s, algebraisch unabhingig iiber R.
Zu (c): Nach (¢) ist X{' -+ X0"7' mit 0 < oy < i fiir 1 < i < n— 1, eine Basis von R[X1,...,X,]
iiber R[s1,...,8n-1,Xn]. Nach dem Lemma ist 1, X,,,..., X"~ ! eine Basis von R[s1,...,s,_1,X,] iiber
R[s1,...,8p—1]. Dann ist die Familie X7"* --- X2, mit 0 < o; < @ fiir 1 <4 < n, Basis von R[X7,...,X,]
iiber R[s1,..., $y]. Damit ist der Satz bewiesen. O
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Bemerkung 3.9.5. Der Beweis des Satzes ist konstruktiv. Betrachten wir die Gleichung f = fo(s1,...,8n—-1)+
hs,,. Bei X,, — 0 erhilt man

f(Xla N 7X’VL—170) = fO(S/la .- '7521—1)'

Also konstruiert man eine Darstellung von f als Polynom in sq,...,s, wie folgt:
(i) Man stellt f(Xy,...,X,-1,0) = fo(s},...,s,,_1) als Polynom in s/,..., s, _; dar.

(ii) Man ersetzt in fo die s9,...,s),_; durch s1,...,s,—1. Dann gibt es ein homogenes, symmetrisches
Polynom A mit f — fo = hs,. Nun stellt man A als Polynom in sq,...,s, dar.

In (i) wird die Anzahl der Unbestimmten, in (ii) wird der Grad von f gesenkt.

3.9.3 Beispiele
Beispiel 3.9.6. Die Diskriminante

i<j
ist symmetrisch. Es gilt
1 . 1
X3 Xn
[T = X;) = det , ,
1<J X{L*l Xn—l
also
1 1 1 1 n P1 - Pn-1
Xl Xn X1 Xn P1 P2 Pn
D = det . ) ) . = det .
xr=t o Xt xr=t o Xxpt Pn-1 Pn --- DP2(n—1)

Mit Hilfe der Newton’schen Formeln kann man die p; durch die s, ausdriicken.

Beispiel 3.9.7. Sei K ein Kérper, f = X" +a, 1 X" ' +...+a1 X +ag € K[X], L ein Zerfillungskorper

von f und z1,...,z, € L die Nullstellen von f. Dann ist
f= H(X — ;) = Z(—l)ksk(ml, ) XTR
i=1 k=0
also an_ = (—=1)¥sp(z1,...,2,) fiir 1 < k < n. Da D(Xy,...,X,) symmetrisch ist, gibt es g €

K[Xy,...,Xp] mit D(Xq,...,X,) =g(s1,...,8,). Es folgt

D(z1,...,zn) =g(s1(z1, ..., Tn), ..., Sn(T1, ..., 20)) = g(—an—1,...,(—=1)"aop).

Speziell: sei f = X3 +bX2+cX +d e K[X], f= (X —21)(X — 22)(X — x3), dann gilt:

b = si(x1,22,23)
¢ = so(x1,29,23)
—d = s3(x1,29,23)
Weiter ist
3 p1 op2
D(zy,22,73) =det | p1 p2 p3
b2 P33 P4
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Wir berechnen py,...,ps unter Beriicksichtigung der Gleichheit :Uf’ = —bx% —cx; —dfirl <i<3:

p1 = s1(x1,22,23) = —b

pe = 8i(x1,72,73) — 280(w1, 72, 73) = b? — 2¢

p3 = —bpy —cpy — 3d = —b(b* — 2¢) — ¢(—b) — 3d = —b> + 3bc — 3d

ps = —bps —cpa — dpy = —b(—b> + 3bc — 3d) — c¢(b* — 2¢) — d(—b) = b* — 4b*c + 4bd + 2¢>.
Schliefslich

D(x1,32,23) = 3(p2p1 — p3) — p1(P1pa — P2ps) + p2(p1ps — p3) = b2c® + 18bed — 4b°d — 4¢® — 17d>.
Beispiel 3.9.8. Seien

o = X1X2 + X3X4
B = X1Xz+XpXy
v o= XiXy+XoX3

in R[X1,...,X4]
g=Y —a)(Y =B)(Y —9) =Y + bY? +b1Y + by € R[ X1, ..., X4][Y].

Dabei gilt
—by = a+6+'y:ZXin:SQ
i<j
by = aBtay+By= > X/X;X
i G
~bp = afy= Y XIX:XP+ Y XX XX =u+v
i<i<k 7§]€{<Jkk<l'}

Damit sind w, v, b1, by symmetrisch. Wir berechnen zuerst b;:
by = X7 (Xo X3+ Xo Xa+ X3 Xa)+ X2 (X1 Xa+X1 Xa+ X3 X0) + X3 (X1 Xo+X1 Xa+Xo Xg)+ X7 (X1 Xo+ X1 X3+ X2 X3)
Also mit Xy = 0: by (X1, X2, X3,0) = X1 X2 X3(X1 + Xa + X3) = s)s5. Nun ist

by —s183 =by — (X1 + Xo+ X3+ Xy) (X1 Xo X3 + X1 Xo Xy + X1 X3Xy + XoX3Xy) = —4sy,

also
b1 — §183 — 454.
Nun zu w:
u=X7X5X5 + X7X3X; + X{X3X3 + X3XIX7,
Wieder mit X, = 0: u(X1, X2, X3,0) = (s4)2. Nun ist

u—s3 = u— (XiXoXs+ X1 XoXy + X1 X3Xs + XoX3X4)?
= —2AXTX5 XXy + XTXo XF Xy + X7 Xo X3 X7 + X1 X3 X5 Xy + X1 X3 X3 X7 + X1 Xo X5 X7)
= —28984

also

u = s§ — 28984.
Zuletzt v: es gilt
v= > XPX; XX = sa(X7 + X3 + X3+ X3) = sups

J<k<l
i¢{j,k,l}
und
pr =57 —2(X1Xo + X1 X3 + X1 X4 + Xo X3+ Xo X4 + X3X4) = 57 + 255,
Also
V= 5%54 — 28984.
Es folgt:

2 2
bo =u+v = 5754 — 45254 + 5.
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Beispiel 3.9.9. Sei f = X% 4+ bX3 + cX? +dX +e € K[X], sei L ein Zerfillungskérper von f und
Z1,...,24 € L die Nullstellen von f. Es gilt:

b = si1(z1,22,23,24)
¢ = So(x1,x9,x3,24)
—d = s3(x1,22,23,24)
e = s4(x1,29,23,24)

Die kubische Resolvente von f erhélt man, indem man in Beispiel die X; durch z; ersetzt fiir
1<i<4

bQ(Il,...,l‘4) = *52(117“'71'4) =—cC

bl(ajl,...,$4) = 51(.1317...,],‘4)33(%‘1,...,J)4)—454(.131,...,1‘4) :bd+46

bo(w1,...,ma) = —sj(1,...,wa)sa(w1, ..., 24) +Aso(21,. .. a)sa(Tr,. ., 3a) — $5(21,. .., 24) = —be + dce — d°
also

g=Y3—cY? 4 (bd — 4e)Y + b%e + 4ce — d*.

Universitdt Regensburg 28. Januar 2019 Fakultdt fiir Mathematik



Literaturverzeichnis

[1] ARTIN MICHAEL: Algebra. Birkh&user Verlag, (1993).

[2] BOSCH SIEGFRIED: Algebra. Springer-Lehrbuch, 6. Auflage, Springer-Verlag Berline Heidelberg,
(2006).

[3] BOURBAKI NICOLAS: Algebre 1-10. In Eléments de Mathématiques.

[4] HUNGERFORD THOMAS W.: Algebra. Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag New York,
(1974).

[5] LANGE SERGE: Algebra. Graduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag New York, (2002).
[6] PERRIN DANIEL: Cours d’algébre (Agrégation). CAPES, Ellipses, (1996).

[7] SERRE JEAN-PIERRE: Cours d’arithmétique. 4° édition, PUF, Paris, (1995).

UNIVERSITAT REGENSBURG

Fakultat fiir Mathematik

Universitatsstrake 31

93053 Regensburg

Germany

(+ 49) 941-943-2664
veronika.ertl@mathematik.uni-regensburg.de
http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ertl/

135


http://www.mathematik.uni-regensburg.de/ertl/

	Gruppentheorie
	Gruppen und Untergruppen
	Gruppenaxiome
	Untergruppen
	Die Untergruppen von `39`42`"613A``45`47`"603AZ, Teilbarkeit in `39`42`"613A``45`47`"603AZ
	Die Ordnung eines Gruppenelements

	Operationen von Gruppen auf Mengen
	Äquivalenzrelationen
	Operationen von Gruppen auf Mengen
	Der Satz von Lagrange
	Die Bahnengleichung
	Konjugation

	Homomorphismen, Faktorgruppen
	Homomorphismen, Normalteiler
	Beispiele, Bemerkungen
	Faktorgruppen
	Die Faktorgruppen von (`39`42`"613A``45`47`"603AZ,+)
	Die Isomorphiesätze
	Zyklische Gruppen
	`39`42`"613A``45`47`"603AZ/`39`42`"613A``45`47`"603AZa als Ring, prime Restklassen

	Direkte und semi-direkte Produkte
	Direkte Produkte
	Der Hauptsatz für endliche abelsche Gruppen
	Einige Anwendungen
	Semidirekte Produkte

	Einige Tatsachen über die Sn
	Zykelzerlegung von Permutationen
	Signum einer Permutation
	Beispiele
	Die Einfachheit von An, n5

	Die Sätze von Sylow
	Beweis der Sätze, Folgerungen
	Anwendungen
	Nilpotente Gruppen


	Ringtheorie
	Allgemeine Tatsachen
	Ringe, Unterringe, Ideale
	Ringhomomorphismen
	Faktorringe

	Polynomalgebren
	Monoidalgebren, Polynomalgebren
	Einsetzen von Elementen
	Division mit Rest in R[X]

	Integritätsringe
	Definition und Beispiele
	Euklidische Ringe

	Ringe von Brüchen
	Konstruktion des Quotientenrings
	Primkörper, Charakteristik

	Maximale Ideale und Primideale
	Das Lemma von Zorn
	Maximale Ideale
	Primideale
	Kettenbedingungen

	Teilbarkeit in Integritätsringen
	Teilbarkeit, irreduzible Elemente
	Primelemente
	Faktorielle Ringe
	Kleinstes gemeinsames Vielfaches und größter gemeinsamer Teiler
	Primfaktorzerlegung im Quotientenkörper `39`42`"613A``45`47`"603AFrac(R)
	Faktorielle Polynomringe
	Irreduzibilitätskriterien
	Der chinesische Restsatz


	Körpertheorie
	Endliche und algebraische Körpererweiterungen
	Definitionen
	Endliche Körpererweiterungen
	Algebraische Elemente und Erweiterungen
	Der algebraische Abschluß eines Körpers in einem Oberkörper

	Zerfällungskörper und normale Körpererweiterungen
	Adjunktion von Nullstellen
	Fortsetzung von Homomorphismen 
	Der Zerfällungskörper eines Polynoms
	Normale Erweiterungen
	Die Anzahl der Einbettungen

	Separable Körpererweiterungen
	Separable Erweiterungen
	Der Satz vom primitiven Element
	Kriterien für die Separabilität von Polynomen

	Endliche Körper
	Galoiserweiterungen
	Definition
	Der Zugang nach Dedekind und Artin
	Erste Beispiele
	Der Hauptsatz der Galoistheorie
	Komposita als Galoiserweiterungen

	Zerfällungskörper von Xn-a
	Einheitswurzeln
	Zerfällungskörper von Xn-a
	Kreisteilungspolynome
	Verhalten der Kreisteilungspolynome über endlichen Körpern

	Weitere Resultate über Galoiserweiterungen
	Die Galoisgruppe von Polynomen vom Grad 3 und 4
	Endliche abelsche Gruppen als Galoisgruppen über `39`42`"613A``45`47`"603AQ
	Das allgemeine Polynom n-ten Grades
	Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra nach Artin

	Auflösbarkeit von Gleichungen durch Radikale
	Auflösbare Gruppen
	Norm und Spur einer endlichen Galoiserweiterung
	Zyklische Galoiserweiterungen
	Durch Radikale auflösbare Erweiterungen
	Beispiele
	Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

	Der Hauptsatz über elementarsymmetrische Polynome
	Basen in Algebren
	Der Hauptsatz über elementarsymmetrische Polynome
	Beispiele

	Literaturverzeichnis


