Examensaufgaben Herbst 2018 Thema 1

Aufgabe 1 (12 Punkte). (a) Zeigen Sie, daf das Polynom z7 + 3z + 3 € Q[z] irreduzibel ist.
(b) Bestimmen Sie die Ordnung der Permutation (12)(34)(567).

(c) Sei G eine abelsche Gruppe und seien a, b, c € G. Angenommen a hat Ordnung 2, b hat Ordnung 4
und ¢ hat Ordnung 6. Bestimmen Sie die Ordnung von abc € G.

(d) Bestimmen Sie alle Einheitswurzeln in dem Kérper Q(v/3).

Lisung. Zu (a): Das angegebene Polynom ist ein Eisensteinpolynom iiber dem Integrititsring Z fiir die
Primzahl 3, denn es ist primitiv, und 3 teilt alle Koeffizienten auRer den Leitkoeffizienten, und 32 teilt
nicht den konstanten Term. Damit ist das Polynom irreduzibel {iber Z und nach dem Satz von Gauf auch
irreduzibel iiber dem Quotientenkérper Q von Z.

Zu (b): Der angegebene Zykel o = (12)(34)(567) ist bereits als Zerlegung in disjunkte Zykel dargestellt
mit o1 = (12), o2 = (34), 03 = (567). In einem solchen Fall ist die Ordnung von o genau das kgV der
Odnungen von o1, o2 und o3. Da ord(c1) = ord(o2) = 2 und ord(os) = 3 ist, folgt ord(c) = 6.

Zu (c): Da G kommutativ ist, gilt wie oben, dafs die Ordnung von abc das kgV der Ordnungen von a, b
und c ist. Also ord(abc) = 12.

Zu (d): Da+/3 € Rgilt Q(v/3) C R. Da C algebraisch abgeschlossen ist, befinden sich alle Einheitswurzeln
iiber Q in C. Da sie Norm 1 haben, befinden sie sich auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene. Dieser
schneidet die reelle Achse in genau zwei Punkten, ndmlich {1, —1}. Diese sind die einzigen Einheitswurzeln
in R und da ebenfalls {1, —1} C Q(v/3) sind dies auch die einzigen EInheitswurzeln von Q(/3).

Aufgabe 2 (12 Punkte). Sei G eine Gruppe.

(a) Sei H C G eine Ungergruppe von endlichem Index. Zeigen Sie, daff die Menge {gHg ' | g € G}
endlich ist.

(b) Es seien nj,ny € N und es seien Hy, Hy C G Unterruppen mit [G : Hi] = ny und [G : Hs] = no.
(Fiir eine Untergruppe K von G bezeichne [G : K| den Index von G nach K.) Zeigen Sie, daft
[G : (Hl n HQ)] < nying ist.

(c) Sei H C G eine Untergruppe von endlichem Index. Zeigen Sie, daf ein Normalteiler N C G von
endlichem Index existiert, fiir den N C H gilt.

Lésung. Zu (a): Betrachte die Abbildung von Mengen

G/H — {gHg ' | g€ G}, zH — xHx .

1

Diese ist wohldefiniert, denn sei xH = yH fiir =,y € G, so gilt y 'z, z~ 'y € H, also

1

cHr ' =za lyHy ‘et = yHy L.

Es ist klar, daR die Abbildung surjektiv ist. Da |G/H| = [G : H] endlich ist, ist auch |[{gHg™! | g € G}|
endlich.

Zu (b): Betrachte die Abbildung von Mengen
G/H1 NHy — G/H1 X G/H27£UH1 N Hy — (le,ng).

Wir zeigen zuerst, daf sie wohldefiniert ist. Sei 2 H;NHy = yH N Hy, dann ist zy~' € HiNHy, also zy~! €
Hy und zy~! € Hs. Folglich xH, = yH; und xHy = yHs oder zusammen (xH;,zHs) = (yHy,yHo).
Nun zeigen wir, daf sie injektiv ist. Fiir zwei Elemente aus dem Bild gelte (xH;,2Hs) = (yHy,yHz). Es
folgt xH, = yH; und xHy = yH,, also zy~' € H; und zy~! € Hy. Zusammen zy~' € H; N Hy und das
bedeutet xHy N Hy = yH; N Hs.
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Fiir die M&chtigkeit von G/H; N Hy kénnen wir nun schliefien
[G : Hy ﬂHQ] < |G/H1 X G/HQ‘ = ‘G/Hl‘ . |G/H2| =N Na.

Zu (c): Die Teilmengen gHg~ ' C G, wobei g die Elemente von G durchliiuft sind die zu H konjugierten
Untergruppen. Nach (a) gibt es davon endlich viele. Setze

N := ﬂ gHg™ L.

Als Schnitt von Untergruppen ist dies wieder eine Untergruppe. Weiterhin gilt fir z € G

zNz~! = ﬂ rgHg 'z = ﬂ yHy ' = ﬂ yHy !,
9eG y=zg,9€G yeG

wobei die letzt Gleichhit gilt, da die Multiplikation mit x bijktiv auf G ist. Also ist N wirklich ein
Normalteiler von G' (und amit auch von H. Fiir alle Gruppen gHg ™! gilt [G : gHg™ '] = [G : H] = n. Wir
wenden Teil (b) induktiv auf den endlichen Schnitt gec 9H g~ ! an und erhalten

[G:N|<[G:H™,
wobei m die Anzahl der verschiedenen Untergruppen gHg ' C G ist.

Aufgabe 3 (12 Punkte). Seien p eine Primzahl, ¢ = p™ (n > 1) eine Primzahlpotenz und F, der endliche
Koérper mit ¢ Elementen.

(a) Zeigen Sie im Falle p # 2: |{2? | z € F,}| = 42+
(b) Sei a € F, gegeben. Zeigen Sie, daf z,y € F, so existieren, daf o = 2% + y? gilt.
Hinweis: Betrachten Sie den Schnitt der Mengen {a — 22 € F, | # € F .} und {y* € F, | y € F }.

Lésung. Zu (a): Natiirlich ist 0 ein Quadrat in F,. Es bleibt also die Anzahl der Quadrate in der
multiplikativen Gruppe IF; zu bestimmen. Betrachte hierauf den Gruppenhomomorphismus

¢ :Fy = Fy oe 2,
Sein Bild im(¢) sind genau die Quadrate ungleich Null in F,. Der Kern ist
ker(¢y) = {z € I,

Dies sind genau die Nullstellen des Polynoms X? — 1 € F,[X]. Da p # 2, ist in F, 1 # —1, also ist
ker(¢) = {1, —1}. Nach dem Homomorphiesatz induziert 1) einen Isomorphismus

F; /ker() = im(1)).

z? =1}.

Nach dem Satz von Lagrange ist

-1
[im()| = | Fy |+ [ ker(w)] = T5—.

Also gibt es q;—l Quadrate in ;. Zusammen mit der Null also %1 Quadrate in F,.
Zu (b): Sei My = {a —2? € F, | # € Fg} und My = {y* € F, | y € F,}. Wir haben bereits festgestellt,
dafl Ms die Méchtigkeit %1 hat. Betrachte nun die Abbildung

My — Mi;u— a—u.

Diese ist eine bijektive Abbildung von Mengen. Also hat die Menge M; ebenfalls % Elemente. Es gilt
M, U M, C F,. Wére der Schnitt von M; und M> leer, dann wére

q+1:|M1UM2| < |Fq| =dq.
Ein Wlderspruch. Also enthélt der Schnitt M; N M> Mindestens ein Element u, das heifit es gibt ,y € F,

mit o — 2?2 = u = y2. Fiir diese gilt also o = 22 + y2.
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Aufgabe 4 (12 Punkte). Seien p > 0 eine Primzahl, Q C K eine Korpererweiterung vom Grad p, o € K
ein Element mit K = Q(«), a1 = a, .. ., o die Konjugierten von « iiber Q und letztlich £ := Q(a, ..., ap)
die normale Hiille von K/ Q.

(a) Zeigen Sie, zum Beispiel durch Betrachten der Operation der Galoisgruppe auf den Nullstellen, daf
die Galoisgrippe Gal(E/ Q) eine zyklische Untergruppe der Ordnung p enthalt.

(b) Zeigen Sie: Gilt ay € K, so folgt K = E.

Lésung. Zu (a): Nach Voraussetzung ist [K : Q] = p und nach dem Gradsatz
[E:Q=[F: K] [K:Q

also pHE : Q). Da aber E/Q eine Galoiserweiterung ist (denn sie ist normal, und da Q Charakteristik 0
hat auch separabel), gilt
[E: Q] = [Gal(E/Q)|,

also teilt p die Méachtigkeit von Gal(E/Q) Nach dem Satz von Cauchy enthilt Gal(E/ Q) ein Element
o der Ordnung p. Die davon erzeugte Untergruppe P := (o) C Gal(f/Q) ist eine zyklische Gruppe der
Ordnung p.

Zu (b): Sei f das Minimalpolynom von «. Die Konjugierten zu « sind genau die Nullstellen von f.
Nach Voraussetzung ist E ein Zerfallungskorper von f und nach Definition Gal(f/Q) = Gal(E/Q).
Wir betrachten nun die Operation der Gruppe G = Gal(E/Q) = Gal(f/Q) auf die Nullstellenmenge
{a1,...,a,} Da f irreduzibel ist, ist die Operation transitiv. Fiir a; sei G, die STabilisatoruntergruppe.
Ist as € Q(ay), so ist Go, C Ga,. Da die Operation transitiv ist, sind die Stabilisatoruntergruppen
gleichméchtig, also folgt G, = Ga,-

Betrachte nun die Menge M = {Gq,,...,Ga,} deren Elemente die Stabilisatoruntegruppen der «; sind.
Da G,, = G, gilt M| < p. Die p-Gruppe P aus (a) operiert auf M durch Konjugation

PxM— M, (9,Ga,) — gGng_1

denn gG,, 97! = Gga,- Da P transitiv auf die Nullstellen operiert, ist uach diese operation transitiv, und

damit [M] | |P| = p, also muk |[M| = 1 und damit stimmen alle Stabilisatoruntergruppen iiberein. Da
Go, = Gal(E/Q(w;)) stimmen also alle Gal(E/Q(«;) iiberein. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
stimmen damit alle Q(c;) tiberein. Insbesondere «; € K fiir alle 1 < 4 < p, das heifit K = F.

Aufgabe 5 (12 Punkte). Sei K = {0,1,a,b} ein Korper mit vier Elementen (0 sei das Nullelement, 1 das
Einselement).

(a) Stellen Sie die Additions- und die Multiplikationstabelle von K auf.

(b) Sei f(X)=X*+ X +1 € K[X]. Zeigen Sie, daR f reduzibel ist.

(c) Bestimmen Sie den Grad des Zerfallungskorpers von f {iber K.

Lisung. Zu (a): Additionstabelle:

(+loft]afb]
0l0|1]albd
1J1[0|b]a
aflalb|0]1
b|lblal]l]0

Multiplikationstabelle:

[ [o[t]a]b]
0(j0]0]|0]|O0
101 |al|b
al|llO0Ofla|b|1
blOo|lb|1l]a
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Zu (b): Das Polynom f hat keine Nullstelle in K:

f0)=1

f)y=1

fla)=a* +a+1=0"+a+1=2a+1=1
fO)=bt"+b+1=1

Also spaltet es keinen Linearfaktor ab. Es zerféllt in quadratische irreduzible Polynome in K[X]

X'+ X+1=(X*+X +a)(X*>+ X +b).

Zu (c): Sei f, = X?+ X +aund f, = X%+ X +b. Sei « eine Nullstelle von f,. Wie man leicht sieht ist
a+ 1 die zweite Nullstelle. also f, = (X + a)(X + a+ 1). Der Zerfallungskorper von f, ist K («) und hat
Grad 2.

Weiterhin ist 8 = «a + a eine Nullstelle von f;:

folata)=(a+a)+a+at+b=a’*+a+ad’+a+b=ac’+a+a= fi(a)=0

Die zweite Nullstelle von f;, ist wiederum S+ 1 = a + a + 1. Die vier Nullstellen von f sind also {a, a +
1,8,8+ 1} und f zerfallt iiber K («) in die Linearfaktoren

f=X+a)(X+a+1)(X+B)(X+5+1).

Damit ist K («) der Zerfallungskorper von f und [K(«) : K] = 2.
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