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Korpertheorie: kurze Wiederholung
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Einige wichtige Konzepte
Endliche Ko6rpererweiterungen

K ein Korper (= kommutativer Ring mit Eins, so daff jedes Element # 0 invertierbar ist. Korpererweite-
rung: K C L, A C L eine Teilmenge

K[A] = {ze€eL;IneNy, feK[Xy,....,.Xu],a1,...,an : 2= fa1,...,an)}
=, kleinster Unterrring, der K U A enthalt”

_ . e Y
K(A) = {xEL,EIy,zEK[A],z;éO,.x—Z}

=, kleinster Unterkorper, der K U A enthalt*

Ist A={ay,...,a,}, dann ist

K[A] = Klay, . ..,ay] {f(ar,...,;an): f € K[Xy,...,X,]}

K(A)=K(ay,...,a,) = {M:f,g6K[Xl,...,Xn],g(al,...,an);EO}.

Endlich erzeugt: wenn es ay,...,a, € L gibt mit L = K(ay,...,a,)
Einfach: wenn es a € L gibt mit L = K(a).

Grad von L iiber K: [L: K| :=dimg L € NU{o0}

Die Korpererweiterung L/K heifit endlich, wenn [L : K| endlich ist, andernfalls unendlich. Gradmul-
tiplikationsformel: K C L C M Korpererweiterungen. Die Erweiterung M /K ist genau dann endlich,
wenn L/K und M/L endlich sind. Dann ist

[M:K]=[M:L]L:K].

Algebraische Erweiterungen

x € L heifit algebraisch iiber K, wenn es f € K[X] gibt mit f(z) = 0. Ansonsten heifit es transzendent.
L/K heilt algebraisch, wenn jedes Element x € L {iber K algebraisch ist, sie heifft transzendent, wenn sie
nicht algebraisch ist.

Minimalpolynom: z € L algebraisch iiber K, sei

v: K[X]—= L,g— g(z).
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Es gibt genau ein normiertes, irreduzibles Polynom f € K[X] mit ker(p) = (f). Die Abbildung

K[X]/(f) = Klz], g+ (f) = g(x)
ist K-Algebrenisomorphismus.
Der Ring K|[z] ist ein Unterkdrper von L mit [K|[z] : K] = deg(f). Ist n = deg(f), dann ist 1,z,... 2"

K-Basis von K|z] iiber K.
Fiir ein normiertes Polynom f € K[X] mit f(z) = 0 sind dquivalent:

(a) f ist das Minimalpolynom von z.

(b) Fiir alle 0 # g € K[X] gilt: ist g(z) = 0, dann f|g.

(c) Fiir alle 0 # g € K[X] gilt: ist g(x) = 0, dann ist deg(f) < deg(g).
(d) f ist irreduzibel.

L/K ist endlich. & L/K ist algebraisch und es gibt z1,...,2, € L mit L = K(x1,...,x,). < Es gibt
iber K algebraische Elemente 1, ...,z, € L mit L = K(x1,...,2,)

K C L ¢ M Korpererweiterungen. M /K ist genau dann algebraisch, wenn L/K und M/L algebraisch
sind.

Algebraischer Abschluss (in einem Oberkdrper)

Die Menge K aller iiber K algebraischer Elemente von L sind ein Unterkdrper von L, der K enthilt. Es
gilt K = K. Der Korper K heift algebraischer AbschluR von K in L. Der Kérper K heift algebraisch
abgeschloften in L, wenn K = K.

Zerfallungskorper

Satz von Kronecker: K Korper, f € K[X] irreduzibel. Es gibt L D K und « € L mit f(z) = 0 und
L =K(x).

Dies ist eindeutig bis auf Isomorphie: Sind K (z;) = L; fiir i = 1,2 Erweiterungen von K mit f(x;) = 0,
dann gibt es genau einen Ringisomorphismus ¢ : Ly — Lg mit o(x;) = z2 und a| = idg, das heift
genau einen K-Algebrenisomorphismus o : L1 — Lo mit o(x1) = .

Fortsetzungssatz: Sei K C L endliche Korpererweiterung, ¢ : K — K’ Ringhomomorphismus in einen
Korper K’'. Dann gibt es eine endliche Korpererweiterung K’ C L’ und einen Ringhomomorphismus
¢ L — L' mit ¢|, = ¢.
K——1T
|
K ——1I
Zerfillungskorper: Sei K ein Korper, f € K[X]. Ein Oberkérper L von K heifit Zerfallungskorper von
f, wenn:
(a) Es existieren a € K, n € Ny, z1,...,2, € L, so daf f = o[ (X — ;).
(b) Der Korper L ist gegeben durch K(z1,...,xy,).
Dann ist L endlich iiber K.
Existenz: Es gibt einen Zerféllungskoérper L D K von f.

Eindeutigkeit: Sind K C L;, i = 1,2, Zerfallungskorper von f, dann gibt es einen Ringismorphismus
o:L; — Ly mit U}K = idg.

Grad: Ist f # 0, dann gilt
[L : K]| deg(f)".

Speziell: Sei f irreduzibel vom Grad n, dann gilt

n|[L : K]|n!.
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Normale Erweiterungen

Normale Erweiterung: Eine Korpererweiterung K C L heif$t normal, wenn sie algebraisch ist und jedes
irreduzible Polynom in K[X], das in L eine Nullstelle hat, iiber L in Linearfaktoren zerfillt.

Aquivalent:
(a) L ist normale Erweiterung von K.
(b) L ist Zerfallungskorper eines Polynoms in K[X].
(c) Fiir alle Oberkorper L C L' und alle K-Algebrenhomomorphismen o : L — L’ gilt o(L) = L'.

Ist K C L endlich und normal, K C E C L ein Zwischenkorper, dann ist auch L/E endlich und normal.
Aber: Dagegen ist im Allgemeinen E/K nicht normal!

Galoisgruppe
Ist K C L Korpererweiterung, dann ist
Gal(L/K) = {0 € Aut(L) ’ O"K =idg} C Aut(L)
die Galoisgruppe von L/K. Es gilt
Gal(L/K) C Algg (L, L).
Wenn Lg der Primkérper von L ist, dann gilt Aut(L) = Gal(L/Lg).

Sei K C L endlich und normal, G = Gal(L/K), f € K[X] ein irreduzibles Polynom, das tiber L in
Linearfaktoren zerféllt. Sei Z die Menge der Nullstellen von f in L. Dann ist

GxZ—=Z (o,x)— o(x)

eine transitive Operation (G permutiert die Nullstellen). Fiir « € Z gilt G,, = Gal(L/K (z)) (Stabilisator-
untergruppe).

Separable Erweiterungen

Sei K ein Korper.

(a) Ein irreduzibles Polynom f € K[X] heifit separabel, wenn f in einem (und dann jedem) Zerfil-
lungskérper nur einfache Nullstellen hat.

(b) Der Korper K heifit perfekt oder vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom f € K[X] separabel
ist.

(¢) Sei K C L Korpererweiterung. Ein Element x € L heift separabel, wenn x algebraisch iiber K ist,
und das Minimalpolynom von x {iber K separabel ist.

(d) Ein Oberkorper L heift separabel iiber K, wenn jedes Element in L iiber K separabel ist.

Aquivalent: Fiir eine endliche Korpererweiterung K C L sind folgende Aussagen #quivalent:
(a) Die Erweiterung L/K ist separabel.
(b) Es gibt iiber K separabel Elemente x1,...,2, € L mit L = K(z1,...,2y).

Sei L/K normal. L/K ist genau dann separabel, wenn |Gal(L/K)| = [L : K] ist.

Transitivitiit: Sei K C L endliche Erweiterung, K C E C L ein Zwischenkorper. L/K ist genau dann
separabel, wenn E/K und L/FE separabel sind.

Satz vom primitiven Element: Jede endliche separabel Erweiterung K C L ist einfach, dh. es gibt
x € L mit L =K(x).

Kriterium fiir Separabilitit von Polynomen: Sei f € K[X] irreduzibel. Das Polynom f ist genau
dann separabel, wenn f’ # 0 ist.
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Charakteristik = 0: Fiir f € K[X] gilt f/ = 0 genau dann, wenn f € K. Das heifit jedes irreduzible
Polynom in K[X] ist separabel.
Insbesondere ist jeder Kérper von Charkteristik 0 vollkommen.

Charakteristik = p # 0: Fiir f € K[X] gilt f/ = 0 genau dann, wenn f € K[X?]. Das heifit ein irreduzibles
Polynom f € K[X] ist genau dann separabel, wenn f ¢ K[X?].

Insbesondere ist K genau dann vollkommen, wenn K = KP?, das heifst der Frobenius ¢ : K — K,a — a”
ist surjektiv.

Endliche Ko6rper

p >0, p prim. Setze F, =Z /pZ.
Frobenius: o : F, — [, ist injektiv, also bijektiv. = F, ist vollkommen.

Korper mit p” Elementen: Man bezeichnet mit Fp» den Zerféllungskorper des Polynoms f = X P_X e
F,[X]. Er besteht genau aus den Nullstellen des Polynoms f und hat p™ Elemente.
Ist K ein endlicher Kérper, so gibt es n € N und eine Primzahl p € N mit K = [Fn.

Jeder endliche Kérper, K = Fp,» ist vollkommen (Frobenius o ist ein Isomorphismus).
Es gilt Aut(K) = Gal(K/Ky) = (o), und diese Gruppe hat Ordnung n. Dabei ist o der Forbeniushomo-

morphismus von K.

Endliche Erweiterungen: Sei K = IF,» endlicher Kérper, K C L endliche Kérpererweiterung vom Grad
m. Dann ist

L= Fpnn
Gal(L/K) = (o™)
|Gal(L/K)| =m

Die Erweiterung L/K ist normal und separabel.

Galoiserweiterungen

Eine Korpererweiterung K C L heiflt Galois’sch oder Galoiserweiterung, wenn L/K normal und separabel
ist.

Fiir eine Korpererweiterung K C L sind dquivalent:
(a) Die Erweiterung L/K ist endlich und Galois’sch.
(b) Es gibt eine endliche Untergruppe G von Aut(L) mit K = Fix(G).
(c¢) Die Erweiterung L/K ist endlich und K = Fix(Gal(L/K)).
(d) Die Erweiterung L/K ist endlich und | Gal(L/K)| = [L : K].
Hauptsatz der Galoistheorie

Sei K C L eine endliche Galoiserweiterung mit G = Gal(L/K), sei % die Menge aller Zwischenkorper
zwischen K und L, ¢4 die Menge aller Untergruppen von G. Dann gilt:

(a) Die Abbildungen

H =9, Ew— Gal(L/E)
¢ X Hw~ Fixp(H)

sind zueinander invers und antiton. Das heifst, sie sind antiton (monoton und ordnungsumkehrend),
und fiir alle E € ¢ gilt E = Fixy(Gal(L/E)), und fir alle H € ¢ gilt H = Gal(L/ Fixy(H)).
(b) Fir E € ¢ ist L/E Galois’sch und es gilt

[L:E] = |Gal(L/E)|
[E:K] = [G:Gal(L/E)].

Fir £ € %, H= Gal(L/E) sind &quivalent:
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(i) Die Erweiterung E/K ist Galois’sch.
(ii) Fir alle 0 € G ist o(E) = E.
(iii) Die Gruppe H ist ein Normalteiler von G.
Gilt eine der Aussagen (i)-(iii), dann ist die Abbildung

G — Gal(E/K),o 0|E
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern H. Dann ist
G/H — Gal(E/K),cH — 0|E,
Isomorphismus.
Konjugierte Galoisgruppen
Sei K C L endliche Galoiserweiterung Fir K C E, E C L und ¢ € Gal(L/K) sind dquivalent:
(a) E' =o(E),
(b) Gal(L/E') = 0 Gal(L/E)o~ 1.
Minimalpolynome iiber ZwischenkGrpern

Sei K C L endliche Galoiserweiterung mit G = Gal(L/K).

(a) Sei K C E C L und z € F ein primitives Element iiber K. Ist H = Gal(L/E) und o1, ..., 0y, eine
Linkstransversale von H in G. Dann ist [, (X — 0;(z)) das Minimalpolynom von z iiber K. Ist
insbesondere x ein primitives Element von L iiber K, dann ist [ [ .- (X —o(z)) das Minimalpolynom
von z iiber K.

(b) Sei L = K(x), H € 9, E = Fixy(H) und g = [[,cz(X —o(2)) = Sy X% Dann gilt E =
K(ao, ey at,l).

Komposita als Galoiserweiterungen

Kompositum von E und F' = EF = E(F)=F(E)=K(EUF)

Sei K C L Korpererweiterung, seien E, F’, F Korper zwischen K und L mit £ C E’. Wenn E’/F eine
endliche Galoiserweiterung ist, dann ist auch E'F/EF eine endliche Galoiserweiterung und die Abbildung

¢:Gal(F'F/EF) — Gal(E'/E),0 — o

E/

ist ein injektiver Gruppenhomorphismus.

Sei K C L Korpererweiterung, seien E, F' Korper zwischen K und L, so daf E/K und F/K endliche
Galoiserweiterungen sind.

(a) Die Erweiterung EF/K ist endliche Galoiserweiterung und die Abbildung
¢: Gal(EF/E) = Gal(F/ENF),0 o,

ist ein Gruppenisomorphismus.

(b) Die Abbildung
¢ : Gal(EF/K) — Gal(E/K) x Gal(F/K),0 + (0| 5, 0| ,.),

ist injektiver Homomorphismus. Wenn £ N F = K ist, dann ist ¢ auch surjektiv.
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Kreistielungsteilungskorper
Einheitswurzeln: Sei K ein Korper, n € N. Das Element £ € K heiftt n-te Einheitswurzel, wenn £” = 1
Menge der n-te Einheitswurzeln: p,, (K).
(a) Die Menge der n-te Einheitswurzeln ist eine zyklische Untergruppe von K*, deren Ordnung n teilt.
(b) Sei L Zerféllungskorper von X™ — 1 € K[X].
(i) Ist pn(L) = (¢), dann ist L = K(().
(ii) char K {n, dann hst p, (L) Ordnung n.

1ui) char = p prim mit p|n, und ist n = p"m mit £ € N und p 1 m, dann gilt u, = um(L).
iii) char(K i i d i k it £ € N und d il L L

Primitive Einheitswurzel: Eine n-te Einheitswurzel ¢ € K heifit primitiv, wenn ord(¢) = n ist, das
heift, wenn 1, (K) = (¢) und p,,(K) Ordnung n hat. Dann gibt es p(n) primitive n*® Einheitswurzeln.

Zerfallungsk6érper von X" — a: Seien K ein Korper, 0 # a € K, n € N mit char(K) t n und L ein
Zerfallungskorper von X™ — a € K[X]. Dann gilt:

(a) Die Erweiterung L/K ist endlich und Galois’sch.

(b) Die Gruppe Gal(L/K) ist isomorph zu einer Untergruppe des semidirekten Produktes Z /nZ x ;(Z /nZ)*,
wobei j : (Z/nZ)* — Aut(Z /nZ) der bekannte Isomorphismus j(Z)(y) = Ty fir © € (Z /nZ)*,
Yy €Z/nZ ist.

Zerfillungskdrper von X" — 1: Sei K Korper, n € N mit char(K) t n und K™ ein Zerfillungskorper
von X" — 1€ K[X].

(a) Die Erweiterung K™ /K ist Galois’sch.

(b) Die Gruppe Gal(K (™ /K) ist isomorph zu einer Untergruppe von (Z /n Z)*. Sie ist also abelsch und
ihre Ordnung teilt o(n).

Der Korper K™ heift Korper der n'®® Einheitswurzeln oder nt®" Kreisteilungskorper iiber K.

Kreisteilungspolynome: Sei K ein Korper, n € N mit char(K) tn und K ein Zerfillungskorper von
X" —1 € K[X]. Ferner sei P, die Menge aller primitiven n'® Einheitswurzeln in K™ und PKn = Pn =
[Leep, (X =0).

(a) Das Polynom ¢, ist in K[X] enthalten, und deg(¢,) = ¢(n).

(b) Das Polynom X" —1 zerféllt iber K als X" —1 = [[y54, ®a-

Das Polynom ¢,, heifit n'®® Kreisteilungspolynom.

Uber den rationalen Zahlen:

(a) Das n'® Kreisteilungspolynom ¢,, iiber Q liegt in Z[X] und ist irreduzibel in Z[X]| und Q[X].

(b) Der Korper Q™ der n'® Einheitswurzeln ist Galoiserweiterung von Q vom Grad o(n). Ist ¢ € Q™
eine primitive n'® Einheitswurzel, dann gilt Q™) = Q(e) und das Minimalpolynom von ¢ iiber Q
ist ¢p,.

(c) Die Abbildung p : Gal(Q™ /Q) — (Z /nZ)* mit p(c) = I, wenn o(e) = &, ist Gruppenisomor-
phismus.

Uber endlichen Koérpern: Sei p eine Primzahl, k € N, ¢ = pF, K = F, der Korper mit ¢ Elementen.
Ferner sei n € N mit p{n, K™ der Zerfillungskérper von X" — 1 € K[X]

(a) Tst e € K™ eine primitive n*® Einheitswurzel, dann ist K" = K (¢).

(b) p: Gal(K"™/K) = Z /nZ* mit p(t) = I, wenn 7() = €', ist ein injektiver Homomorphismus ist.
Es gilt Gal(K(™ /K) = (0*), wobei o der Frobeniushomomorphismus ist, da K (") ebenfalls endlich
ist.

Genauer p(c*) = g, und im(p) = (g). Damit folgt [K(™ : K] = ord(g) = ord,(q).

(c) Das Bild ¢,, € F,[X] des n'*® Kreisteilungspolynoms ¢,, € Z[X] ist genau dann irreduzibel iiber

K, wenn Z /nZ* = (g), dh. wenn ord,(q) = ¢(n).
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Galoisgruppe von Polynomen

Sei K ein Korper, f = f1 -+ f, € K[X] mit paarweise nicht assoziierten, irreduziblen f,..., f.. Sei L ein
Zerfallungskorper von f iiber K, M ={x € L ! fl@)=0}, Mi={xz €L | filx)=0} firi=1,...,7.

Es gilt M =J,_, M;.

Galoisgruppe von f: G(f) = Gal(L/K)

Operation: G(f) x M — M, (0,z) — o(x)

(a) Die Bahnen dieser Operationen sind M, ..., M,.
(b) Die Abbildung G(f) = S, 0 — (z — o(z)) ist injektiver Gruppenhomomorphismus.

f ist irreduzibel < G(f) operiert auf M = {x1,...,x,} transitiv
Sei f separabel: also Galois’sch und | Gal(L/K)| = |G(f)| = [L : K].

(a) Man hat die Einbettung ¢ : G(f) — &, mit ¢(o)(¢) = j falls o(z;) = ;. Die Ordnung von G(f)
teilt nl.

(b) Ist f irreduzibel, dann teilt n die Ordnung von G(f).
Diskriminante: Sei G(f)y = ¢ 1(A,).
G(f)+<G(f)
[G(f) : G(f)+] < [Sn : An] = 2.

0=0(f) = [IGi—w)eL\{o0}
D=D(f) = & =] -2

i<j

Fir o € G(f) gilt

a(6) = [[(e(@) = o(z)) = [ [(@o0)) — Too)() = (1),

i<j 1<j

wobei m die Anzahl der Transversionen von (o) ist. Es folgt o(D) = D fiir alle 0 € G(f). Also ist
D € Fix(G(f)) = K. Man nennt D die Diskriminante von f.

Sei char(K) # 2.

(a) Der Fixkorper von G4 ist Fix(G;) = K (), die Erweiterung K (0)/K ist Galois’sch mit Galois-
gruppe Gal(K(4)/K) = G/G, vom Grad [K(§) : K] < 2.

(b) Genau dann gilt G = G, wenn D Quadrat eines Elementes von K ist.

Polynome vom Grad 3 und 4: Sei char(K) # 2, f € K[X] normiert irreduzibel, separabel vom Grad
3und G = G(f).

(a) Es gilt G = A3 oder G = G3.
(b) Genau dann gilt G = Ag, wenn D Quadrat in K ist.

Sei f € K[X] normiert, irreduzibel und separabel vom Grad 4,

M ={xy,...,z4} die Menge der Nullstellen im Zerfillungskorper L
definiere o = 129 + 324, B = X103 + Toxg,y = x124 + X223 € L  und E = K(a, 8,7)
G=G(f)
G(f)+ = ¢~ (As)
N = YV)aG, wobei V die Klein’sche Vierergruppe ist,

Es gilt Fix(N) = E, Gal(L/E) = N, und E/K ist Galois’sch mit Gal(E/K) = G/N.
Sei m = [E : K| =[G : NJ]. Dann gilt:

(a) Ist m = 6, dann ist G = G,.

(b) Ist m =3, dann ist G = Ay.

Universitdt Regensburg Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl Examenskurs Algebra WS 2018/19 Seite 8 von

(c) Ist m =1, dann ist G 2 V.

(d) Im Fall m = 2 ist entweder G = D4 oder G = Z /(4). Der erste Fall tritt genau dann ein, wenn f
iiber E irreduzibel bleibt.

Erweiterungen zu vorgegebenen Galoisgruppen:

Jede endliche Gruppe ist isomorph zur Galoisgruppe einer endlichen Galoiserweiterung. In der Regel ist
der Basiskorper “riesig”:

Sei M = K(Uy,...,U,) der rationale Funktionenkorper in den Unbestimmten Uy, ..., U, iiber K, sei Y’
eine weitere Unbestimmte. Sei

F=Y"+U,Y" ' +... 4+ U, Y +U, € M[Y].

das allgemeine Polynom n**® Grades. Die Galoisgruppe des allgemeinen Polynoms F = Y™ 4+ U; Y™~ +
<o+ Up1Y + U, € M[Y] ist isomorph zu &,,.

Jede endliche abelsche Gruppe G ist isomorph zur Galoisgruppe einer endlichen Galoiserweiterung Q C K

mit Gal(K/Q) = G.

Auflésbare Erweiterungen

Eine endliche Galoiserweiterung L/K heift
— zyklisch, wenn Gal(L/K) zyklisch ist.
— abelsch, wenn Gal(L/K) abelsch ist.
— auflgsbar, wenn Gal(L/K) auflosbar ist.

Zyklische Erweiterungen: Hier unterscheidet man, ob die Charakteristik des Grundkorpers den Grad
des Polynoms teilt oder nicht:

Sei K ein Korper und n € N mit char(K) t n. Wir nehmen an, daf K eine primitive n*® Einheitswurzel
enthalt.

(a) Ist f = X™ —a € K[X], L ein Zerfallungskérper von f und x € L\K eine Nullstelle von f, dann
gilt L = K(z) und L/K ist eine zyklische Galoiserweiterung. Ferner ist d = [L : K] Teiler von n, es
gilt z¢ € K und X? — z? ist das Minimalpolynom von z iiber K. Ist f irreduzibel, dann ist L/K
zyklische Galoiserweiterung vom Grad n.

(b) Wenn umgekehrt K C L eine zyklische Galoiserweiterung vom Grad n ist, dann gibt es € L mit
2™ € Kund L = K(z). Also ist X™—a"das Minimalpolynom von z und L ist sein Zerfiallungskorper.

Sei K ein Korper mit Primzahlcharakteristik p.

(a) Ist f = XP — X —a € K[X], L ein Zerfallungskérper von f und = € L eine Nullstelle von f, so ist
L = K(x) und L/K ist zyklische Galoiserweiterung vom Grad 1 oder p. Genau dann ist [L : K] = p,
wenn f irreduzibel ist.

(b) Ist L/K zyklische Galoiserweiterung vom Grad p, so gibt es a € K und eine Nullstelle des irredu-
ziblen Polynoms f = XP — X —a € K[X]| mit L = K(z).

Durch Radikale auflésbare Erweiterungen: Eine endliche Erweiterung K C L heifse vom
Typ I wenn L aus K durch Adjunktion einer Einheitswurzel entsteht.
Typ IT wenn L aus K durch Adjunktion einer Nullstelle des Polynoms X™ — a € K[X] mit char(K) {n
entsteht.
Typ I wenn L aus K durch Adjunktion einer Nullstelle eines Polynoms X? — X — a € K[X] mit
char(K) = p > 0 entsteht.
Die adjungierten Elemente heifsen auch Radikale.

(a) Eine endliche Erweiterung K C M heilt Radikalerweiterung, wenn es eine Folge von Zwischenkor-
pern K = My C M; C ... C M, = M gibt, so daf die Erweiterungen M; C M; 1 von einem der
Typen LIT oder I1I sind. Offenbar ist dann M /K separabel.

(b) Eine endliche Erweiterung K C L heiflt durch Radikale auflésbar, wenn es eine Radikalerweiterung
K C M gibt, mit L C M.
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(¢) Eine endliche Erweiterung K C L heifit auflosbar, wenn es eine Erweiterung L C M gibt, so daf
M/K endliche auflgsbare Galoiserweiterung ist.
Es gilt:
— Seien K C F C L endliche Erweiterungen. Die Erweiterung L/K ist genau dann auflosbar, bezie-
hungsweise durch Radikale auflosbar, wenn E/K und L/E die jeweiligen Eigenschaften haben
— Fine endliche Korpererweiterung K C L ist genau dann durch Radikale auflésbar, wenn sie auflésbar
ist.

Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Sei M C R? = C eine Menge mit 0,1 € M, g(M) die Menge aller Geraden durch zwei verschiedenen
Punkte in M, k(M) die Menge aller Kreise, deren Mittelpunkte in M liegen und deren Radius jeweils die
Absténde zweier Punkte in M sind. Mit folgenden Operationen werden aus Punkten in M Punkte in R?
konstruiert:

(S1) Schnitt zweier verschiedener Geraden in g(M).

(S2) Schnitt einer Geraden in g(M) mit einem Kreis in k(M).

(S3) Schnitt zweier verschiedener Kreise.
Die Menge der aus M konstruierten Punkte sei M’. Offenbar gilt M C M’. Wir setzen induktiv

My, = M
M, = M
My = (M)
Mo o= M,

n>=0

Die Punkte aus M heiRen (mit Zirkel und Lineal) konstruiert. Jeder Punkt aus M kann durch endlich
viele Operationen (S1), (S2), (S3) aus M erhalten werden. Es gilt (M)’ = M, denn ist p € (M)’, so kann
P aus endlich vielen Punkten in M konstituiert werden, diese liegen in M, fiir n > 0 grof genug, also gilt
PeM! =M, CM.
Es gilt:

(a) Die Menge M ist der kleinste Unterkérper von C mit folgenden Eigenschaften:

M c M, ﬁ:]\;[, VzeC:22e M= ze M.

(b) Der Korper K = Q(M U M) ist Unterkdrper von M und K = K.

Konstruierbarkeit: Sei M C C mit 0,1 € M und K = Q(M, M). Fiir einen Punkt z € C sind folgende
Aussagen dquivalent:

(a) Es ist z € M, das heift z ist aus M (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar.

(b) Es gibt eine Folge von Erweiterungen K = Ly C L1 C ... C L, = L, r € Ny, und w; € L; mit
w? € Li_qyund L; = L;_1(w;) fiir 1 <i <7, sodaR z € L ist. (Spezielle Radikalerweiterungen)

(c) Das Element z ist algebraisch iiber K und die Galoisgruppe des Minimalpolynoms f € K[X] von
z ist eine 2-Gruppe.

Beispiele
Beispiele: endliche Erweiterungen

(a) Ist L/K eine endliche Korpererweiterung, n = [L : K] und = € L, dann sind 1,z,...,2™ linear
abhangig iiber K, dh. es existieren ag,...,a, € K nicht alle Null mit E?:o a;zt = 0, d.h. z ist
Nullstelle des Polynoms f = Y1 ;X' € K[X]\{0}.

(b) Sei d € Nmit vd ¢ Q. Q C Q[v/d] ist quadratische Korpererweiterung.
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(¢) R ¢ C = R[i] ist endliche Erweiterung, also algebraisch. Ein Element 2 € C ist Nullstelle von
(X —2)(X —7%) = X2 - (2 +72)X + 27 € R[X]. Fiir z € R ist X — 2 das Minimalpolynom, fiir
r € C\Rist X2~ (2+7)X +27 das minimalpolynom. Insbesondere ist X2+1 das Minimalpolynom
von ¢ iiber R und es gilt
R[X]/(X?*+1)=C.

(d) V/2 € R ist algebraisch iiber Q mit Minimalpoynom X3 — 2. Also gilt
QIX]/(X* - 2) 2 Q[V2] = Q(V2).

(e) K C K(X) ist transzendent, denn X/K ist transzendent, dimgx K[X] = oo, K[X] C K(X).

(f) Q@ C Rist transzendent, denn zum Beispiel sind e, 7 transzendent tiber Q (Hermite: 187, Lindemann:
1882).

Beispiele: algebraischer Abschluf
(a) Der algebraische Abschluk Q von Q in C ist eine unendliche algebraische Erweiterung von Q. Er
heift Korper der algebraischen Zahlen.
(b) Der Korper Q ist abzihlbar unendlich.
(c) Die Mengen R\Q, C\Q sind {iberabzihlbar.

Beispiele: Zerfiallungskorper

(a) Die komplexen Zahlen C sind Zerfillungskdrper von X2 + 1 € R[X].
(b) Der Kérper Q(v/2,v/3) ist Zerfillungskorper von (X2 — 2)(X? — 3) € Q[X].

(c) Sei K =7/(2), f = X*+ X +1 € K[X]. Das Polynom f ist irreduzibel, also ist L = K[X]/(f)
Korpererweiterung von K. L ist Zerfallungskorper von f denn mit « = X + (f) gilt f = (X +
) (X +z+1)und L = K(z). Es gilt [L : K] = 2, also hat L 4 Elemente.

(d) Sei f = X3 —2 € Q[X]. Das Polynom f ist irreduzibel (Eisenstein). Sei
1 i
w=F(-14+V=3) = e eC.

Es gilt w? = w und w? = 1. Die Nullstellen von f sind
V2,wV2,5V/2,
also ist
F=(X - V2)(X —w¥2)(X —@¥2) = (X — 2)(X2 + ¥2X + V2.
Also ist Q(V/2,w) = Q(V/2,/—3) Zerfillungskérper von f. Es gilt

[Q(V2,w) : Q] = [Q(V2,w) : Q(V2)][Q(V2) : Q] =2-3 =6 = 3!

Beispiele: Normale Erweiterungen

(a) Quadratische Erweiterungen sind normal.

(b) Beispiel eines Korperturms K C L C M an, so dal K C L und L C M normal sind, aber K C M
nicht.
Losung: Betrachte die Erweiterungen Q C Q(v/2) € Q(v/2). Die Erweiterung Q C Q(v/2) ist
quadratisch, das Minimalpolynom von /2 iiber Q ist X2 — 2. Die Erweiterung Q(v/2) C Q(v/2)
ist ebenso quadratisch, das Minimalpolynom von v/2 iiber Q(v/2) ist X2 — /2. Aber Q C Q(v/2)
ist nicht normal, denn das Minimalpolynom X* — 2 von v/2 iiber Q zerfillt iiber Q(+/2) nicht in
Linearfaktoren, sondern nur in (X — v/2)(X + v/2)(X? + Vv2).
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Beispiele: Separable Erweiterungen

(a) Das Polynom f = X3 — 2 € Q[X] ist separabel.

(b) Sei K = Z/(2)(X), f = Y2+ X € KI[Y]. Dann ist f irreduzibel, denn f ist irreduzibel in
Z /(2)[X]]Y] nach Eisenstein. Es gibt eine Erweiterung K C L = K(y) vom Grad 2 mit 0 =
fly) =y?+ X, also y? = X iiber Z /(2) und es gilt

Y+y)?=Y>+2Vy+y* =Y’ +y* =Y’ + X = .

Also ist f nicht separabel.
(c) Sei K/Q der Zerfillungskérper von f = X3 — 2 € Q[X]. Wir wissen, daf

K =Q(V2,w) = Q(V2)(w),
wobei w = 1(—=1++/=3) = ¢*s" € C. Das Minimalpolynom von w iiber Q oder Q(V/2) ist ¢ =
X? 4+ X + 1. K/Q ist normal und separabel, also gilt | Gal(K/Q)| = [K : Q] = 6. Die Gruppe
Gal(K/ Q) besteht genau aus folgenden Elementen

idg : 3/5»—)3/5, W w
a: V2 Vw, wew
a?: V2 V2wt wew
B V2 V2 we W
af \3/5»—>w\3/§, W w?

a25: V2 {‘7§w2, W w?

Damit sieht man ord(a) = 3, ord(8) = 2, Ba = a?, dh. Gal(K/ Q) = &s.

Beispiele: Galoisgruppe
(a) Ist die Erweiterung K C L endlich, dann gilt Gal(L/K) = Alg (L, L), denn jeder K-Algebrenhomomorphismus
o : L — L ist injektiv, also bijektiv.
(b) Wenn Ly der Primkorper von L ist, dann gilt Aut(L) = Gal(L/Ly).

Beispiele: Endliche Korper

(a) L=12/(9) ist kein Korper, da 9 nicht prim ist. Insbesondere keine Erweiterung von Fs.

(b) L =2Z[\V/2]/(3) ist ein Korper: (3) ist ein Primdeal in Z[v/2], also ist L ein endlicher Integrititsbe-
reich, und damit ein Korper. Es gibt einen Isomorphismus

Z[V2]/(3) = F3[X]/(X* + 1) = Fo, V2 > X.

Beispiele: Galoiserweiterungen

(a) Endliche Erweiterungen von endlichen Koérpern sind Galois’sch.
Sei K = Fp» und K C L endliche Erweiterung vom Grad m. Die Erweiterung L/K ist Galois’sch
mit Galoisgruppe Gal(L/K) = (o), wobei o der Frobeniushomomorphismus von L ist. Die Kérper
zwischen K und L sind genau die Fixkérper Fixz((c"?)) mit d € N, d|m. Ist m = dd', E =
Fixz, ((o™)), dann gilt
n n m
B2 K] =[(0") (0™ = 5 = d.

Es folgt £ = Fpna.

(b) Jede quadratische Erweiterung K C L ist normal. Denn fiir z € L\K gilt L = K(x). Ist f = X2 +
aX+p € K[X] das Minimalpolynom von x, dann f = X?+aX+8—2?—ar—f8 = (X —)(X +z+a).
Also ist L/K Zerfallungskorper von f. Insbesondere ist jede separabel quadratische Erweiterung
K C L Galoiserweiterung.
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(c) Das Polynom f = X3 — 2 € Q[X] ist irreduzibel und separabel. Der Kérper K = Q(v/2,w)
mit w = (=1 + /=3) ist Zerfillungskdrper von f. Also ist K/Q Galois’sch. Wir wissen, daf
Gal(K/ Q) = &3 ist. Die Korper zwischen Q und K sind

Die Unterkorper vom Grad 3 sind die Fixkorper der drei Untergruppen der Ordnung 2 von Gal(K/ Q),
der Unterkorper vom Grad 2 ist der Fixkorper von As. Die Korper vom Grad 3 sind zueinander
konjugiert. Nur K und Q(w) sind Galois’sch iiber Q.

Beispiele: EInheitswurzeln

2wik

n , 1 < k < n. Die primitiven sind dabei diejenigen, fiir die

(a) Die n**® Einheitswurzeln in C sind e
n und k teilerfremd sind.

(b) Sei p Primzahl, n € N. Alle Elemente in F. sind (p™ — 1)*® Einheitswurzeln.

Beispiele: Kreisteilungspolynome
Sei char(K) = 0. Es ist ¢ = X — 1. Ist p Primzahl, so ist X? — 1 = ¢1¢,. Also ist

CXP -1

p= g =X X X L

k—1

Ist aufserdem k € N, dann xr 1= G1Pp -+ Ppr-1dpr = (XP = 1)¢,n. Also

X 1

- T = xP T o xPt ) = ¢p(ka71).

Die ersten zehn Kreisteilungspolynome sind:

o1 = X-—-1

P2 = X+1

p3 = X*+X+1

b = X*+1

¢s = X'+ X+ X*P+X+1

b = X?-—X+1

pr = X+ X+ X'+ X+ X+ X +1

ps = X141

o = X+ XP+1

b0 = X'+ X*+X*-X+1

Beispiele Diskriminante

(a) Ist f=X?>4+bX+ce K[X], f=(X—21)(X —22) = X%~ (21 +22)X + 2172, dann D =
(x1 — 2)? = (1 + 22)? — 4179 = b? — dac.
(b) Sei f = X3 +bX?%+cX +d € K[X]. Wir werden sehen: D = b%c? + 18bcd — 4b3d — 4¢3 — 27d>.
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Beispiele: Polynome vom Grad 3

(a) Sei K Unterkorper von R, f € K[X] normiert und irreduzibel vom Grad 3, und sei G = G(f).
Dann gilt:
(i) Hat f nur eine reelle Nullstelle, dann ist D < 0 und G = Gs3.
(ii) Hat f lauter reelle Nullstellen, dann ist D > 0. Genau dann ist G = Az, wenn D Quadrat in K

ist.

(b) Das Polynom f = X3 —2 € Q[X] ist irreduzibel, seine Diskriminante ist D = —27(—2)? = —27-4 <
0. Also hat f genau eine reelle Nullstelle und es gilt G(f) & &3.

(c) Das Polynom f = X3 — 3X — 1 € Q[X] ist irreduzibel, seine Diskriminante ist D = —4(—3)3 —
27(=1)2 =427 - 27 =92 > 0. Also hat f drei reelle Nullstellen und es gilt G(f) = As.

(d) Das Polynom f = X3 —4X — 1 € Q[X] ist irreduzibel, seine Diskriminante ist D = —4(—4)3 —
27(—1)%? = 256 — 27 = 229 > 0, kein Quadrat. Also hat f drei reelle Nullstellen, aber G(f) & Gs.

Beispiele: Auflésbare Erweiterungen
(a) Sei K = Q(V/2)(w) = Q(¥/2,w) der Zerfillungskorper von X3 —2 € Q[X], wobei w = ¢*5". Dann ist
Q € Q(V/2) Erweiterung vom Typ II und Q(+/2) € Q(¥/2,w) vom Typ I. Also ist K/ Q Galois’sche
Radikalerweiterung.
(b) Jede separabel Erweiterung K C L vom Grad < 4 ist durch Radikale auflésbar.
(¢) Sei K C L eine endliche und separabel Erweiterung, L C L’ ein normaler Abschluf von L/K. Wenn

Gal(L'/K) eine einfache nicht-abelsche Untergruppe enthélt, dann ist L/K nicht durch Radikale
auflosbar.

Beispiele: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Wiirfelverdopplung Gegeben sei ein Wiirfel der Kantenlinge a > 0. Ist ein Wiirfel doppelten Inhalts,
némlich 2a®, aus a mit Zirkel und Lineal konstruierbar?
Sei speziell a = 1, ist /2 aus M = {0,1} konstruierbar? Es gilt K = Q(M U M) = Q. Das
Minimalpolynom von /2 iiber Q ist f = X3 — 2, es gilt G(f) = G3. Da &3 keine Zweigruppe ist,
ist /2 nicht aus M konstruierbar.

Winkeldreiteilung Gegeben ist ein Winkel ¢. Ist % mit Zirkel und Lineal konstruierbar? Genauer: Ist
z=¢€'5 aqus {0,1,w = ¥} konstruierbar?
Wir betrachten speziell ¢ = Z, das heiit w = e'3 = 2™ = $(1+iv=3). Sei z = €' =a+iy
mit x = cos 5 und y = sin §. Der Punkt z ist genau dann konstruierbar, wenn z,y kontruierbar
sind. Es gilt

w= 2> = 2% - 3xy® + (3x%y —®)i = 2® — 3x(1 — ) + (3(1 —v?)y — )i = 42> — 32 + (3y — 49%)i.

Es folgt 42 — 3z — 1 = 0, also (22)® — 3(2z) — 1 = 0. Das Polynom X® — 3X — 1 € Q[X] ist
irreduzibel, also hat 2z den Grad 3 iiber Q. Damit sind 2z,  und z nicht konstruierbar.

Einheitswurzeln Ist (3019 = e3015 mit Zirkel und Lineal konstruierbar?
Die Einheitswurzel (2019 ist konstruierbar, wenn ¢(2019) Zweierpotenz ist. Aber da 2019 = 3 - 673
prim ist und ¢(2019) = ¢(3) - p(673) =2-672=2-25-3-7, ist dies nicht der Fall.
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