Basiswissen Algebra

Andreas Nickel

Dies ist eine knappe Auflistung von wichtigen Definitionen und Sétzen der Al-
gebra, die ich fiir Lehramtsstudierende (Lehramt an Gymnasien in Bayern) zusam-
mengetragen habe bzw. gerade zusammentrage. Sie erhebt keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit.

1 Gruppentheorie

Definition 1.1 FEine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung o : G Xx G — G
heift eine Gruppe, falls

1. Vz,y,2 € G: (xroy)oz==xo0(yoz) (“Assoziativitat”)
2.dee€G: roe=eox=axVred (“neutrales Element”)
3 VreGIyeG: xoy=e (“Inverses”)

Eine Gruppe G heifst abelsch, falls x oy =y o x fiir alle x,y € G.

Das Element e € G bezeichnen wir auch haufig mit 1 und schreiben kurz xy fiir zoy.
Fiir abelsches G notieren wir die Verkniipfung gelegentlich auch mit +, bezeichnen
in diesem Fall das neutrale Element aber mit 0.

Definition 1.2 FEine Teilmenge U von einer Gruppe G, die beziiglich der in G er-
klarten Verkniipfung selbst eine Gruppe ist, heifit eine Untergruppe von G. In
Zeichen: U < G. Zwei Untergruppen U und V' von G heiffen konjugiert, falls ein
g € G emistiert mit U = V9 := ¢g'WVg = {g tvg|lv € V}.

Gilt gug™' € U fiir alle g € G, w € U (also U9 = U V¥g € G), so heifit U ein
Normalteiler in G. In Zeichen: U < G.

Definition 1.3 Die Anzahl |G| aller Elemente in G heifit die Ordnung von G.
Fir g e G st

{9) :=={g"In e N}
eine Untergruppe von G, und man definiert die Ordnung von g als ord (g) = |g| :=
[{(g)|. Ist |G| = p" fiir eine Primzahl p und ein n € N, so heifit G eine p-Gruppe.

Lemma 1.4 Sei G eine endliche Gruppe und U < G. Dann ist |U| ein Teiler von
|Gl
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Das rechtfertigt die folgende

Definition 1.5 Die Zahl [G : U] := 1S € Z heift der Index von U in G.

U]

BEISPIELE (mit kleinen Folgerungen):

1.

Ist G = (g) fiir ein g € G der Ordnung n € N, so nennen wir G zyklisch der
Ordnung n und schreiben G ~ C,,. Typisch ist G = Z/n’Z.

Die Gruppe Dy, = (z,y|2? = 1,y" = 1,zyxz~! = y~1) heifit die Diedergrup-

pe der Ordnung 2n.

. Die Gruppe Qg = (i, j|i* = 1,74 = 1,ij = j%) heifit die Quaternionengrup-

pe der Ordnung 8.

Sei €2 eine Menge mit n Elementen. Die Gruppe aller Permutationen auf €2
bezeichnen wir mit S,,. Z.B. ist

Ss = (o,7|0* =1,7> = 1,707 = 0?).

Seien G und H Gruppen. Dann ist
GxH={(g,h)lg e G,he H}

mit der Verkniipfung (g1, h1)(g2, ha) = (9192, h1ha) wieder eine Gruppe, das
direkte Produkt von G und H.

Die Menge Z(G) := {g € G|gh = hg Yh € G} <G heilt das Zentrum von G.
Es gilt:
Z(G) =G <= G abelsch.

Ist G eine Gruppe, U < G, N < G, so ist die Menge
UN :={un|lue Un e N}
eine Untergruppe von G.

Ist N <G, soist G =G/N :={g|lg € G} mit der neuen Gleichheit

g=h < ghote N

wieder eine Gruppe, die Faktorgruppe mod N. Man nennt G/N auch einen
Quotienten von G.

Das Kommutatorerzeugnis G’ := (ghg~'h~!|g, h € G) ist normal in G. Fiir
N <G gilt:
G/N abelsch < G' C N.

Insbesondere ist also G /G’ der grofte abelsche Quotient von G.
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Definition 1.6 Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heifit ein
Gruppenhomomorphismus, falls ¢p(xy) = ¢(x)p(y) fir alle z,y € G. Die Menge

ker(¢) := {g € G|o(g) = 1}
ist normal in G und heifit der Kern von ¢. Das Bild von ¢ ist definiert als
im (¢) :={h € H|Fg € G: ¢(g9) = h} < H.

¢ heifit ein Epimorphismus, falls im (¢) = H, ein Monomorphismus, falls ¢
injektiv, ein Isomorphismus, falls ¢ bijektiv ist. Im Falle H = G spricht man von
einem Endomorphismus. FEin biyektiver Endomorphismus heifft Automorphis-
mus. Die Menge aller Automorphismen auf G bezeichnen wir mit Aut(QG).

Lemma 1.7 FEin Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H ist injektiv genau dann,
wenn ker(¢) = 1.

Definition 1.8 Gegeben seien zwei Gruppen G und H, sowie ein Gruppenhomo-
morphismus
n: H— Aut(G),h— n(h) = [g — ¢"].

Dann heifit
GxH={(g,h)lge G, he H}

zusammen mit der Verknipfung (g1, h1)(ga, he) = (glggl_l,hlhg) das semidirekte
Produkt aus G und H und n.

Dabei gilt: G<G x H und H < G x H iiber die natiirlichen Einbettungen. Aufterdem
ist |G x H| = |G|-|H|. Im Spezialfall, dass 7 jedes h € H auf die Identitdtsabbildung
in GG abbildet, erhalten wir das direkte Produkt G x H.

Satz 1.9 (1. Isomorphiesatz) Jeder Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H indu-
ziert einen Isomorphismus

G/ker(¢) — im(¢), g (g).

Satz 1.10 Jedes N < G induziert einen Epimorphismus ¢y : G — G = G/N. Es
qgilt:

1. (2. Isomorphiesatz) Fiir U < G ist U :== U/UNN < G und

U ~UN/N.

2. (3. Isomorphiesatz) U <G = U <1 G und

G/U ~GJU, g mod U +— g mod U

3. Die Untergruppen U < G mit N C U entsprechen eineindeutig den Untergrup-
pen U < G. Dabei ist U = ¢ (U).
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Wir schieben an dieser Stelle ein wichtiges Beispiel ein: die symmetrische Gruppe
S

Wir fassen S, als die Gruppe aller Permutationen auf der Menge M = {1,...,n}
auf. Ist {i1,...,i;} eine Teilmenge von M mit k Elementen (2 < k < n), und defi-
niert man o € S, via o(j) = j fir j € M\ {i1,... i}, 0(i;) = i;41 fir j < k und
o(ir) = i1, so nennen wir o einen k-Zykel und schreiben o = (i ... 4;). Ein 2-Zykel
heifst auch Transposition. Zwei Zykel (iy, ..., i) und (jq,. .., ) heifen disjunkt,
falls {41,..., i} O {j1,..., 51} = 0.

Die Abbildung sgn : S, — {£1} (“Signum”) definiert durch

I[I G-p=sentm) ] @) —=()

1<i<j<n 1<i<j<n

fiir m € .S, ist ein surjektiver Homomorphismus von Gruppen. Der Kern A,, heifst
die alterniernde Gruppe auf n Elementen.

Satz 1.11 1. |S,| =n!
2. Fiirn > 3 ist S,, nicht abelsch.
3. Die Ordnung eines k-Zykels ist k.

4. Jedes m € S, ist eindeutig als Produkt von paarweise disjunkten Zykeln dar-
stellbar; die Faktoren vertauschen.

5. Zwei Permutationen my, mo € S, sind konjugiert (d.h. es gibt ein p € S,, mit
pmip~t = my) genau dann, wenn die Zykelzerlequngen von w1 und wo die selben
Lingen aufweisen. Fiir k-Zykel gilt p(iy,...,i)p~ " = (p(i1), ..., p(ir)).

6. Jedes w € S, ist ein Produkt von Transpositionen.

7. Jede endliche Gruppe G ldsst sich in S, (fir geeignetes n) einbetten. Wihle
etwa n = |G| und bilde ein g € G auf die Permutation w, ab mit m,(h) = gh
fiir h € G. Hier ist m, also eine Permutation auf der n-elementigen Menge G.

8. sgn((iy,...,ig)) = (—1)FL
9. A, <SS,
10. |4, = 2.
11. Firn > 3 ist A, von den 3-Zykeln erzeugt.

12. Seip prim und U < S,,. Enthdlt U eine Transposition und gilt p | |U|, so folgt
U=25,.

Die folgenden vier Satze enthalten die wichtigsten Fakten iiber endliche abelsche
Gruppen:
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Satz 1.12 Sei G ~ C,, zyklisch der Ordnung n. Dann gilt:
1. Jede Untergruppe und jede Faktorgruppe von G ist zyklisch.

2. Zu jedem d|n existiert genau eine Untergruppe und genau eine Faktorgruppe
von G der Ordnung d.

3. Cp x Cp ~ Cpyy <= ggT(n,m) = 1.
Satz 1.13 Sei G zyklisch der Ordnung n. Dann gilt:
1. Die Automorphismengruppe Aut(QG) ist abelsch.
2. Ist n = p* fiir eine Primzahl p, so ist Aut(G) zyklisch.
3. Ist n = p* fiir eine Primzahl p # 2, so ist
Aut(G) ~ (Z/nZ)* = (wgk_l(l + p) mod p")
mit einem Erzeuger (einer “Primitivwurzel”) w, von (Z/pZ)*.
4. Firp=2,k>3ist

(Z)2F7)* ~ 7.)27 x 7./25 77 = {—1 mod 2*) x (5 mod 2F).
Definition 1.14 Die Funktion ¢(n) := |(Z/nZ)*| heifit die Eulersche ¢-Funktion.

Es gilt: ¢(nm) = ¢(n)p(m), falls ggT(n,m) = 1, und ¢(p*) = (p — 1)p*~! fiir
Primzahlen p und k£ € N. Auferdem ist ggT(n, ¢(n)) = 1 dquivalent zu der Aussage,
dass jede Gruppe der Ordnung n zyklisch ist (bis auf Isomorphie existiert in diesem
Fall also nur die zyklische Gruppe der Ordnung n).

Satz 1.15 Sei G eine endliche abelsche Gruppe. Fiir jede Primzahl p definiere Un-
tergruppen G, = {g € Glord (g) = p" fir einn € N} < G. Dann ist G, eine p-
Gruppe und G zerlegt sich in

G= X G,

pllGl

Satz 1.16 (Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen) Sei G eine endliche
abelsche Gruppe. Dann existieren r € N und zyklische Untergruppen 1 # Z; < G der
Ordnung z; = | Z;|, 1 <i <r mit

G=1271X...xZ, und z|zs] ...z
Dabei sind r und die z; (“Elementarteiler”) eindeutig durch G bestimmit.

Zum Bestimmen aller Gruppen von vorgegebener endlicher Ordnung spielen die
folgenden Gruppen eine besondere Rolle.
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Definition 1.17 Sei: G eine endliche Gruppe der Ordnung n und p eine Primzahl.
FEine Untergruppe P < G heifit eine p-Sylowuntergruppe von G, falls |P| = p*
und n = p°-m mit ptm.

Definition 1.18 Se: U < . Dann heifst die Untergruppe
Ne(U):={g€GlgUg™' =U} <G
der Normalisator von U in G.

Insbesondere ist U <1 Ng(U) < G, und der Normalisator ist maximal mit dieser
Eigenschatft.

Satz 1.19 (Sylowsitze) Sei G eine Gruppe der Ordnung n = p*-m mit p{m und
n, die Anzahl der p-Sylowuntergruppen von G. Dann gilt:

1. np, =1 mod p. Insbesondere existiert also immer mindestens eine p-Sylowunter-
gruppe.

2. Ist P eine p-Sylowuntergruppe von G, dann ist n, = [G : Ng(P)]. Insbesondere
gilt ny|m.

3. Ist P eine p-Sylowuntergruppe von G und (Q < G eine p-Gruppe, dann existiert
ein g € G mit Q < gPgt. Insbesondere sind je zwei p-Sylowuntergruppen von
G konjugiert.

4. Ist 0 < k < s, so existiert eine Untergruppe U, < G der Ordnung p*.

Ebenfalls sehr wichtig bei der Bestimmung aller Gruppen von vorgegebener Ordnung
ist der folgende

Satz 1.20 (Schur-Zassenhaus) Sei G eine endliche Gruppe und N < G mit
ggT(|N|,[G : N]) = 1. Dann existiert ein U < G mit G = NU und NNU =1, also
G=NxU.

Der Beweis des Satzes benutzt das folgende hilfreiche

Lemma 1.21 (Frattini-Argument) Ist N << G und P eine p-Sylowuntergruppe
von N. Dann gilt G = N - Ng(P).

Im Zusammenhang mit den Sylowsétzen kommen auch die folgenden Definitionen
ins Spiel:

Definition 1.22 Fine Gruppe G operiert auf einer Menge M wvermittels einer
Abbildung

GxM — M

(g,m) w— gm,
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falls Im = m fir alle m € M und (gh)m = g(hm) fir alle g,h € G, m € M. Fir
ein m € M heifit die Menge
By, ={gm:9e G} C M
die Bahn von m und die Untergruppe
Gn={9€Glgm=m} <G
der Stabilisator von m. Auflerdem definiert man
MY = {m € M|gm =m Vg € G} .
Satz 1.23 Sei G eine endliche Gruppe und M eine endliche Menge.

1. Seien my,mg € M. Dann sind die Bahnen B,,, und B,,, entweder gleich oder
disjunkt. Insbesondere ldsst sich eine Teilmenge M' C M finden, so dass M
die disjunkte Vereinigung der B,,, m' € M’ ist:

M = U B,

m'eM’
2. FEs qilt: |Bp| =[G : Gyl
3. Ist G eine p-Gruppe, so gilt |M| = |M| mod p.
Noch ein paar Resultate iiber p-Gruppen:

Satz 1.24 Sei G eine p-Gruppe. Dann gilt:
1. Firl## N <G ist NNZ(G) # 1. Insbesondere ist Z(G) # 1.
2. Ist U < G mit [G: U] =p, soist U sogar normal in G.
3. Ist |G| = p?, so ist G abelsch.

Ahnlich wie die zweite Aussage des Satzes ist das folgende

Lemma 1.25 Ist G eine endliche Gruppe und U < G mit [G : U] = 2. Dann ist
U<dG.

Definition 1.26 FEine endliche Gruppe G heift nilpotent, falls jede Sylowunter-
gruppe normal in G ist. Sie heifit auflosbar, falls es eine Kette

G=Gy>2G1 222G 2G1=1

von Untergruppen G; < G gibt mit G, < Gy fir 1 <i <r.
G heifst einfach, falls 1 und G die einzigen Normalteiler in G sind.

Satz 1.27 Sei G eine endliche Gruppe, U < G und N < G. Dann gilt:
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1. G nilpotent = G auflosbar
2. G ist milpotent genau dann, wenn G ein direktes Produkt von p-Gruppen ist.

3. (a) G aufiésbar = U und G/N auflosbar
(b) G nilpotent = U und G/N nilpotent
(c) G aufliosbar <= N und G/N auflosbar

4. G ist auflésbar genau dann, wenn eine Kette
G:GOZGlZ"'ZGsst—H:l

von Untergruppen G; < G existiert mit G; <Gy1 und Giy1/G; ist zyklisch von
Primzahlordnung fir 1 <i < s.

Satz 1.28 Sein > 5. Dann ist die alternierende Gruppe A, einfach; insbesondere
st die symmetrische Gruppe S, nicht auflosbar.

2 Ringe und Korper

Definition 2.1 FEine nicht-leere Menge R zusammen mit zwei inneren Verkniipfun-
gen + und - heif$t ein (kommutativer) Ring, falls

1. (R,+) ist eine kommutative Gruppe.

2.31eR: 1-r=rVreRr (“neutrales Element”)
3. r-s=s-rVr,se€R (“Kommutativitit”)
4.1 (s-t)=(r-s)-tVr,s,t e R (“Assoziativitit”)
S5.r-(s+t)=r-s+r-tVrs,teR (“Distributivitat”)

Das neutrale Element bzgl. + bezeichnen wir mit 0; wir schreiben meistens rs fiir
r-s. Sind R und S Ringe mit R C S mit den selben +,-,0,1, so heift S/R eine
Ringerweiterung.

Definition 2.2 FEine nicht-leere Menge K mit zwei inneren Verknipfungen + und
- heifit ein Korper, falls

1. (K, +,") ist ein kommutativer Ring.
2.1#0
3VM#rxeK3IyeK: z-y=1 (“inverses Element”)

Im Falle zy = 1 schreiben wir fiir y auch =!. Sind K und L Kérper mit K C L mit
den selben +,-,0, 1, so nennen wir L/K eine Kérpererweiterung,.
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Definition 2.3 Sei K ein Kérper. Fir n € N definiert man
n-l:=1+...4+1.
——
n mal

FExistiert eine kleinste Zahl p € N mit p-1 = 0, so nennen wir p die Charakte-
ristik von K. In Zeichen: p = Char(K). Existiert keine solche Zahl, so setzt man
Char(K) = 0.

Satz 2.4 Die Charakteristik eines Korpers ist entweder 0 oder eine Primzahl.

BEISPIELE:

1. Korper der Charakteristik 0 sind die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen
R und die komplexen Zahlen C.

2. Jeder Korper ist auch ein Ring.
3. Die Menge der ganzen Zahlen 7Z bildet einen Ring.

4. Sei n € Z. Dann ist die Menge Z/nZ mit der von Z vererbten Addition und
Multiplikation wieder ein Ring. Ist n = p eine Primzahl, so ist F, := Z/pZ
sogar ein Kérper mit Char(IF,) = p.

5. Ist R ein Ring, so bildet die Menge aller Polynome R[z] in einer Unbestimm-
ten x mit Koeffizienten in R wieder einen Ring.

6. Seien n € N und Ry,..., R, Ringe. Dann ist Ry x ... X R, mit komponen-
tenweiser Addition und Multiplikation wieder ein Ring, das dufere direkte
Produkt der R;.

7. Sei 0,1 # d € Z quadratfrei. Dann ist die Menge Q(v/d) = {a +bVd|a,b € Q}
ein Korper. Die Teilmenge Z[v/d] = {a + bVd|a,b € Z} bildet einen Ring.

Definition 2.5 Sei R ein kommutativer Ring.

1. Ein Element 0 # r € R heifst ein Nullteiler, falls ein 0 # s € R existiert mit
rs = 0.

2. R heifit nullteilerfrei, falls in R keine Nullteiler existieren. In diesem Fall
nennt man R auch einen Integrititsring oder Integritatsbereich.

BEISPIEL: Der Ring Z/nZ ist genau dann nullteilerfrei, wenn n eine Primzahl ist.

Definition 2.6 Sei R ein Integrititsring. Dann heifst der kleinste Korper K, der R
enthdlt der Quotientenkorper von R. Wir schreiben K = Quot(R).
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Definition 2.7 Sei R ein Ring. Fin Element v € R heifit eine Einheit in R, falls
ein s € R existiert mit rs = 1. Die Menge aller Finheiten bezeichnen wir mit R*.

R* ist stets eine Gruppe bzgl. der Multiplikation in R.

BEISPIELE:
1. 27 = {£1}.
2. Fir einen Korper K gilt K* = K \ {0}.
3. (Z/nZ)" = {a mod nlggT(a,n) = 1}.
Satz 2.8 Jeder endliche nullteilerfreie Ring ist ein Kérper.

Definition 2.9 FEine nicht-leere Teilmenge a von einem Ring R heifit ein Ideal von
R, falls

1. Va,b€a: a—beca
2.Vre R,a€a:raé€a.
In Zeichen: a < R.
In jedem Ring R existieren die trivialen Ideale a = R und a = {0}.

Definition 2.10 (Verkniipfungen von Idealen) Seien a,b Ideale in einem Ring
R. Dann heifit

1. a+b:={a+bla € a,b € b} die Summe,
2. ab={>"  a;biln € N a; € a,b; € b} das Produkt und
3. aNb={z € R|lzr € a,x € b} der Schnitt

von a und b.

Lemma 2.11 Seien a, b, ¢ Ideale eines Ringes R. Dann sind a+b, ab und aNb wieder
Ideale ' von R und es gilt:
ab Cafb

a(b+¢) = ab + ac.

Definition 2.12 Sei R ein Ring und A eine Teilmenge von R. Dann heifst

(A) = ﬂ a= {imaim eN,r, € R,a; € A}

alR =1
ACa
das von A erzeugte Ideal. Ist A = {ay,...,a,} so schreibt man auch (ay,...,a,)

anstatt (A).

1Es ist sogar der Schnitt jeder Familie von Idealen wieder ein Ideal.
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Definition 2.13 Se: R ein Ring.

1. Ein Ideal a < R heift endlich erzeugt, falls eine endliche Teilmenge A C R
existiert mit a = (A).

2. Ein Ideal a < R heifst ein Hauptideal, falls ein a € R ezistiert mit a = (a).
3. R heifit noethersch, falls jedes Ideal in R endlich erzeugt ist.

4. R heifit ein Hauptidealring, falls R ein Integrititsring ist und jedes Ideal in
R ein Hauptideal ist.

BEISPIELE:
1. Z und Zli] sind Hauptidealringe.
2. Fiir jeden Korper K ist der Polynomring K[z] ein Hauptidealring.
3. Seien a = (a) und b = (b) Ideale in Z. Dann gilt:

eaCb < bl|a
a+b=(ggT(a,b))
ab = (ab)
anNb=(kgV(a,b))

Dieses Beispiel motiviert die folgende

Definition 2.14 Zwei Ideale a und b in einem Ring R heiffen teilerfremd, falls
at+b=R.

Lemma 2.15 Sind ayq,...,a, paarweise teilerfremde Ideale in einem Ring R, so gilt
alﬂ...ﬂan:al«...~an.

Definition 2.16 Seien R und S Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — S heif§it ein Ring-
homomorphismus, falls ¢(x +y) = ¢(z) + é(y) fir alle z,y € R. Die Menge

ker(¢) := {r € R|o(r) = 0}
st ein Ideal in R und heifit der Kern von ¢. Das Bild von ¢ ist definiert als
im (@) :=={s € S|FIre R:¢(r) =s}

und ist ein Teilring von S. ¢ heifst ein Epimorphismus, falls im (¢) = S, ein Mo-
nomorphismus, falls ¢ injektiv, ein Isomorphismus, falls ¢ bijektiv ist. Im Falle
R = S spricht man von einem Endomorphismus. Fin biektiver Endomorphismus
heifst Automorphismus.

Lemma 2.17 Ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S ist injektiv genau dann, wenn
ker(¢) = 0.
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Lemma 2.18 Seien K und L Kérper und ¢ : K — L ein Ringhomomorphismus.
Dann ist im (¢) entweder 0 oder ein Teilkérper von L; ker(¢) ist entweder 0 oder
ganz K.

Definition 2.19 Sei a ein Ideal in einem Ring R. Dann ist
R/a :={F|r € R}

mit der neuen Gleichheit 71 =79 <= r1 —1ry € a und den Verknipfungen

T1+Te=11+72
wieder ein Ring, der Restklassenring von R modulo a.

Satz 2.20 (1. Isomorphiesatz) ? Jeder Ringhomomorphismus ¢ : R — S indu-
ziert einen Isomorphismus

R/ker(¢) — im (¢), T+ ¢(r).

Satz 2.21 ® Jedes a < R induziert einen Epimorphismus ¢, : R — R = R/a. Es
qgilt:

1. (2. Isomorphiesatz) Fiir einen Teilring S von R ist SNa ein Ideal in S und
S+ a ein Teilring von R. Es gilt:

S/(SNa)~(S+a)/a

2. (3. Isomorphiesatz) Ist b <I R mit a C b, dann ist b = b/a ein Ideal in R und

R/6~ R/b.

3. Die Ideale b <A R mit a C b entsprechen eineindeutig den Idealen o < R. Dabei
ist b = ¢ (b).

Satz 2.22 (Chinesischer Restsatz) Seien R ein Ring und ai,...,a, paarweise
teilerfremde Ideale von R. Dann gibt es eine kanonische Isomorphie

R/(a;+... a,) =~ R/ag X ... X R/a,.

Den Chinesischen Restsatz kann man zum Losen simultaner Kongruenzen benutzen.
Sind etwa a und b teilerfremde Ideale, also a + b = R, so konnen wir 1 = a + b mit
a € aund b € b schreiben. Dann ist x = ria + 790 eine Losung der simultanen
Kongruenzen

r9 mod a

= 7y mod b.

2vgl. Satz 1.9
3vgl. Satz 1.10
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Definition 2.23 Sei R ein Ring. Fin Ideal p C R heifst
1. ein Primideal, falls fir alle a,b € R mit ab € p gilt, dass a € p oder b € p.

2. ein maximales Ideal, falls es kein Ideal a von R gibt mitp C a C R.

Lemma 2.24 Sei R ein Ring und o C R ein Ideal. Dann gilt:
1. a ist ein Primideal <= R/a ist ein Integritditsbereich.
2. a ist ein maximales Ideal <= R/a ist ein Korper.

Insbesondere ist jedes maximale Ideal auch ein Primideal.

BEISPIEL: In R = K|z, y] mit einem Kérper K ist das Hauptideal a« = (z) prim, aber

nicht maximal, da R/a ~ K[y|. Das Ideal m = (x,y) hingegen ist auch maximal, da
R/m ~ K.

Satz 2.25 Seia C R ein Ideal in einem Ring R. Dann existiert ein mazximales Ideal
mmitaCmC R.

Dies folgt aus dem folgenden mengentheoretischen Resultat:

Satz 2.26 (Lemma von Zorn) Jede nicht leere induktiv geordnete Menge besitzt
mindestens ein maximales Element.

Dabei heifst eine (halbgeornete) Menge M induktiv geordnet beziiglich einer Re-
lation <, falls jede Kette* in M eine obere Schranke in M besitzt.

Definition 2.27 Sei R ein Ring und a,b € R. Falls ein c € R existiert mit b = ca,
so heifit a ein Teiler von b. Ist ¢ sogar eine Finheit (also ¢ € R*), so heiffen a und
b assoziiert.

Definition 2.28 Sei R nullteilerfrei und 0 # p € R keine Finheit. Dann heifst p
1. prim, falls fir alle a,b € R gilt, dass p | ab = p | a oder p | b.
2. irreduzibel, falls fiir alle a,b € R gilt, dass p = ab = a € R* oder b € R*.

3. reduzibel, falls p nicht irreduzibel ist.

BEMERKUNG: Ein Element p € R ist genau dann prim, wenn das Hauptideal (p)
ein Primideal ist.

Satz 2.29 1. Sei R nullteilerfrei. Dann gilt: prim = irreduzibel.

2. Sei R ein Hauptidealring. Dann gilt: prim = irreduzibel.

4das ist eine Teilmenge K von M, so dass fiir alle a,b € K folgt, dass a < b oder b < a.
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Definition 2.30 Ein Ring R heifit faktoriell oder ein ZPE-Ring?®, falls jedes 0 #
r e R, r & R* bis auf Assozitertheit eindeutig als endliches Produkt von irreduziblen
Faktoren p; darstellbar ist: r =p1 - ... py.

BEISPIELE: Aus den beiden folgenden Séatzen ergibt sich:
1. Z und Z[i] sind faktoriell.

2. Die Polynomringe K|[z1,...,x,] iber einem Korper K (oder allgemeiner iiber
einem faktoriellen Ring R) sind faktoriell.

Satz 2.31 Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Satz 2.32 Ist R faktoriell, so auch der Polynomring R[x].

Definition 2.33 Sei R faktoriell und 0 # f = >"""  rz' € Rlz]. Dann heift
I(f) = ggT(ry,...,mn)

der Inhalt von f. Im Fall I(f) =1 nennt man f primitiv.

Lemma 2.34 (Lemma von Gauss) Sei R faktoriell und seien f,g € R[x]\ {0}
primitiv. Dann ist auch fg primitiv.

Satz 2.35 Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkdrper K, sowie f € R[x] ein
Polynom von Grad > 1. Dann gilt: f irreduzibel in R|x| = f irreduzibel in K|x].

Satz 2.36 (Eisenstein) Sei R faktoriell mit Quotientenkéorper K und f = > ' €
R[z] ein primitives Polynom von Grad n. Es gebe ein Primelement p € R mit p {1y,
pl7ro,...p| a1 und p? t ro. Dann ist f irreduzibel in R[z], also wegen Satz 2.35
auch irreduzibel in K|z).

BEMERKUNG: Haufig ist r, = 1, und f somit automatisch primitiv.

In diesem Zusammenhang drei weitere Irreduzibilitdtskriterien:

Satz 2.37 Sei R faktoriell, p <\ R ein Primideal und R = R/p. Dann definiert

einen Ringepimorphismus und es gilt: f irreduzibel in R[x] = f irreduzibel in R[z].

Satz 2.38 (Artin-Schreier) Sei K ein Korper der Charakteristik p # 0. Dann ist
f(x) = 2P — x4+ a € K[z| entweder irreduzibel oder zerfdllt in K|z].

57ZPE = eindeutige Primfaktorzerlegung
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Satz 2.39 Sei f € Z[z] undn € Z. Dann ist f irreduzibel genau dann, wenn f(z+n)
wrreduzibel ist.

Damit beweist man z.B. auch den

Satz 2.40 Sei p eine Primzahl. Dann ist das Kreisteilungspolynom
p_ .
foy(z) =>4

1
=0

irreduzibel in Zlz|, also auch in Q|x].

Definition 2.41 FEin nullteilerfreier Ring R zusammen mit einer Abbildung
d: R\ {0} — Ny

heifit ein euklidischer Ring, falls es fiir alle a,b € R\ {0} Elemente v,r € R gibt
mit

I.a=vb+r
2. r#0=d(r) <d(b).
BEIPIELE:
1. R=17Z mit d(x) = ||
2. R=7[i] und R = Z[v/2] mit d(z) = ||, dem komplexen Betrag.
3. R = K|x] iiber einem Kérper K mit d(f) = Grad von f.

Satz 2.42 Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

In einem euklidischen Ring R ldsst sich der ggT zweier Zahlen ay,a; € R mit
d(ay) > d(ay) durch sukzessives Dividieren mit Rest (Euklidischer Algorithmus)
berechnen:

a; =viag +r; mit  d(ry) < d(ag)
ag =vory + 19 mit  d(ry) < d(ry)

ry =wsre +ry mit d(r3) < d(rg)

Tnog = UpTp_1+ 7, mit d(r,) <d(r,—1)

Tn—1 = Un4+1Tn und Tny1 = 0

Dann ist 7, = ggT(ay,as). Indem man die Gleichungen riickwérts liest, kann man
so auch eine Darstellung r, = s-a; +t - as mit s,t € R berechnen.
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Definition 2.43 Se: R ein Ring. Eine abelsche Gruppe M heifit ein R-Modul,
falls es eine Funktion
Rx M — M, (r,m)—rm

qibt, so dass
Im =m, (ry +r9)m =rim+ rom,

(rirg)m = ri(rem), r(my + meg) = rmy + rma

fir alle m,my,my € M und r,r1,75 € R.

Der Begriff des Moduls verallgemeinert also den des Vektorraums.
BEISPIELE:

1. Jede abelsche Gruppe A ist ein Z-Modul via (z,a) — a?.
2. Jeder Ring R ist ein Modul iiber sich selbst via (ry,rs) +— 71 - 7.

3. Die direkte Summe von n Kopien von R, ndmlich R = R& ... @ R ist ein
R-Modul via (r, (r1,...,7r,)) — (r-r,...,r-1,), der freie R-Modul von Rang
n.

4. Jedes Ideal a in einem Ring R ist ein R-Modul via (r,a) — 7 - a.
Definition 2.44 Sei p € Z eine Primzahl. Fir z € 7 definiere
; 0, pl=z
(—) = 1, z mod p ist ein Quadrat in F,
—1, z mod p st kein Quadrat in F,

Satz 2.45 (Quadratisches Reziprozititsgesetz) Seien p und g Primzahlen und
2,21, 29 € Z. Dann gilt:

~
N
)
Il
I
no
B
o
(o
=
/N
R
N—
Il
/~
S
N—

\S
/
n
S fa
(V)
~——
I
/N
SIS
~
/
= S
S~

1, p=1mod4
—1, p=3mod4

~
/N
s | L
SN——~"
I
—N—
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Definition 2.46 Se: K ein Korper. Dann ist der Schnitt aller Korper k C K wieder
ein Korper, der Primkorper von K. Er ist der kleinste in K gelegene Korper.

Satz 2.47 Sei K ein Korper.

1. Ist Char(K) = 0, so ist der Primkérper von K isomorph zu den rationalen
Zahlen Q.

2. Ist Char(K) =p > 0, so ist der Primkérper von K isomorph zu IF,, = Z/pZ.
Definition 2.48 Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann heifst
[L: K] :=dimg(L)
der Grad der Korpererweiterung.
Lemma 2.49 Seien K C L C F Kérper. Dann gilt:
[F:K|=[F:L]-[L:K].

Satz 2.50 Sei K ein endlicher Kérper der Charakteristik p. Dann besteht K aus
genau | K| = p™ Elementen, wobei n der Grad von K iber seinem Primkdrper ist.

Definition 2.51 Sei L/K eine Korpererweiterung und A eine Teilmenge von L.
Dann bezeichnen wir den Schnitt tiber alle Teilkorper von L, die K und A enthalten,
mit K(A). K(A) ist wieder ein Kdorper und heifst die Kérperadjunktion von A zu
K. Ist A={a,...,a,} endlich, schreiben wir auch K(A) = K(ay,...,a,).

Definition 2.52 Se: K ein Kdérper. Ein Element a in einem Erweiterungskorper
von K heifit algebraisch uber K, falls [K(a) : K] endlich ist. Ansonsten heifst a
transzendent.

Definition 2.53 Sei L/K eine Korpererweiterung und a € L algebraisch tiber K.
Dann heifit das normierte Polynom f,(x) € K|z| kleinsten Grades mit Nullstelle a
das Minimalpolynom von a.

Lemma 2.54 Ist a algebraisch iber K, so ist fo(x) irreduzibel und es gilt K(a) ~
Kx]/f.(x). Insbesondere ist [K(a) : K] = deg(f,).

Definition 2.55 Sei K ein Korper.

1. Ein Polynom f(x) € K|x] heifit separabel, falls f keine mehrfache Nullstelle
in einer Erweiterung L/K besitzt.

2. Ein Element a heifit separabel iber K, falls a algebraisch tiber K mit sepa-
rablem Minimalpolynom f,(x) € Klx| ist.
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3. FEine Korpererweiterung L/ K heifst algebraisch (separabel), falls jedes Element
a € L algebraisch (separabel) iber K ist.

BEISPIELE:

1. Sei ¢, eine primitive n-te Einheitswurzel. So ist die Erweiterung Q((,)/Q al-
gebraisch und separabel. Ist p eine Primzahl, so ist

fo (@) =2 +2P 4+ 4 a+1€ L]
das Minimalpolynom von ¢, iiber Q. Allgemeiner ist

" —1

o = L )

€ Zzx].

Es ist deg(fc,) = ¢(n).

2. Sei L = k(z) := Quot(k[z]) der rationale Funktionenkorper in einer Un-
bestimmten iiber k. Ist Char(k) = 2 und K = k(z?), dann ist die Erweiterung
L/K algebraisch, aber nicht separabel, da f,(T) =T? — 2% = (T — z)°.

Definition 2.56 Sei K ein Korper und f(x) = Y . ax’ € Kz]. Dann heifst
f'(x) :=>"" ia;a"! die formale Ableitung von f.

Satz 2.57 Sei K ein Korper und f(x) € Klx].
1. f ist genau dann separabel, falls ggT(f, f') = 1.

2. Ist f(x) irreduzibel in K|x] und Char(K) = 0 oder |K| < oo, so ist f separabel.

Satz 2.58 Seien K C L C F' Kérper. Dann gilt:

1. F/K ist genau dann algebraisch (separabel), wenn F/L und L/K algebraisch
(separabel) sind.

2. Summen, Produkte, Differenzen und Quotienten iber K algebraischer (sepa-
rabler) Elemente sind wieder algebraisch (separabel).

Satz 2.59 Sei L/K eine endliche algebraische Korpererweiterung. Dann existiert
eina € L mit L =K(a). Jedes solche a heif§t ein primitives Element.

Satz 2.60 Sei L/K eine Kopererweiterung. Dann existiert genau dann ein iber K
algebraisches a € L mit L = K(a), wenn die Erweiterung L/K nur endlich viele
Zwischenkdrper besitzt.

Definition 2.61 FEin Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Po-
lynom f(x) € K[z] vollstindig in K[z zerfdllt.

Satz 2.62 C ist algebraisch abgeschlossen.
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Satz 2.63 Zu jedem Koérper K existiert ein bis auf K-Isomorphie eindeutig be-
stimmter Erweiterungskorper K¢ mait:

1. K°/K ist algebraisch.
2. K¢ st algebraisch abgeschlossen.
K¢ heifst der algebraische Abschluss von K.

Satz 2.64 Ein Punkt a € C ist genau dann mit Zirkel und Lineal (aus den ratio-

nalen Zahlen) konstruierbar, wenn es einen Korperturm Q = Ko C K; C ... C K,
mita € K,, und [K; : K;_1| =2 firi=1,...n gibt.

Dabei verwendet man das folgende

Lemma 2.65 Sei L/K eine Kérpererweiterung von Grad 2 und Char(K) # 2.
Dann existiert ein o € K mit L = K(y/«).

BEISPIEL: Ein regelméfiges n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn
n=2"p ... -p,

mit paarweise verschiedenen Primzahlen p; der Form p, = 2™ 4 1 ist. Solche p;
heiffen Fermatsche Primzahlen.

Satz 2.66 Sei K ein Korper und f(x) € Klx] nicht konstant. Dann existiert ein
Erweiterungskorper L von K mit [L : K] < deg(f), so dass f in L eine Nullstelle
besitzt. Ist f irreduzibel, so ist [L : K] = deg(f).

Definition 2.67 Sei K ein Korper und f(x) € K[z] nicht konstant. Ein Erweite-
rungskorper L von K heift ein Zerfallungskorper von f, falls f diber L in Line-

arfaktoren zerfdllt:
deg(f)

flx)=c H (x —a;), a; € L

=1

Satz 2.68 Sei K ein Korper und f(x) € K|x] nicht konstant. Dann existiert ein
Zerfillungskérper von f.

Sei nun L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann gibt es a,...,a, € L mit
L = K(ay,...,a,). Sei F ein Korper der alle a; und auch alle anderen Nullstellen
der Minimalpolynome f,, enthalte.

Definition 2.69 Die Menge
I(L/K) :={o|o : L — F injektiv und o(z) = = Vr € K}

heifit die Isomorphismenmenge von L/K.
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ACHTUNG: Genau genommen besteht die Isomorphismenmenge also nur aus Mono-
morphismen.

Satz 2.70 Sei L/K eine Kdrpererweiterung.
1. I(L/K) hingt nicht von F' ab.
2. I(L/K)| <[L:K].
3. [I(L/K)|=[L: K] <= L/K separabel.

4. Sei Ly ein Zwischenkérper der Erweiterung L/K. Dann ldsst sich jedes o1 €
I(Ly/K) zu einem o € I(L/K) fortsetzen.

Lemma 2.71 (Artin) Die 0 € I(L/K) sind linear unabhdngig tiber F.

Ein Nachtrag zu Satz 2.59: Sei L/K endlich separabel. Dann ist L = K () genau
dann, wenn o(\) # A fir alle 1 # o0 € I(L/K).

3 Galoistheorie

Definition 3.1 Fine endliche Kdrpererweiterung L]/ K heift
1. normal, falls o(L) C L fiir alle 0 € I(L/K).

2. galoissch, falls L/K separabel und normal ist.

Satz 3.2 (Hauptsatz der Galoistheorie) Sei L/K eine endliche galoissche Er-
weiterung. Dann ist G = G(L/K) := I(L/K) eine Gruppe, und die Zwischenkdrper
der Erweiterung entsprechen eins zu eins den Untergruppen von G.

Dabei gehort zu einem Zwischenkdrper Z die Untergruppe U = {o € Glo(z) =
2 V2 € Z}. Umgekehrt gehért zu einer Untergruppe U der Zwischenkirper LY =
{z € Llo(2) = z Vo € U}. Die Erweiterung L/LY ist wieder galoissch mit Gruppe
U.

Satz 3.3 Sei L/K eine endliche galoissche Erweiterung mit Gruppe G und Z ein
Zwischenkdrper mit zugehdriger Untergruppe U, also Gal(L/Z) = U. Dann ist die

Erweiterung Z/K genau dann galoissch, wenn U normal in G ist. In diesem Fall
ist Gal(Z/K) = G/U.

Satz 3.4 Sei L/K eine endliche galoissche Erweiterung mit Gruppe G und Z; und
Zy Zwischenkdrper mit den zugehdrigen Untergruppen Uy und Us.

1. Zu der Untergruppe Uy N Us gehort der Zwischenkorper ZyZs, dem kleinsten
Korper, der Zy und Zy enthdlt.

2. Zum Zwischenkorper Z1NZy gehort die Untergruppe ﬂUgG v.uscu Us der klein-
sten Untergruppe von G, die Uy und U, enthdlt.
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Satz 3.5 (Translationssatz) Seien Li/K und Ly/K endliche Korpererweiterun-
gen. Dann gilt:

1. Ist L1/ K galoissch, so auch LyLo/ Ly und G(Ly1Ly/Ly) ~ G(L1/K).

2. Sind L1/K und Ly/K galoissch, so auch LiLs/K und G(L1Ls/K) ist iso-
morph zu einer Untergruppe von G(Ly/K)x G(Ls/K). Ist zusdtzlich L1N Ly =
K, S0 ngt G(Lng/K> ~ G(Ll/K) X G(LQ/K)

Galoissche Erweiterungen kénnen so klassifiziert werden:

Satz 3.6 Sei L/K eine endliche Erweiterung. Dann ist L/ K genau dann galoissch,
wenn L der Zerfillungskdrper® eines separablen Polynoms f(x) € K|x| ist.

Satz 3.7 (Satz von der Normalbasis) Sei L/K galoissch mit Gruppe G. Dann
ezistiert ein X € L, so dass die o()\), o € G eine K-Basis von L bilden.

BEISPIELE:

1. Sei 0,1 # d € Z quadratfrei. Dann ist die Erweiterung Q(v/d)/Q galoissch von
Crad 2 mit Gruppe G' = (0), wobei o(v/d) = —v/d. Dann ist eine geeignete
Wahl von A etwa A = 1+ v/d. Die Wahl A = V/d fiihrt jedoch zu keiner
Normalbasis, da v/d und —v/d linear abhéngig iiber Q sind.

2. Die Erweiterung Q((,)/Q ist galoissch mit Gruppe G ~ (Z/nZ)*. Gehort
0, € G zu a mod n, dann gilt 0,(¢,) = (2. Ist n = p eine Primzahl, so erzeugt
A = (, eine Normalbasis.

Etwas allgemeiner als das letzte Beispiel gilt:

Satz 3.8 Ist L = K((,), so ist L/K galoissch, wobei die Galoisgruppe isomorph zu
einer Untergruppe von (Z/nZ)* ist.

Satz 3.9 1. Sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p, ¢ = |K| = p™ und
L/K eine endliche Erweiterung. Dann gilt:
(a) K ist der Zerfillungskérper des Polynoms x¢ — x dber F,,.
(b) K* ist zyklisch.
(¢) L = K(a) fir ein geeignetes primitives Element a € L.
(d) L/K ist galoissch mit zyklischer Gruppe G(L/K) = (¢).
(e) ¢(N) = A fiir alle A € L. ¢ heifst der Frobeniusautomorphismus.
2. Sind Ky und Ky zwei endliche Korper der Charakteristik p und |K;| = p™,

1=1,2, so gilt:
K1CK2 < n1]n2.

6Mit dem Zerfallungskdrper meint man immer den kleinsten Zerfillungskérper, der aus K durch
Adjunktion aller Wurzeln von f entsteht.
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3. Zu jedem n € N gibt es ein irreduzibles Polynom f(z) € F,[x] von Grad n.
Insbesondere gibt es zu jeder Primzahlpotenz q = p" genau einen endlichen
Korper K =, mit ¢ Elementen.

Der zweite Punkt von (1) ist hierbei ein Spezialfall des folgenden Satzes:

Satz 3.10 Ist K ein Korper und G eine endliche Untergruppe von K*. Dann ist G
zyklisch.

Satz 3.11 Sei K ein Korper der Charakteristik O mit ¢, € K und L/K eine ga-
loissche Erweiterung. Dann ist L/K genau dann zyklisch von Grad d | n, wenn

L =K(a) fir einac K.

Definition 3.12 Sei K ein Korper, f(x) € Klx] ein separables Polynom und Ly
der Zerfdllungskérper von f.

1. f heifit auflosbar, wenn die Galoisgruppe Gy := G(Ly/K) auflosbar ist.
2. Uber Ly zerfillt f in Linearfaktoren, f(x) = H?igl(f)(m — w;). Dann heifst
dy = H(WZ —w)?eK
i<j
die Diskriminante von f.
Mit Satz 1.28 folgt

Satz 3.13 Polynome von Grad > 5 sind im Allgemeinen nicht auflosbar.

Satz 3.14 Sei K ein Kdorper, f(z) € Klx| ein separables Polynom und Ly der
Zerfillungskérper von f. Dann ist die Galoisgruppe Gy stets eine Untergruppe der
symmetrischen Gruppe S,,. Weiter gilt

GfSAn <~ \/dfGK.

BEMERKUNG: Sei f(z) = z® + agz? + a1z + a¢ € K|z]. Die Substitution

1
T T — -a
3%

dndert die Diskriminante von f nicht und lisst den Koeffizienten bei 2% verschwin-
den:

f(x) =2+ pr+q.
Dann ist df = dj = —4p® — 27¢%; man kann nun direkt iiberpriifen, ob \/d; € K.

Das folgende Hilfsmittel fiihrt bei der Bestimmung von G in Verbindung mit
Satz 1.11 (12) haufig zum Ziel.
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Satz 3.15 Sei f(x) = Y i ax’ € Z[x] separabel und p eine Primzahl. Ist auch
f(x) =31 (@' € Fylx] separabel, so ist Gy < Gy.

Noch genauer ist der
Satz 3.16 Mit den Voraussetzungen und Bezeichnung aus Satz 3.15 sei
f=F T

die Zerlegung von f in irreduzible Faktoren. Dann enthilt Gy ein Produkt oy-... 0y

von paarweise disjunkten Zykeln der Langen deg(f,), i =1,... k.



