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Zusammenfassung

Sei X ein Schema iiber einem Korper positiver Charakteristik p > 0. Der klassische p-typische de
Rham-Witt-Komplex iiber X wurde von Luc Illusie [I2] nach einem Vorschlag von Pierre Deligne [7]
entwickelt. Unter anderem sollte er eine konkrete und intrinsische Berechnung der kristallinen Koho-
mologie ermdglichen, sowie fundamentale Fragen der arithmetischen Geometrie beantworten helfen.
Mittlerweile gibt es mehrere unterschiedliche Konstruktionsweisen und Verallgemeinerungen des de
Rham-Witt-Komplexes, wie zum Beispiel den groftfe de Rham-Witt-Komplex von Lars Hesselholt und
Ib Madsen [I0] oder den relative de Rham—-Witt-Komplex von Andreas Langer und Thomas Zink [13].
Wir erkldren die universelle Konstruktion des de Rham-Witt-Komplexes nach Deligne-Illusie und
besprechen den Vergleichssatz mit kristalliner Kohomologie, sowie einige grundlegende Beispiele.
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Einleitung

Idee des de Rham-Witt-Komplexes

Die Suche nach dem de Rham-Witt-Komplex kam im Rahmen der kristallinen Kohomologie auf. In der
Tat liefert er eine Methode um diese Kohomologietheorie zu berechnen. Doch warum, so kdnnte man sich
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fragen, sollte man Witt-Vektoren, die an sich schon recht kompliziert sind mit de Rham-Komplexen zu-
sammenbringen? Diese Frage stellt auch Chambert-Loir und beantwortet sie folgendermafien [3]. Zunéchst
um, wie schon erwédhnt, konkrete Berechnungen der kristallinen Kohomologie anzustellen. Dies geschieht
allerdings zu Lasten einer gewissen Funktorialitit. Jedoch zwischen beiden Methoden hin und verwechseln
zu kénnen erlaubt, Vorteile aus beiden Methoden zu ziehen. Andererseits war es immer ein Anliegen,
Kohomologietheorien miteinander zu vergleichen, konkret in diesem Fall kristalline Kohomologie mit an-
deren p-adischen Kohomologietheorien. Zum Beispiel hat man eine natiirliche Abbildung von kristalliner
Kohomologie zu algebraischer de Rham-Kohomologie, und modulo p stimmen diese iiberein. Gibt es ein
Analogen fiir Hodge-Kohomologie? Kann man étale und kristalline Kohomologie, bzw. den Teil auf dem der
Frobenius ein Automorphismus ist miteinander in Verbindung setzten? Oder mit der Serre-Kohomologie?
Diese Fragen versuchte Bloch zunéchst mit einem Komplex anzugehen, der K-Theorie verwendete, jedoch
unter einigen Voraussetzungen. Spédter entwickelten dann Deligne und Illusie den de Rham—Witt-Komplex,
wie wir ihn heute kennen.

Der de Rham—Witt-Komplex war urspriinglich definiert als Komplex von Garben auf einem Schema
iiber einem perfekten Korper von Charakteristik p > 0. Allgemeiner kann er auch auf einem Schema iiber
einer Z)-Algebra definiert werden. Er ist explizit und berechenbar — wenn auch die Berechnung zum Teil
sehr involviert und komplex wird. Um genau zu sein, handelt es sich eigentlich um ein Prosystem (oder
inversen Limes) von graduierten Differentialalgebren, das im Grad 0 den Witt-Vektoren entspricht und
modulo p dem de Rham-Komplex.

Uberblick

Wir beginnen mit einer Einleitung zu Witt-Vektoren, zunfichst mit Schwerpunkt auf den klassischen p-
typischen Witt-Vektoren von Teichmiiller und Witt [16]. Eine gute Einfiihrung findet man auch in Serres
,Corps locaux “[15]. Eventuell wird die Verallgemeinerung Cartiers auf die groffen Witt-Vektoren erwihnt
[2] (siehe auch [14], bzw. Lars Hesselholts Vorlesungsskript [9]).

Hiervon ausgehend, konnen zwei dquivalente Definitionen des de Rham—Witt-Komplexes mittels uni-
versellen Eigenschaften gegeben werden, namlich als initiales Objekt in der Kategorie der V-Prokomplexe
oder als initiales Objekt in der Kategorie der Witt-Komplexe. Die Existenz dieser initialen Objekte kann
mithilfe von Freyds Satz iiber adjungierte Funktoren bewiesen werden [11]. Es gibt jedoch einen konstruk-
tiven Existenzbeweis in der Kategorie der V-Prokomplexe, der hier erldutert werden soll. Historisch wurde
zuerst dieser Beweis gegeben und dann gezeigt, dass das resultierende Objekt eine Frobeniusabbildung
besitzt.

Der Schwerpunkt des zweiten Teiles der Reihe liegt auf dem Vergleichssatz zwischen der kristallinen
Kohomologie und der Hyperkohomologie des de Rham-Witt-Komplexes. Hierzu wird falls gewiinscht die
kristalline Kohomologie in groben Ziigen wiederholt (siehe [1]). Der Beweis folgt Illusie [12]. Eine sehr
schone Beweisskizze findet man auch in dem Survey von Antoine Chambert-Loir [3].

Im dritten Teil sollen wichtige Eigenschaften des de Rham—-Witt-Komplexes im Mittelpunkt stehen, wie
zum Beispiel Endlichkeitsresultate. Je nach Interesse der Zuhdrer konnen Beispiele oder weiterfiihrende
bzw. verallgemeinernde Konstruktionen besprochen werden. Anmerkungen, Vorschldge und Wiinsche sind
wie immer willkommen. Ich behalte es mir vor, das vorgeschlagene Programm, situationsbedingt noch
kurzfristig zu dndern.

1 Witt-Vektoren

Witt-Vektoren, wurden urspringlich von Ernst Witt [16] als eine Verallgemeinerung der p-adischen Zahlen
entwickelt. Die p-typische Version tritt oft in gemischter Charakteristik und bei Liftungsproblemen auf.
Sie zeichnen sich durch verschiedene universelle Eigenschaften aus, je nachdem, von welchem Blickwinkel
man sie betrachtet. Daneben gibt es als weitere Verallgemeinerung die groffen Witt-Vektoren, aus denen
man die p-typischen Witt-Vektoren fiir jde Primzahl p ableiten kann.

1.1 p-typische Witt-Vektoren

Sei W ein Ring, und A von Charakteristik p. Dann ist W ein p-Ring mit Restklassenring A, falls es
m € W gibt, so dass W fiir die w-adische Topologie separiert und vollstindig ist, und A = W/zW gilt.
Insbesondere gilt p € 7W. Man sagt, W ist strikt, wenn p = 7.
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Wir betrachten nun den Fall, dass A ein perfekter Ring von Charakteristik p > 0 ist. In diesem Fall
haben wir:

Satz 1.1. Es gibt einen bis auf eindeutigen Isomorphismus eindeutigen strikten p-ring W(A), genannt
der Ring der Witt-Vektoren mit Koeffizienten in A, dessen Restklassenring A ist. Weiterhin hat man:

1. Es gibt ein eindeutiges System von Reprisentanten, [—] : A — W(A) genannt Teichmiiller-Reprisentanten,
und diese Abbildung ist multiplikativ
[ab] = [a][b].

2. Jedes Element a € W(A) hat eine eindeutige Darstellung als Summe

a = Z [an]pn

n=0
mit a, € A.

3. Die Konstruktion von R und [—] ist funktoriell in A, das heifit, ist f : A — A’ ein Homomorphismus
von perfekten Ringen der Charakteristik p, dann gibt es einen eindeutigen Homomorphismus f :
W(A) = W(A), so dass die Diagramma

_ >
und
W(A) L= W)
[]T []T
A—T
kommutieren.

Dieser Satz kann als abstrakte Tatsache bewiesen werden, ohne niitzliche Konstruktion. Aber die
strengen Eindeutigkeits- und Funktorialititsforderungen sollten es moglich machen, W(A) algebraisch zu
konstruieren.

Als Menge ist er einfach AN. Genauer betrachtet man die sogenannte Geisterabbildung

w: W(A) — AN
gegeben durch die Witt-Polynome
wa(X) =Y p' XV (1.1)
i=0

Jeder Witt-Vektor kann demanch geschrieben werden als Folge (a, )nen in A4, und die w,, (a) heifen Geister-
komponenten. Der Menge AN auf der rechten Seite von w wird nun eine komponentenweise Ringstruktur
gegeben, und w bestimmt die entsprechende Ringstruktur auf W(A). Genauer gesagt werde Summe und
Produkt durch Polynome gegeben, die man rekursiv bestimmen kann. Fiir a,b € W(A)

a+b = (So(a,b),S1(a,b),...,Su(a,b),...) (1.2
ab = (Py(a,b), Pi(a,b),...,Py(a,b),...)

Wenn man die Witt-Polynome betrachtet, muss man Gleichungen der Art
wy(a) + wy (b) = wy(a + b)
16sen. Fiir n = 0 gilt zum Beispiel wy(X) = X, somit

ag + bo = So(a, b)
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Das wird jedoch schnell komplizierter, je grofer n wird. Fiir n = 1 bereits

Si(a,b) = a; +b “H(P) i
1(a,b) = a1 + b1 + Z p (i>aoo

0<i<p
Ahnlich 16st man fiir die P; Gleichungen w,, (a)w,, (b) = wy, (ab), dann

Po(a, b) = aobo
Pi(a,b) = bhay + bial + paiby

Das dies wirklich moglich ist, folgt aus Dworks Lemma.

Lemma 1.2. Sei A ein Ring und x,y € A so dass x =y mod pA. Dann gilt fiir alle i > 0

i 0

2P =y? mod ptA
Beweis. Dies ist eine simple Anwendung der Binomialformel. O
Damit zeigte Dwork:

Korollar 1.3. Angenommen es gibt einen Ringhomomorphismus ¢ : A — A, so dass ¢(a) = aP mod pA.
Dann ist (z,), € N im Bild der Geisterabbildung w : W(A) — AN genau dann wenn z,, = ¢(x,_1)
mod p"A.

Man benutzt dies nun, um zu zeigen, dass fiir a,b € W(A) die Summe w(a) + w(b) und das Produkt
w(a)w(b) wieder in Im(w) ist, das heifst es muss s,p € W(A) geben, so dass w(s) = w(a) + w(b) und
w(p) = w(a)w(b). Man definiert so a + b := s und a - b := p. Insbesondere haben die oben rekusrsiv
definierten Polynome S; und P; Koeffizienten in Z. Man kann also die gesamte Konstruktion mit A = Z[X]
durchfithren, und so groftmogliche Allgemeinheit erlangen, und dies so funktoriell auf nahezu beliebige
Ringe forsetzen.

Das Einselement ist 1 = (1,0,...) (und w(1,0,...) = (1,1,1,...)) und das Nullelement ist 0 = (0,0, .. .)
(und w(0,0,...) = (0,0,...)). Ist in A die Multiplikation mit p injektiv (oder bijektiv) so ist die Geister-
abbildung w injektiv (bzw. bijektiv).

Die Teichmiiller-Représentanten konstruiert man folgendermafen. Man bendtigt wieder Lemma [1.2

Ist A ein Ring, so sei R(A) die Menge der Folgen (z,)nen in A, so dass ]| = . Sei A nun von
Charakteristik p und W ein strikter p-Ring mit Restklassenring A.

Korollar 1.4. Sei z = (z,) € R(A), und &,, € W ein Lift von x,,, dann konvergiert die Folge (i‘ﬁﬁm)m
in W zu einem Grenzwert (Ya(x), der nur von x abhingt, und Ya(z) := (Ya(x)n)n € R(W). Dies ist
multiplikativ.

Wenn A perfekt ist, so ist
R(A) = A, (xn)n — g

eine Bijektion und die Abbildung
A=W,z — [z] =va(x)o

ist multiplikativ, und das Bild in A is .
Definition 1.5. Das Element [z] € A heifit Teichmiiller-Représentant von x in W.

Es ist multiplikativ, wie wir gesehen haben, und ist dadurch ausgezeichnet, dass es pte Wurzeln besitzt.
Es ist eine Tatsache aus der Theorie p-Ringe, dass man jedes Element in W als Summe

> p'[x]

€N

darstellen kann.
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Lemma 1.6. Sei A ein perfekter Ring von Charakteristik p, und W wie oben. Die Abbildung

L
™

FrW(A) = W (2a) = Y [ed" "
ist ein Ringisomorphismus.
Beweis. Es ist klar, dass f eine wohldefinierte Bijektion ist, und dass f(1) = 1 und f(0) = 0. Durch
Nachrechnen zeigt man nun, dass fiir a,b € W(A)
fla)+f(b) = f(5(a,b))
fla)f(b) = f(P(a,b))

Dies zeigt, dass man mit W (A) eine explizite Konstruktion des gewiinschten Rings erhalten hat.

Beispiele 1.7. Man betrachtet oft den Fall, dass A = k ein perfekter Kérper von Charakteristik p > 0.
Dann ist W (k) ein vollstdndiger Bewertungsring mit maximalem Ideal (p). Insbesondere ist W (F,) = Z,.
Wenn A eine Z,)-Algebra ist, trifft dies auch auf W (A) zu.

Fiir n € N definiert man die Witt-Vektoren der Linge n, W,,(A) als die Menge A™ mit Addition und
Multiplikation gegeben durch die Polynome Sy, ...S,—1 und Py,... P,_1. Dies ist ein Quotient von W (A)

und insbesondere hat man
Wi(A4) = A.

Fiir alle n hat die surjektive Restriktionsabbildung
R:Wyui1(A) = Wo(A), (ags...,an)— (ag,...,Gpn-1)
mithilfe derer man W (A) als projektiven Limes
W(A) = lim W, (A4)
darstellen kann. Dieses Konzept wird spater noch eine Rolle spielen.
Weiterhin hat man eine additive Abbildung
VWA - W(A), (aoai,...)— (0,a0,a1,...)

genannt Verschiebung. Die Untergruppen V"W (A) definieren ein Filtration, beziiglich welcher W (A)
separiert und vollstindig ist.
Die andere ausgezeichnete Abbildung ist der Frobenius, definiert fiir jeden beliebigen Ring A durch

das kommutative Diagramm

W(A) —2= W (4)

AN > AN
wobei die untere horizontale Abbildung gegeben ist durch

(ao, ay, .. ) — (al,ag, .. )
Rekursiv kann man dann das Bild von F' bestimmen.
Man hat 2V (y) = V(F(x)y), so dass V : F,W(A) — W(A) ein W(A)-Modulhomomorphismus ist.
Ferner gilt F'V = p immer, und wenn p =0 in A auch VF = p.
Auf den endlichen Witt-Vektoren hat man in offensichtlicher Weise
ViWn(4) — Wpp(A)
F:Wo(A) — W,(A)
und in Charakteristik p wieder RFV = FVR = p.
lusie zeigt [12], dass fiir eine Z,)-Algebra A, das Ideal V(W (A)) eine PD-Struktur besitzt und F ein
PD-Morphismus ist.
Der Witt-Funktor ist garbifizierbar. Sei X ein Schema. Dann definiert man eine Prégarbe
W(Ox):U—W(Ox(U))

welche eine Garbe ist. Ebenso kann man die Abbildungen w, R, F, V garbifizieren. Man schreibt (X, W(0'x)) =
W(X), das heifst der Unterliegende topologische Raum bleibt X.
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1.2 Verallgemeinerungen

Die oben geschilderten Konstruktionen und Beweise lassen sich auf allgemeinere Indexmengen erweitern.
Wir werden kurz auf die Aussagen eingehen, jedoch keine Beweise anfithren. Details kénnen nachgelesen
werden bei [14], ].

Definition 1.8. Eine Teilmenge P C N heifst teilerstabil, wenn P # () und mit n € P sind auch alle Teiler
von n in P enthalten. Sei &?(P) die Menge der in p enthaltenen Primzahlen.

Bemerkung 1.9. e Sei P teilerstabil, dann ist automatisch 1 € P.
e Wenn n € P, dann sind auch alle Primteiler von n in P enthalten.

e Die multiplikativ abgeschlossene Menge, die von P erzeugt wird, ist die Menge aller endlichen Pro-
dukte von Elementen in &(P).

Beispiele 1.10. Die Menge N selbst ist teilerstabil, ebenso die endlichen Teilmengen {1,...,n}. Fiir
jede Primzahl p ist die Menge der Primzahlpotenzen {p" | n € Np} teilerstabil, sowie die endlichen
Teilmengen {p" | ne€{0,...,n}}

Definition 1.11. Fiir n € N ist das nte Wittpolynom
Wy, = Zde € Z[X4: d|n]
d|n
Wir definieren nun die Wittvektoren fiir eine teilerstabile Menge P.

Definition 1.12. Sei A ein beliebiger Ring. Der grofe Wittring

We(A)
ist die Menge AP mit einer Ringstruktur gegeben durch die Geisterabbildung
w:Wp(A) — A" (1.4)
a=(an)nep = (wn(@))nep (1.5)

Genauer gesagt ist folgendes gemeint. Die Ringstruktur auf der rechten Seite der Geisterabbildiung
ist punktweise definiert. Die Ringstruktur auf der linken Seite ist durch die Forderung definiert, dass die
Geisterabbildung eine natiirlich transformation von Funktoren auf der Kategorie der Ringe induziert. Man
kann zeigen, dass die so gegebene Ringstruktur existiert und eindeutig ist. Hierzu bendtigt man Dworks
Lemma.

Lemma 1.13 (Dwork). Fir jede primzahl p existiere ein Ringhomomorphismus ¢, : A — A mit ¢p(a)
a? mod pA. Dann ist eine Folge (x,,)ncp im Bild der Geisterabbildung genau dann wenn x,
qbp(x%) mod p*»(™ fiir alle p und alle n € P.

vl

Alle fiir den Beweis notwendigen Kongruenzen sind in diesem Lemma enthalten, und der Existenz-
und Eindeutigkeitsbeweis kann relativ leicht daraus abgeleitet werden. Die Addition und Multiplikation
ist durch Polynome S,,, M,, gegeben, die durch die Geisterabbildung rekursiv bestimmt werden kénnen.

Wie schon bei den p-typischen Wittvektoren gibt es weitere Strukturen, die die Konstruktion besonders
interessant machen.

Restriktionsabbildung Wenn S C P zwei teilerstabile Mengen sind, ist die Restriktionsabbildung
RE - Wp(A) = Ws(A)

ein natiirlicher Ringhomomorphismus.

Verschiebung Sei P eine teilerstabile Indexmenge. Dann ist % ={neN | nd € P} ebenfalls teiler-
stabil. Die Verschiebungsabbildung ist gegeben durch
Vi :We(A) — Wp(A) (1.6)

aq falls m =nd

Vn((ad)deg)m = { (1.7)

0 andernfalls

Sie ist additiv, aber in der Regel nicht multiplikativ.

Universitdt Regensburg 5. Februar 2015 Fakultdt fiir Mathematik
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Frobenius Es gibt einen eindeutigien Ringhomomorphismus, F,, : Wp(A4) — Wp(A) so dass das Dia-
gramm

Wp(A) 2 AP

s

We (A) = A%
kommutiert, wobei F¥(2)q = Tng.
Teichmiillerlift Wie oben, gegeben durch die Abbildung
[-lp: A — Wp(A) (1.8)
(elr)n = {g e (1.9

Dies ist multiplikativ. Und wir kénnen ihn nutzen, um Wittvektoren darzustellen: a = >, - p Vi ([an] 2).
Relationen Es gelten folgende Relationen.

1. F,Vo(a) =na
2. aV,(d') =V, (Fy(a)a’)
3. F,V, =V, F, falls (n,m) =1

Man zeigt dies mittels der Geisterabbildung.

Beispiel 1.14. Es ist klar, dass man fiir P = {1,p,p?, ...} die p-typischen Witt-Vektoren von oben erhélt.
Weiterhin erh&lt man fiir ein endliche Indexmenge, endliche Witt-Vektoren.

Weitere Verallgemeinerungen sind zum Beispiel Witt-Burnside-Ringe.

2 Existenz und Konstruktion des de Rham—Witt-Komplex

Sei k ein perfekter Korper von Charakteristik p und X/k ein (glattes) Schema. Man will nun einen De
Rham-artigen Komplex konstruieren, der die kristalline Kohomologie von X berechnet, gewisse universelle
Eigenschaften besitzt und tiber gewisse zusétzliche Strukturen verfiigt. Ankniipfend an die Witt-Vektoren,
will man das zugehorige Prosystem auf einen Komplex erweitern.

2.1 de Rham—-Komplexe

Diese Idee ist nicht neu. Erinnern wir uns, dass fiir einen Ringhomomorphismus R — A der Modul der
Kéhler-Differenziale QY sr das initial Objekt in der Kategorie der A-Moduln mit R-Derivation (M,9)
ist (in anderen Worten, er reprisentiert den Funktor Derg(A, —) : Mod(A) — Set, der einem Modul
M die Menge der R-Derivationen A — M zuordnet). Die Morphismen in dieser Kategorie sind A-
Modulhomomorphismen, die mit den Derivationen vertraglich sind. Setzt man dies auf die dufkere Algebra
von QY /R> SO erhilt man eine strikt antikommutative differentiell graduierte R-Algebra

(%m@Q:@%AﬂﬂmR%m}

Diese Konstruktionen sind kovariant in R bzw. A, und lassen sich Garbifizieren, wobei man die algebraische
de Rham-Kohomologie erhilt. Gros zeigte, dass fiir einen glatten Morphismus f : X — S von Schemata
die Hyperkohomologie des algebraischen se Rham-Komplexes Q7 /s die Kohomologie des infinitesimalen
Situs (X/9)int (das heifit die Garbenkohomologie der entsprechenden Strukturgarbe) berechnet.

Nun kann man den kristallinen Situs als Analogen des infinitesimalen Situs in Charakteristik p >
0 sehen, wonach die kristalline Kohomologie der infinitesimalen Kohomologie entspricht. Demanch ist
das Ziel, einen Komplex zu konstruieren, der dem algebraischen de Rham-Komplex in obiger Situation
entspricht, das heifst, dessen Hyperkohomologie fiir ein glattes Schema iiber einer perfekten Basis von

Universitit Regensburg 5. Februar 2015 Fakultdt fir Mathematik
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Charakteristik p die kristalline Kohomologie dieses Schemas berechnet, mit einer dhnlichen universellen
Eigenschaft wie oben, der zusétzliche Strukturen erlaubt.

Folgende universelle Eigenschaft des de Rham-Komplex wird einen Hinweis liefern, wie man dazu
vorzugehen hat.

Proposition 2.1. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und sei dg /’4[520(1%) die Kategorie nicht negativ
differentiell graduierter R-Algebren. Der Funktor

ag(R) — dgag”(R) (2.1)
A = QY IR
ist linksadjungiert zu dem Vergissfunktor,
dgay(R)>" — ag(R) (2.3)
{f:(B",dp) = (C",dc)}y w {f:B°—C% (2.4)

Somit sollte der de Rham—Witt-Komplex eine differentiell graduierte Algebra mit analogen universellen
Eigenschaften sein in einer entsprechenden Kategorie von differentiell graduierten Algebren iiber den Witt-
Vektoren. Jedoch muss man, um die gewiinechten Strukturen zu erhalten ein bifschen vorsichtig sein, und
kann nicht direkt {iber dem Ring der Witt-Vektoren arbeiten —sondern muss man wie bei der Konstruktion
der Witt-Vektoren selbst mit Prosystemen arbeiten.

Das erste, was wir iiber Charakteristik p > 0 beachten miissen, sind PD-Strukturen. Diese tauchen
bereits in der kristallinen Kohomologie auf, denn um integrieren zu konnen, muss man Potenzen durch
bestimmte ganze Zahlen teilen kénnen (das kann man sich leich an elementaren Beispielen klar machen).

Eine PD-Struktur auf einer R-Algebra A ist ein Ideal a zusammen mit einer Abbildung v = (Y )nen :
a — A, so dass formell “~,, (z) = %l” in Situationen, wo dies nicht definiert ist. Um dies bei der Konstruk-
tion des de Rham-Komplexes zu beriicksichtigen betrachtet man das Ideal, des graduierten Rings €, /R
erzeugt von

{da(1u(@)) = Y1 (@)da(@) | @ €aneN)

Der Quotient des urspriingleichen Komplexes durch dieses Ideal ist wieder eine differenziell graduierte R-
Algebra nun aber mit PD-Struktur, wobei v und d4 kompatibel sind, die de Rham-PD-Komplex genannt
wird, geschrieben Q° /R~ Hlusie in [12] zeigt nun folgende Variante obiger Proposition.

Proposition 2.2. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Der Funktor

PDag(R) — PDdgag”"(R) (2.5)
(Aya,7) Q;/RW (2.6)
ist linksadjungiert zu dem Vergissfunktor,
PDdgag(R)?° — PD ag(R) (2.7)
{f+(B",dp) = (C"dc)} = {f:B"—C% (2.8)

Diese Objekt werden wir vor allem bei dem Vergleich zwischen kristalliner Kohomologie und dem de
Rham-Witt-Komplex bendtigen.

2.2 de Rham-V-Prokomplexe

Man konnte nun Versuchen den de Rham-Komplex von W (X)) zu betrachten und dessen Hyperkohomologie
betrachten, doch dies ist nicht kompatibel mit dem Prosytem, bzw. dem Limes in der Konstruktion der
Witt-Vektoren. Andererseits kdnnte man fiir jedes n den de Rham-Komplex Q;Vn (6x)/k betrachten, und
dann den Limes nehmen. Dies ist jedoch nicht vertrdglich mit Frobenius und Verschiebung — und wir
wirden gern moglichst viel Struktur von den Witt-Vektoren auch fiir die Kohomologie {ibernehmen. In
der Hoffnung ein universelles Objekt wie oben zu erhalten, formulieren wir zunichst prézise, was fiir
Eigenschaften wir gerne hétten.
Némlich ein projektives System W, Q% mit

1. es erweitert das Projektile System W, O'x, d.h.
W, Q% =W, 0x
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2. Operatoren F : WanX — Wn,lﬂix und V : Wn,lﬂ} — Wanx die Frobenius und Verschiebung
von den Witt-Vektoren erweitern mit den Relationen

(a) Frobenius und Verschiebung kommutieren: F'V = VF = p, Die Relationen mit dem Differential
sind: FdV = d, Fd[z] = [z]P~ d[z] {/iir z € Ox.

(b) Der Frobenius ist multiplikative: Fz.Fy = F(ay), und 2Vy = V(Fx.y), in beiden Féllen
r,y e W, Ox.

(c) V(zdy) =Va.dVy fir x,y e W, Ox.
3. es sollte kanonisch und funktoriell in X sein.
4. es sollte universell in einem gewissen Sinn sein.

Es stellt sich nun heraus, dass man zunéchst den Fobenius aufsen vor lassen kann. Man konstruiert
als Losung eines universellen Problems ein projetives System differentiell graduierter Algebren W, QY
zusammen mit Erweiterungen V von W, Ox auf W, QY die eine Formel erfiillen, die sich aus den oben
genannten Relationen ableitet. Die Konstruktion ist eher einfach, und im Wesentlichen eindeutig. Es ist
weit weniger klar, dass sich darauf der Frobenius erweitern lisst.

Definition 2.3. Sei X ein Schema. Ein de Rham V-Prokomplex auf X ist

1. ein projektives System M, := ((M,,d,), R : M, +1 — M,,) von nicht negativ differentiell gradiuerten
Z-Algebren auf Xz,,.

2. eine Familie von additiven Abbildungen (V : MfL — MfH_l)im,eZ mit RV = VR und den Folgenden
Bedingungen:

(V1) M,<o =0, und M} ist eine F,-Algebra, und fiir alle n > 1 M2 = W,,(M}) wobei R und V
der iiblichen Projektion und Verschiebung der Witt-Vektoren entsprechen.

(V2) Fiir alle n,i,j, und z € M}, y € M7, gilt
V(zdy) = (Vz)dVy.
(V3) Firne N, und z € M}, y € M2 gilt
(Vy)d[z] = V([z]"~ y)dV [z]

Morphismen von de Rham-V-Prokomplexen f : M, — N, sind Morphismen von projektiven Systeme
von differentiell graduierten Algebren, die mit der Abbildung V kompatibel sind. Damit bilden die de
Rham-V-Prokomplexe auf X eine Kategorie VDR(X). Wie im Fall der iiblichen de Rham-Komplexe gibt
es einen natiirlichen Vergissfunktor

VDR(X) = F, ag(X) , M, — M, (2.9)
wo I, 4l7(X) die Kategorie der F,-Algebren iiber X bezeichnet.
Satz 2.4. Sei X ein Schema.

1. Der Vergissfunktor (@ hat ein Linksadjungiertes
W,Q" A W,Q5,
das heifit, man hat einen funktoriellen Isomorphismus
Homypr(x)(W. Yy, M, ) = Homg a5(x) (A, M) (2.10)
2. Fiir alle F,-Algebren A und n € N ist die kanonische Abbildung von differentiell graduierten Algebre
T Q;/VH(A) — WnQ;l

surjektiv, wobei 0 = id und m : Q% — W1Q' ein Isomorphismus ist.
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Beweis. Man kann dies sehr formal mit Freyd’s Satz {iber adjungierte Funktoren zeigen. Es ist klar, dass
der Vergissfunktor kleine Limiten erhélt. Nicht-trivial ist es, die Losungsmengenbedingung (solution set
condition) nachzupriifen. Doch da dies ohnehin fiir praktische Zwecke nicht viel Bedeutug hat, werden wir
gleich in den kontruktiven Beweis einsteigen, der von Illusie gegeben wurde.

Wir wollen Objekte W,Q* : A konstruieren, wobei n der Index des projektiven Systems, und i der
Grad des Komplexes ist. Die Konstruktion erfolgt mittel Induktion nach n. Es ist klar, was wir fiir n <0
wihlen miissen: W,,Q% = 0. Ebenso fiir n = 1: W1Q, = Q).

Nehmen wir also an, dass fir n € N das projektive System (W;Q%)i<, mit R und V entsprechend
konstruiert sind. Ferner seinen die gewiinschten Bedingungen erfiillt fiir ¢ < n:

0), RVz =VRz firallex € W;Q,,i<n-—1
1), W;QY = W;(A) fiir i < n und R und V sind die gewdhnliche Verschiebung und Projektion.
n Vizdy) = (Va)dVy fir x,y € W;Q%, i <n—1

(Vy)d[z] = V([:E]p_ly)dV[ Jfirze A, ye W;(A4),i<n—-1

3

(

(D)n
(2)
(3)
(4)n mi: Oy — W;Q", i < n ist surjektiv.

Wi(A)

Wir werden nun W, 11Q zusammen mit R : W,,11Q% — W, Q% und V : W,Q% — W,, 10, konstruieren,
mit den Bedingungn (0),,11 bis (4)541.
Es wird ein Quotient von Q;/Vn+1( A) sein. Betrachte die Homomorphismen

v Wn(A)®i+1 N Q%/VWH(A) , a®x1...Qx;— VadVzxy...dVax;

und
E:Wn(A)@H—)Q@Vn(A) , a®xi...Qx; — adxy . ..dx;
und den Kern K* der Abbildung W, (4)® ™ = Q- (4) Iy W, QY. Durch Nachrechnen ist leicht zu

sehen, dass @, v(K") ein graduiertes Ideal in QWHH( a) st (jedoch nicht stabil unter d im Allgemeinen).
Dises Ideal herauszuteilen bereitet die Konstruktion von V' vor. Nun miissen wir noch die gewiinschten

Relationen herausteilen. Sei darum I der W, 11(A)-Untermodul von O, 1(4) der von Schnitten der Form
Vydlz] = V([ ] - ) Viz] fir x € A und y € W,,(A) erzeugt wird. Se1 nun N das differentiell graduierte
Ideal von Q;,V ) das von I und @D, v(K?) erzeugt wird. Setze also

Wi1Q = Qw,,,(a)/N.

Nun zur Konstruktion von R. Da W,,;1Q, als Quotient von Q;,Vnﬂ( 4y definiert wurde, liegt es nahe,

die Projektion R : Wy,41(A) — W, (A) funktoriell zu einem Morphismus von differentiell graduierten
Algebren R : Qy, A Oy . (4) Zu erweitern, und dann zu zeigen, dass er einen Morphismus uaf den
Quotienten deﬁmert

[ ] R
DNy, — Qw4

7rn+1l Wnl

W1 Q0 o W00

Genauer gesagt muss man zeigen, dass 7, R(N) = 0, was eine einfache Rechnung ist.
Fiir die Konstruktion von V betrachtet man das Diagramm

W, (A)®i+1 2 Q;—VF:H(A)

Tn41

Wy o Wiy @y
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und wir sehen, dass es kommutiert, dass nach Konstruktion m,1v(K%) = 0, und dass V additiv ist.

Nach Kontruktion sind die Bedingungen (0),,+1 bis (4),1 erfiillt.

Nun muss man noch zeigen, dass das erhaltene Prosystem W, Q% universell ist, dass heifit
gilt. Dies erfolgt wieerum induktiv. Sei M, ein weiterer de Rham-V-Prokomplex, und f{ : A — M7 ein
Homomorphismus. Da W;Q% ein de Rham-Komplex ist und M; differentiell graduiert, erweitern wir f9
funktoriell zu f; : W1Q° — M;. Nach Induktionsannahme, sei f; erweitert zu

fiir i < n, so dass f;_1R = Rf;, Vfi_l. = f;V und f? = W;(f}). Definiere f2, ; = Wyi1(f) : Wyi1(A) —

My, ; und lifte funktoriell zu g4 : Q. () — Mny1 wie vorher auch schon. Da gn+1(IN) = 0 faktorisiert

dies durch den Quotienten W,, ;19 und definiert eine Abbildung
fn+1 : Wn+IQ:4 — Mn+1

kompatibel mit Projektion R und Verschiebung V.
Der Rest der Aussage des Satzes folgt klar aus der Konstruktion. O

Definition 2.5. Sei A eine F,-Algebra. Der de Rham-V-Prokomplex W, Q, heift de Rham-Witt-Prokomplex

von A.

2.3 Einige Eigenschaften
Weitere Relationen
Proposition 2.6. Sei A eine F,-Algebra.
1. Fiir x € W,,(A), y € W,,_1QY gilt 2Vy = V(FRz.y).
2. Firz e A, y € W,_1QY gilt (d[z])Vy =V (([z]P~1d[z])y).

Realtiver Komplex iiber einem perfekten Kérper von Charakteristik p # 0
Nach Definition ist W, Q" ein Funktor auf F,-Algebren, insbesondere definiert jeder IF,,-Algebrenmorphismus
f:A—=>B

einen Morphismus in VDR(X)
W, Q" (f) : W, QY — W, Q5%

Sei k eine perfekte F,-Algebra und k£ — A eine k-Algebra. Damit haben wir eine Abbildung
W,Q, — W, Q5.

Man kann zeigen (wir werden dies in Abschnitt sehen) dass fiir eine perfekte F,-Algebra A gilt W, Q% =
0 fiir ¢ # 0. Insbesondere gilt dies fiir einen perfekten Korper k£ von Charakteristik p # 0. Das heifft obiger

Morphismus entartet zu
W, (k) = W,Q%

und W, Q% ist auf natiirlcihe Weise eine W, (k)-Algebra, insbesondere ist das differential d W, (k)-linear,
und damit auch k-linear, und es macht Sinn den relativen de Rham—Witt-Komplex

W%

betrachten
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Basiswechsel

Sei k — k' ein Morphismus von perfekten F,-Algebren, A eine k-Algebra und A’ = A ®; k’. Aus den
Erlduterungen des vorigen Paragraphs folgt, dass man einen Morphismus von projektiven Systemen von
differentiell graduierten Algebren erhélt

W, Q% @w, 1y Wa (k') — W, Q},
Proposition 2.7. Dies ist ein Isomorphismus.

Beweis. Da k' perfekt ist, ist das Diagramm

A _r_ A

|, ]

A—E o4

kokartesisch. Mit der Graduierung auf den Witt-Vektoren (induziert durch die Filtration durch V') erhilt
man, dass fiir alle n € N
Wn(A) ®Wn(7€) Wn(k,) — Wn(A/)

ein Isomorphismus ist.

Nun definiert man eine Verschiebung auf W, Q% ®@w, (x) W, (k') durch

W Ow,6) Wa(k') = Wap1 Q4 Qw, ) W (K)
Vix®FRy) = Vz®y

Fiir ¢ = 0 ist klar, dass dieser mit der Verschiebung auf W, (4’) iibereinstimmt. Weiter zeigt man, dass
die so definierte Verschiebung auf W, Q% ®w, ) W, (k) eine de Rham-V-Prokomplexstruktur erzeugen.

Somit gibt die universele Eigenschaft von W, %), einen Morphismus
W, 9:4/ — W, 9:4 ®W, (k) W, (k/>
und man kann zeigen, dass dieser invers zu obiger Abbildung ist O

Ahnlich zeigt man

Proposition 2.8. Sei A — B ein Lokalisationsmorphismus von F,-Algebren auf X. Dann ist fir alle n,1
die Wy, (B)-lineare Abildung _ _

ein Isomorphismus.

Garbifizierung

Fiir festes n kommutiert der Funktor W, (—) mit induktiven filtrierenden Limiten von F,-Algebren. Es
folgt, dass die Kategorie VDR(X) induktive filtrierende Limiten besitzt, und dass fir A = ligAi die
kanonische Abbildung

lim W, Q= W,

ein Isomorphismus ist.

Man kann so eine Garbe W, Qy, auf X definieren, und bezeichnet sie mit W, Q.

Sei f: X — Y ein Morphismus von F,-Schemata. Dann sind f,W, Q% und f~'W, Q5 auf natiirliche
Weise de Rham-V-Prokomplexe und die kanonischen Abbildungen

W05, — WO (2.11)
w0y — WL (2.12)

sind zueinander adjungiert. Wenn 0x = f~! Oy, so ist (2.12) ein Isomorphismus.

Proposition 2.9. 1. Fiir allen,i € N ist W,,Q% eine quasi-kohdirente Garbe iiber W, (X) = (X, W,, Ox).
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2. Sei U = Spec A C X eine offene affine Teilmenge, so gilt T'(U, W, Q%) = W, Q.
Beweis. Dies folgt leicht aus den bereits gezeigten Funktorialititen, insbesondere mit Proposition [2.8] [
Folgende Aussage ist nicht-trivial.

Proposition 2.10. Sei f : X — Y eine étaler Morphismus von F,-Schemata. Dann ist die Wy, O x -lineare
Abbildung 4 4
W05 — W,Q%

ein Isomorphismus.

Schlieftlich: de Rham—Witt-Komplex
Man definiert fiir ein F-Schema den Komplex
Wy = I&H WLQ%

und nennt ihn de Rham-Witt-Komplex auf X. Es handelt sich um eine differentiell graduierte Algebra,
deren nullter Grad gleich W & x ist. DIe Verschiebung V' : WnQB( — Wn+1§23( induziert einen additiven
Morphismus V auf WQY, so dass

2Vy = V(Fry) firzeWox,yec Wy (2.13)
V(zdy) = Va.dVy firze WQ,ye Wk (2.14)
diz).Vy = V([z]P7'd[z].y) fiirz € Ox,y € WQk (2.15)
Es gibt eine natiirliche Rstriktion
R:WQy — W,0% (2.16)

fir alle n € N.

Bemerkung 2.11. Anstatt der Kategorie der de Rham-V-Prokomplexe, kann man auch die Kategorie der
sogenannten Witt-Komplexe, auch F-V-Prokomplexe genannt, betrachten. Der de Rham-Witt.Komplex
kann auch als initiales Objekt in dieser Kategorie verifiziert werden. Diese Herangehensweise wird zum
Beispiel von Hesselholt und Madsen [11] oder Langer und Zink [13] gewéhlt. AUch hier kann man einerseits
die Existenz mittels Freyd’s Satz beweisen, und andererseits eine direkte Konstruktion angeben. Auch wenn
diese zunichst komplizierter erscheint, hat sie den Vorteil, dass sie bereits einen Forbeniusmorphismus
liefert. In Illusie’s Beweis, wie hier dargestellt, ist die Konstruktion relativ einfach und direkt, jedoch muss
man fiir den Frobenius noch einiges an Arbeit hineinstecken.

Benutzen wir den Zugang via F-V-Komplexen, so werden andere Relationen gefordert, aus denen man
jedoch die obigen, insbesondere die etwas mysterits erscheinende Eigenschaft (V3), herleiten kann.

2.4 Frobenius

Die Konstruktion des Frobenius beruht uaf der Berechnung des de Rham-Witt-Komplexes in einem be-
stimmten Fall. Wihle N € N und setze

A = TF,I,...Tx] (2.17)

B = Z,T,...,Tx] (2.18)

¢ - Uo [Tf_r7...,T]’\’[_T (2.19)
r>0

Jedes w € Qg/Q lasst sich eindeutig darstellen in der Form
P

dT,,  dT;
= (7)== 2.20
? ] <z:<‘ ai( )TH Tln ( )
11<...<n
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Definition 2.12. Man sagt, dass w ganz ist, wenn die Koeffizienten
a ez, [T{”’", . ,T}{’}
r>0

Definiere den Unterkomplex (genauer gesagt, die differentiell graduierte Z,-Unteralgebra) E* der ganzen
Formen in Q'C /Q durch

E™ = {w €Q%q, | w und dw sind ganz }

1 1
Bemerkung 2.13. e Man sieht zum Beispiel, dass T}" ¢ E° aber pT} € E".
e Dass es immer mdglich ist w € Q7 o in der Form (??) zu schreiben, sieht man wenn man sich
P

. - -r - aT;
iiberlegt, dass d(T? ) =p "T? T -

e Das Schema assoziiert zu A ist die additive Gruppe G,, wir werden zeigen, dass E° den de Rham-
Witt-Komplex von dieser berechnet. Illusie in [12, I.2] berechnet gleichzeitig den de Rham-Witt-
Komplex von G,,, was im Prinzip die gleichen Techniken, jedoch etwas mehr Aufmerksamkeit erfor-
dert.

Wir definieren Fobenius und Verschiebung zunéichst auf C'.

Definition 2.14. Sei F' : C — C der Q,-Algebrenendomorphismus, und V' : C — C der additive
Morphismus gegeben durch

1
F(T;) =T? und V(T;) = pT? (2.21)
das heift V = pF~!. Beide Abbildungen koénnen funktoriell auf den de Rham-Komplex sz /0 erweitert

werden.

Obige Schreibweise von w € Qg/Q erlaubt nun diese Morphismen zu schreiben als
D

dr,,  dT;
Flw)y = > Flai(T) 2+ =
i1<...<in ¢ v

dT;,  dT;,

Vw) = Y V(a(T) T
1< <in n tn

Man hat die Identitaten
dF = pFd und Vd = pdV

wie man leicht sieht, wenn man mit Erzeugern rechnet. Insbesondere folgt daraus, dass man F und V auf
den Unterkomplex E° einschrinken kann, und die folgende Filtration sinnvoll ist.

Definition 2.15. Fiir n,r € N sei Fil"(E") = V"(E") + d(V"(E™ 1)) und
E" = E"/Fil'(E™).

und erhélt eine Familie differentiell graduierter Z,-Algebren E; mit einem additiven Morphismus V :
E. — E; ., einem differentiell graduierten Z,-Algebrenmorphismus F : ET_'H — E. und der Projektion
R: E; ., — E; induziert durch die Filtration.

Satz 2.16. Das System ((E; )ren, R, V) ist ein de Rham-V -Prokomplex, kanonisch isomorph zu W, Q.

Beweis. Deer Beweis ist relativ involviert, bzw. rechenintensiv. Wir werden nur die Eigneschaft (V1)
zeigen.

Wir wollen zeigen (E?),en = W,.(A),en. Wir haben gesehen, dass a € E° eine Darstellung als endliche
Summe hat a = 3 a;,, i T1" - TRY € C mit a; € Z, (das heikt a ist ganz) und fiir alle j teilt der Nenner
von i; den Koeflizienten a; (das heifit da ist ganz). Wir sehen dann, dass

E° = Y V"B (2.22)
n&eNp
(N V'E® = 0 (2.23)
neNp
BNV"E® = p"B (2.24)
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Setze
A= UR .1
r>0
B = Uz 18]
r>0

und F und V ebenfalls wie auf C. Man kann zeigen, dass man fiir alle n € N ein kommutatives Diagramm
erhalt:

W(A)
B W(A)
B W(A)
ARy
B W(A)

das heiftt die Komposition
E°=) V"B < B— W(A)

faktorisiert iiber W(A) und kommutiert mit V. Nun zeigt man, dass diese Abbildung ein Isomorphismus
ist. Das kann gradweise (fiir die Filtration, die hier nur von V und nicht dV abhéngt) gemacht werden, das
heifit, zu zeigen ist E°/V"E? = W,.(A) fiir alle r, weiterhin geniigt es, jeden Grad der Graduierung einzeln
zu Betrachten, das heift zu zeigen V" EC/V"TIEC = V'W(A)/V"H W (A). Man hat das kommutative
Diagramm

FrA

T

VT‘EO/V’I”+1E0 : VTW(A)/VT+1W(A)

und man muss zeigen, dass die linke Abbildung ein Isomorphismus ist. Da V injektiv ist, geniigt es, das
fir » = 0 zu machen. Wegen induziert die Inklusion B C E° einen Isomorphismus A = B/pB —
E°/VE° und damit
IHEO/VEO = W(A).
Die Eigenschaften (V2) und (V3) sind komplizierter aber nicht besonders erhellend. Der Beweis, dass
E" =2 W,Q, ist dhnlich wie in Grad 0. O

Der Grund warum wir diese zweite Konstruktion eingefiihrt haben, war, dass man so auf W, Q') einen
Frobenius erhélt, und von diesem Spezialfall auf den allgemeinen de Rham—Witt-Komplex schlieffen kann.

Korollar 2.17. Sei X ein F,-Schema. Der Morphismus von projektiven Systemen von Ringen RF =
FR:W,(Ox) = W,_1(Ox) erweitert sich zu einem eindeutigen Morphismus von projektiven Systemen
von graduierten Ringen F : W, Q% — W, _1QY% so dass

1. Fiir Schnitte v € Ox, n > 2 gilt Fd[z] = [z]P~ d[z]
2. Firn e N FdV =d: W,(Ox) — W,0%
Auflerdem hat man folgende Identititen:

FV = VF=p (2.25)
dF = pFd (2.26)
Vd = pdV (2.27)
FdV = d (2.28)
xVy = V((Fx)y) (2.29)
dyi(x) = vp—1(x)dx firx € VW, (Ox) (2.30)

Universitdt Regensburg 5. Februar 2015 Fakultdt fiir Mathematik



Veronika Ertl de Rham—Witt-Komplex Seite 16 von

Letzteres gibt die PD-Struktur.

Beweis. Dies trifft zu fiir den Fall X = G, wie wir gesehen haben. Man fiihrt den allgemeinen Fall auf
diesen Fall mit Standardtechniken zuriick. Zunichst kann man annehmen, dass X = Spec A affin ist, da
W, QY% lokal konstruiert wurde. Indem man A als projektiven Limes von F,-Algebren von endlichenm Typ
schreibt, und reduziert so auf den Fall, dass A Quotient von F,[T1,...,Tn] ist. O

Der Komplex E* wird nochmal im Vergleichssatz mit kirstalliner Kohomologie auftauchen.

3 Vergleich mit kristalliner Kohomologie

Wir wollen nun den de Rham—Witt-Komplex, bzw. dessen Hyperkohomologie, mit der kristallinen Koho-
mologie vergleichen. Dazu erst eine kurze Erinnerung zu kristalliner Kohomologie.

3.1 Kristalline Kohomologie

Wir werden nur die Grundziige erldutern und uns dazu einschrénken auf den Fall wo X ein k-Schema ist,
k ein perfekter Kérper von Charakteristik p # 0. Den kristallinen Situs Cris(X/W,,(k)) definiert man wie
folgt.

e Die Objekte sind kommutative Diagramme

v .y

L

Spec k —— Spec W, (k)

wobeil U C X Zariski-offen ist, und i : U <— V eine PD-Verdickung von U (das heifst, das Ideal, das
die geschlossen Einbettung definiert hat dividierte Potenzen, also eine PD-Struktur ¢, die mit der
kanonischen auf den Witt-Vektoren kompatibel ist). Wir notieren kurzerhand (U, V, ).

e Die Morphismen (U,V,d8) — (U’,V',4’) bestehen aus einer offenen Einbettung U — U’ (wie beo
Zariski-Topologie) und einem Morphismus V' — V' kompatibel mit den PD-Strukturen.

o Uberdeckungen sind Familien von Morphismen {(U;,V;,8;) — (U,V,d)} so dass V; — V offene
Einbettung ist fiir alle ¢, und JV; = V.

Nun kann man den kristallinen Topos definieren, das heifit, die Kategorie der Garben auf dem kristal-
linen Situs, geschrieben (X/W,, (k))eris-

Garben auf Cris(X/W,,(k)) konnen recht explizit beschrieben werden durch: fiir jedes Objekt (U, V, )
eine Zariski-Garbe auf V', zusammen mit Transitionsmorphismen zwischen den (U, V).

Beispiel 3.1. So erhdlt man zum Beispiel die Strukturgarbe: &' x w, &) : (U,V,0) = Oy

Der Vorteil des kristallinen Topos gegeniiber dem kirstllinen Situs ist, dass man iiber eine gewisse
Funktorialitit verfiigt, die fehlschlagen kann, wen man mit dem Situs selbst arbeitet. Einem Morphismus
von k-Schemata f : X — Y kann man einen Morphismus £~ : (Y/W,,(k))eis — (X/W,,(k))eris von Topoi
zuordnen. Einer Verdickung von Y kann man nicht notwendigerweise durch inverses Bild eine Verdickung
von X zuordnen. Aber man kann die Garbe auf X betrachten, die man durch diese Verdickung von Y
durch riickziehen der prisentierenden Garbe erhilt (nicht notwendig wieder reprisentierbar natiirlich).

Kristalline Kohomologie von X/W,, (k) ist nun die Garbenkohomologie der Strukturgarbe.

H' (X)W (k) == H'((X/Wa (k))exis, O x/w, (1))

sowie

H'(X/W) := lim H' (X/W,, (k).

Dies kann man natiirlich auch fiir allgemeinere kristalline Garben betrachten, insbesondere kommt hier
die Theorie der Kristalle ins Spiel.
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Es gibt eine natiirliche Projektion vom kristallinen Topos auf den Zariski-Topos von X, bestehend aus
Pushforward und Pullback wie folt

(X/Wy(k))eris —  Xzar
(ux/w, (FNU) = T(U/Whp)exis, Jeris(F))
(Wxyw, (E)U,V,6) = &)

Wenn man X anstatt mit der Strukturgarbe mit der konstanten Garbe W, (k) betrachtet, erhilt man
sogar einen Morphismus von geringten Topoi. Nach Definition hat man I'( Xza,, u. F) = I'(X/ W, (k), F).
Und man kann zeigen

Hl(X/Wn(k), ﬁX/W,L) = Hl(XZar, Ru* ﬁX/W,L(k))-

Sei j : X < Z eine geschlossene Einbettung in ein glattes Schema iiber W, (k), und 5 : X — Z die
infnitesimale PD-Umgebung von X in Z. Es gibt einen eindeutigen integrablen Zusammenhang

so dass dyp(z) = yn_1(2) ® dz fiir z € J.So erhiilt man einen Complex 0 ®Q'Z/Wn(k) iiber X. Berthelot
zeigt:

Satz 3.2. FEs gibt einen kanonischen Isomorphismus
HY(X/Wa(k) 5 HY (X, 65 0%, 1))

Insbesondere stimmen die kristalline Kohomologie von X und algebraische de Rham-Kohomologie von
Z iiberein, wenn Z = Z. Diesen Satz werden wir im Beweis des Vergleichs benétigen.

3.2 Aussage und Beweis des Vergleichs

Es soll gezeigt werden:

Satz 3.3. Sei X ein glattes k-Schema. Dann gibt es einen kanonischen Isomorphismus
H*(X/W,,) &= H* (X, W,Q%)

kompatibel mit Frobenius auf beiden Seiten.

Der Beweis erfolgt in mehreren Etappen.

Definition eines Homomorphismus Rux,w, (Ox/w,) — W%

Erster Fall: es gibt eine geschlossene Einbettung X < Z in ein glattes Schema Z/W,, die sich erweitern
lasst zu einer Einbettung W,,(X) < Z. Man will X — Z faktorisieren iiber W,,(X), was mdglich ist, da
das Ideal VW,,_1(CO x) eine PD-Struktur besitzt (die oben erwihnte kanonische). Damit erhilt man einen

Garbenmorphismus

und via Funktorialitdt einen Morphismus von Komplexen
Qz = Qw00
Um Berthelots Satz[3.2|zu verwenden, weisen wir noch darauf hin, dass &7 ®Q'Z/Wn(k) isomorph ist zu dem

Quotienten von Q5 durch das Ideal, das von den Relationen dry,(2) = yi—1(2)®dx. Unter Beriicksichtigung
der PD-Sruktur erhlt man dann einen Morphismus von Quotienten

Qog/(d%(x) - Ve-1(z) @ dz) — Q;Vn(ﬁx)/(d’)’k(vx) — -1 (V) @ dz

Die kanonische Projektion 7 bildet letzter dann in den de Rham-Witt-Komplex ab. Zusammen erhilt
man:
ﬁ§®QZ/Wn—>QZ/~—>QW"(€X)/~ (3.1)
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Man zeigt, dass dies unabhéngig von der Wahl der Einbettung X < Z ist (und dem zugehorigen Lift des
Frobenius): angenommen, es gibt eine zweite geschlossene Einbettung X — Z’ mit denselben Eigenschaf-
ten und zugehorigem Frobenius F’. Dann betracht die geschlosene Einbettung X — Y = Z xy,, 2/, die
ebenfalls die gleichen Bedingunen erfiillt und den Frobenius G = F Xy, F’. Man hat ein kommutatives
Diagramm

RU,* ﬁX/Wn 4>Nﬁ}7 ®Q;//W” = Q;;/ ~

wobei der rechte Morphismus durch die Projketion definiert ist. Ebenso erhilt man durch Funktorialitét
mittels der Projektion ein kommuatives Diagramm

Q'Z/ ~—s W, 0%

|

Q'Z/ ~—s W, 0%

Wenn man die Diagramm zusammenfiigt, und das selbe fiir Z’ macht, erhilt man wie gewiinscht Unab-
héngigkeit.

Zweiter Fall: der allgemeine Fall. Auch wenn im allgemeinen sich der Morphismus X — Z global nicht
faktorisiert durch W,,(X), so ist dies immer lokal der Fall. Man wiihle eine offene Uberdeckung (U,) von
X und geschlossene Elnbettungen U, — Z,, die obige Bedingungen erfiillen, insbesondere faktorisieren
iber W,,(U,)- Setze

Uo=[]Ua, U1=UoxxUy,

und
Zo =112« 71 = Zo xw, Zo,
Man erhélt ein simpliziales System von Schemata

Wm(Uo) —Z,

v

Ug—— 7,

|

X

|

Spec k —— Spec W,

und eine Abbildung
03, @0y, — Wy,

Mittels kohomologischem Descent erhélt man, dass das Bild von Re, links Ru, O x/w, und rechts W, Q%
ist. Unabhéngigkeit von den Wahlen folgt wie oben. Ferner ist klar, dass es geniigt zu zeigen, dass man im
ersten Fall einen Isomorphismus erhélt, um auch in diesem zweiten Fall einen Isomorphismus zu erhalten.
Beschrinken wir uns somit darauf.

Kompatibilitidt mit Strukturen

Proposition 3.4. Die Abbildung ist kompatibel mit Multiplikation, Fobenius und Projektion, und
funktoriell in X.
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Beweis. Kompatibilitdt mit Multiplikation folgt aus der Funktorialitdt der Konstruktionen (universellen
Eigenschaft der de Rham-Komplexe). Ahnlich fiir Funktorialitit in X. Kompatibilitit mit Frobenius kann
als Spezialfall davon gesehen werden. Kompatibilitdt mit Projektion R kommt von der Kompatibilitét der
Konstruktion mit der Projektion auf dem Grundring W,,, bzw. Anderung des Grundrings W,, — W,,, und
dass man ein projektives System von Morphismen erhilt. O

Zeige dies ist ein Quasi-Isomorphismus

Proposition 3.5. Die Abbildung ist ein Quasi-Isomorphismus.

Beweis. Da die Frage lokal ist, kann man annehmen, dass X = Spec A affin {iber k£ ist. Man kann sich
sogar einschrénken (wenn ,an étale lokalisiert) auf den Fall

X = SpecA=SpecF,[T},...,TN]
Z = SpecB = SpecZ,y[T,...,TN]
den wir bereites untersucht haben. Da das definierende Ideal pZ,[T1,...,Tn] bereits eine PD-Struktur

besitzt, gilt in diesem Fall Z = Z und wir miissen lediglich zeigen
Q% /p"0p — W,Q5%
ist ein Quasi-Isomosphismus. Doch haben wir bereits eine alternative Beschreibung fiir den rechten Term:
W, = E,,. Mit C = Q,[T1,...,Tn] wie vorher, existiert eine Injektion
a:Qp— E° C Q;J/Qp
Damit findet man einen Unterkomplex Ef . C E® so dass
E* = Q% @ Eg,,

Man kann nun zeigen, dass Ey,, . nullhomotop ist. Die Inklusion oben induziert also einen Quasi-Isomorphismus
fiir jedes n

Qp/p" = E,
wie gewiinscht. O
Bemerkung 3.6. Die Nullhomotopie des Komplexes Ej,, . ist nicht-trivial. Eine dhnliche Strategie verfolgen
beispielsweise Davis, Langer und Zink in [6], auch sehr iibersichtlcih nachzulesen in [5, Proposition 4.2.1].
Damit ist der Beweis des Satzes abgeschlossen.

4 Beispiele

4.1 Der de Rham—Witt-Komplex iiber einem perfekten Korper
Der de Rham—Witt-Komplex iiber einem perfekten Korper sollte aus Dimensionsgriinden heuristisch kon-
zentriert in Grad 0. Wir kénnen jedoch noch eine algemeinere Aussage zeigen [12, I. Prop. 1.6].
Proposition 4.1. Sei A eine perfekte Fp,-Algebra (das heifit der Frobeniusendomorphismus ist surjektiv).
Dann ist W,Q% =0 fiir i > 0.
Beweis. Da fiir alle n € N die Projektion m, : Qy, 4y — WaQ} surjektiv ist, geniigt es offensichtlich
die Aussage fiir den Komplex Qy, 4 zu beweisen, das heift, fiir alle n > 1 und i > 0 ist Qf;, 4 = 0.
Weiterhin kann man sich auf den Fall i = 1 einschrénken, und angesichts der universellen Eigenschaft
ist das dquivalent dazu zu zeigen, dass fiir einen W,,(A)-Modul M jede Z-Derivation 6 : W, (A4) - M
trivial (= 0) ist. Wir sahen bereits, dass man ein Element © = (z¢,...,2n—1) € W, (A4), schreiben kann
als x = [xo] + V[x1] + -+ V" !x,_1]. Nun lassen wir die Frobeniuspotenz F™ darauf operieren. (Es ist
nur die Existenz von F auf W,,(A) notwendig, nicht auf W,,Q%.)

F'z = F"xo] + F"V]x ] + -+ F"V" z,_4].
Unter Beriicksichtigung, dass F'V = VF = p, erhalt man

F'a = [ool” +pled” 4+ p" o)

Damit folgt, dass der Term §F"x durch p" teilbar ist, und somit in W,, QY verschwindet. Doch da nach
Annahme F und damit auch F” ein Automorphismus ist, kann man schliefsen, dass d identisch null ist. [
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4.2 Der de Rham-Witt-Komplex iiber F,[z1,...,2,]

Dieses Beispiel haben wir bereits erldutert, da es eine fundamentale Rolle in der Konstruktion des de
Rham—Witt-Komplexes spielt, genauer gesagt, in der Definition eines Frobenius darauf.

4.3 Der de Rham—Witt-Komplex iiber Z,

Diese Beispiel wird von Hesselholt und Madsen gegeben [11] [1I, Example 1.2.4]
Wir betrachten W, Q%(m. Wir haben bereits erwihnt dass wenn A eine Z,)-Algebra ist, dann gilt das

gleiche fiir W,,(A). Dies sieht man, wenn man sich klar macht, dass eine ganze Zahl, die invertierbar ist
in A dies ebenso in W,,(A) ist. Also ist W,,(Z,)) eine Z,)-Algebra.

Lemma 4.2. Als Z,)-Modul ist
n—1
Wa(Z) =[] Zo V(D)
i=0
mit Produkt gegeben durch _ ' o
ViVI(1) =p'vI(1),
fir0=i>j<n

Beweis. Die erste Aussage folgt durch Induktion. Die Aussage fiir n = 1 ist klar. Angenommen, die
Aussage sei fiir n — 1 bewiesen. Es gibt eine kurze exakte Sequenz

yn—1 R
0= Zpy —— WalZ)) = Win-1(Z)) =0

und aus dieser folgt die Dekomposition.
Die zweite Aussage folgt aus den Relationen FV = p sowie 2V (y) = V(F(z)y). Es geniigt den Fall
i = 1 su betrachten. Sie also in der vorigen Formel 2 = V(1) und y = 1. Damit gilt dann:

VV(1) = V(FV(1)1)
= V(p-1)=pV(1)

Oder dann fiir héhere Potenzen 0 > i > j <n

VI )VI(1) = VI(FIVH(I))
= VIp'F7(1)-1)
= V(')
= p'V/(1)
da p p-fache Addition meint, und V additiv ist, und F(1) = 1. O

Wir kénnen nun versuchen die kanoniche Projektion
QWn(Z<p>) - W”QZm

zu nutzen, um die rechte Seite etwas abzuschétzen.
In Grad Null ist sie ein Isomorphismus nach Definition. In Grad eins verfiigen wir iiber folgende
Relationen fir 0 > i > j <n

Vi1)dVI(1) = VHFWVI(1)) = VidVvIi—i(1) = p'dVI(1)
VIi()dVi(l) = VI(FidVi(1))=VIFi~id(1) =0
Es folt dass p'dVi(1) = dVi(1)dV7 (1) = 0 fiir alle 0 > i,j < n. Somit ist, angesichts obiger Darstellung
von W, (Zy)) als Z,)-Modul, WanZ(p) =0 fiir ¢ > 1.
Es bleibt ¢ = 1. In diesem Fall haben wir eine kanonische Surjektion
n—1
[[z/wzavia)—-w,; .
i=0
Dies ist sogar ein Isomorphismus. Um die Injektivitéit zu zeigen, geniigt es, dies fiir einen beliebigen Witt-
Komplex E. (oder de Rham-V-Prokomplex) anstelle von W, Qi(m = 0 zu tun, dann folgt die Aussage aus
der universellen Eigenschaft. Hesselholt und Madsen geben einen solchen an in [I1, Prop. 2.6.1].
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