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k un corps parfait de caractéristique p, X un k-schéma lisse. On travaille avec la topologie étale.

. i
1 Les faisceaux W, X log

1.1 Le morphisme dlog
our n > 1 on denote le morphisme de faisceaux abéliens
dlog: 0% — W,Q%
dx

e
z

Pour n variable cela forme un morphisme de systémes projectifs.

1.2 Définition du faisceau

Pour i > 1, WnQZX’lOg est le sous-faisceau de W, Q% engendré localement pour la topologie étale sur X
par les sections de la forme dlogz, ---dlogz,; avec x1,...,2; € O% pour n > 1 et = 0 pour n < 0. Pour
i =0, on conviendra que W, Q% ,,, = Z /p".

Pour un morphisme de k-schémas lisses f : X — X’ les morphismes canoniques de fonctorialité
induisent des morphismes canoniques adjoints I'un de ’autre

WTLQ..X’,log - f*WnQ_.X,log
W% 0e = W% 10g
La structure de produit de W, 2% induit une structure de produit associatif et anti-commutatif sur
Wi log-
1.3 Reésultats essentiels

On a une suite exacte pour la topologie étale sur X
i i 1-0%' i
o — QX,log — ZQX e QX — 0.
Cela se généralise : on a une suite exacte de pro-faisceaux abéliens pour la topologie étale
0= Waldly 10y = Walliy —55 WoQi — 0

Pour la construction de classes de Chern, nous aurons & travailler avec les catégories dérivées D(Z /
p" —Mod, D(Z /p® — pro-Mod), D(WpQ% 1o — Mod), W, Q% . étant unanneaux d’aprés ce qui précede,
D(Wef2% 1, — Mod), les modules des dernieres deux catégories sont gradués.

Théoréme 1.3.1. La fleache naturelle de D(W,, Q% ., — pro-Mod)
WnQ;(,log <—N‘ Z /pn®W'QS(,log
est un isomorphisme.

DEMONSTRATION : Suffit de montrer que c’est un iso pour chaque i dans D(Z /p™ — pro-Mod). On a
un iso dans Z /p™-pro-Modules ' .
WTLQZX,log <l Z /pn ® WOQS(,log

et les foncteurs Tor sont triviaux ‘
TOFJZ'(Z /pn7 WOQlX,log) =0

pour tout j € N et ¢ € Z car multiplication par p est injective dans le pro-objet W.Qé(ylog car c’est vrai
pour W . O
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2 Cohomologie logarithmique des fibrés projectifs

Soit & un € x-modules localement libre de rang » + 1 ot > —1. On note P = P(&) le fibré projectif
sur X associé a & et m: P — X la projection canonique. On veut calculer la cohomologie de P en termes
de celle de X.

2.1 Projective bundle formula

L’application dlog pour chaque n comme définie plus haut, induit un morphisme de systémes projectifs
et par suite de limites
dlog : Op — im WoQ5 ),
P .

qui composé avec ’application canonique lim. W°QllP’,log — Rlim. W.Qﬁp’log fournit un morphisme dans
la catégorie déricée D(Z)
dlog : Op — RImW,Qp ,,.
- :

Maintenant, on applique le premier foncteur de cohomology sur P et rappelle que H' (P, &3) = Pic(P) :
c1 : Pic(P) — H'(P, Rlim Wedp 1)

Pour tout faisceau inversible .Z sur P, ¢;(.¥) soit I'image de la classe de £ par ce morphisme et sera
appelée la premiére classe de Chern logarithemique de Z.

Soit M, € D(Z /p* — pro-Mod). On a induit par 'dentification I'(P, M,) = Homyg, /e (Z /p®, M,) un
isomorphisme canonique de foncteurs dérivés

RHomy, /pe _pro-Mod (Z /p®, Ms) = RI(P, Rliin M,).
Par passage a la catégorie dérivée on obtient pour M = WQ

HomD(Z /p® —pro-Mod) (Z /p.a W' Q]%",log [Z]) l> Hi (P’ ngn W‘ Q]%’,log'

En particulier pour ¢ = 1, la cible de ¢; s’identifie avec des morphisme dans D(Z /p® — pro-Mod). Pour le
fibré canonique Op(1) on a
c1(Op(1)) : Z [p* — Waldp 1 (1]

Par produit tensoriel pour tout ¢ € Ny
c1(Op(1)" : Z /p* = WeQp 100 [i] -

On obtient un morphisme dans D(WeQp ., — pro-Mod)

®; = Orcl(ﬁp(l))i : @;:OWOQIE’,Iog(_Z’) [_Z] - W'QIE’,Iog'

Par adjonction
adj : WeQ¥ 1og = BmWe 100,

on obtient un morphisme dans D(W,Q% ,,, — pro-Mod)

adjoRm, (&; = 0"c1(Op(1))") : Bi_oWeQ 1o (—i) [—i] = R WVLQE |-
Le théoréme fondamental est :
Théoréme 2.1.1. Le morphisme que l'on vient de définir est un isomorphisme.

Avant de démontrer le théoréme, déduisont quelques résultats.
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Corollaire 2.1.2. Pour tout n € No on a un isomorphisme canonique de D(W,$3 ., — Mod)

@;:OWHQ;(,log(_i) [_Z] = RW*WHQI.P,IOQ
en prenant le produit tensoriel avec Z [p™.

DEMONSTRATION : On applique la formule de projection
(]:i:ﬂ-*VV'QII.J’,Iog)(g Z /pn :—> Rﬂ-* (WOQH.J’,Iog® Z /pn)

et le résultat de la premiére section. |

Si on applique le foncteur HY (X, ) a lisomorphisme du théoréme on obtient

Corollaire 2.1.3. On a un isomorphisme de Z /p™-modules
Bl (X W03, ) S B (B 98 )
Exemple 2.1.4. Pour X = Speck et & = k"' on obtient

‘ 0 pour i # joui>r
HJ IFDT7W77,Q 7 lo, = 3
(Pl Wnlegsee) {Z/pn.q(m»g(l)y pour i € (0,1

2.2 Démontration du Théoréme fondamental

2.3 Classes de Chern log-cristalline

Une fois la formule de fibré projectif établi, il est facile de donner des classes de Chern :

La formule nous dit que chaque élément de H’ (IE”, Wi S8 1og

) a une décomposition unique si on fixe un

coefficient, en particulier, si £ denote la classe de ¢;(0p(1)), on a comme dans le cas classique

(
§r+1 — Z _1)i+1ci(éa)§r+1—i

=1

avec ¢;(&) € H(X, WnQ;gﬁ)g les coefficients appropriés, et ¢o(&) = 1.
11 faut montrer : 'unicité (c’est évident), la fonctorialité et ’additivité. L’additivité est la seule propriété
qui n’est pas évident de la construction.
Les classe de Chern logarithmique sont compatibles aux classes de Chern cristallines induit par 1’in-
jection canonique
Wiy 1og (—1) — Wi Q%
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