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1 General considerations

1.1 Projective space bundles

On rappellele Proj d’un anneau gradué : Soit S = € ;- Sq¢ un anneau gradué, S, l'idéal P ., Sa-
L’ensemble Proj S consiste de tous les idéaux premiers homogenes qui ne contiennent pas ’entier de S . Les
sous-ensembles V(a) = {p € Proj S | p D a} devient des sous-ensemlbes fermés engendrant une topologie.
On définit un faisceau & : Pour tout ouverte U € Proj S, &(U) est I'ensemble de fonctions s : U — [ S(p)
telles que pour tout p € U, s(p) € S(p) et telles que s est localement un quotient d’éléments de S. Cela
compléte la définition de (Proj S, 0).

Maintenant on introduit une version relative : le Proj d’un faisceau d’algébres graduées . sur un
schéma X.

(t) X soit noethérien, .¥ = @ -, -7picd un faisceau de & x-modules quasi-cohérent avec la struc-

ture, d’'une & x-algébre graduée, tel que ) = Ox, %) un O -module cohérent, localement . soit
engendré par .7 comme O x algébre.

1.1.1. Construction. X et . comme plus haut. Pour tout ouvert affine U = Spec A soit .#(U) =
(U, |v), une A-algébre graduée. On applique Proj et obtient de fagon naturelle une projection

7y : Proj #(U) — U.

Comme .7 est quasi-cohérent, localement pour f € A on a Proj . (Uy) = w,}l(Uf). 11 suit que ’on a des
isomorphismes
R UNV)=r (UNV),

et par conséquent, on peut coller les Proj U afin d’obtenir un schéma accompagner par une projection
7 :Proj.¥ — X.

Les faisceaux inversibles &'(1) sur tout U sont compatible & cette construction, et se collent donc aussi de
facon canonique.

Remarque 1.1.2. Si & = Ox|[Tp, ..., T,] alors Proj(.¥) = P% avec Ox(1). La projection 7 est propre. Si
X admet un faisceau inversible ample, alors 7 est projective.

Définitio 1.1.3. Soit X noethérien, & un faisceau localement libre cohérent sur X. On définit le fibré
projectif P(&). Soit . = S(&) lalgébre symmétrique de &. Alors . satisfait (f) et on est autorisé de
définir
P(&) = Proj.?,
avec la projection 7 : P(&) — X et un faisceau inversible &'(1).
Si & est libre de rang alors P(&) est un espace projectif relatif. Si rank(&€) > 2, 3 un isomorphisme

canonique de O x-algébres graduées
7 = Pm.(00).

IeZ

En particulier, pour | < 0, m.(&0(1)) =0, pour I =0 il est Ox, pour I = 1 il est &. Il exist un morphisme
surjectif naturel
& — O(1).

Soit g : Y — X n’importequel morphisme. Alors la donnée d’un morphisme

Y

P(&)

NS

X
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revient au méme de donner un faisceau inversible . sur Y et une surjection de faisceau sur Y
g E—= L.

Il y a une correspondence naturelle entre les sections de , c’est-a-dire les morphisme o : X — P(&) tels
que wo o = idx et les faisceaux inversibles quotients & — . — 0.
Si en plus X est régulier et & de rang > 2, alors

PicP(&) 2 PicX X Z.

Dans la méme situation, si &’ est un autre faisceau localement libre cohérent sur X, alors, P(&) = P(&”)
sur X ssi 3 faisceau inversible .Z sur X tel que & = & ® 2.
On connait de méme les notions de P"-fibré, de fibré affin et de fibré vectoriel.

1.2 Projective space bundle formula

Grothendieck a formulé cing axioms pour D'existence de classes de cylce dans [2] dont le premier est
la formule en question. On a une catégorie ¥ d’espaces algébriques non-singulier telle que, si X € 7 et
& une fibré vectoriel sur X, alors P(&) € ¥ de méme. Et similaire pour tout sous-espace Y C X fermé
non-singulier, Y € #". On dispose aussi des données suivantes :

1. un foncteur contravarian

¥ — { anneaux gradu$ avec unité anticommutatifs }
X = A(X)

2. un homomorphisme fonctoriel en X px : Pic(X) — A%(X)

3. pour tout X et tout sous-espace algébrique fermé ¢ : Y < X de codimension constante d un
homomorphisme de groupes
iv t A(Y) = A(X),

augmentant les degrés de 2d unité.

On suppose les conditions suivantes satisfaites :
(A1) Soit X € ¥, & un fibré vectoriel sur X de rang d, ¢ la classe de &(1) dans A?(P(&)). Alors, les
éléments
& 0<i<d-1

forment une base de A(X)-modules & gauche f*: A(X) — A(P(&)).
(A2) Soit X € ¥, £ un fibré vectoriel de rang 1 sur ¥/, s une section de .Z transversal a la section
nulle telle que 'espace Y des zéros de s appartient & ¥. Alors

px(Y) = px(clx(Z)).
(A3) Soient X CY CZe ¥, X 5V L Z, alors
(Ji)x = Jula.
(A4) Soient X CY € ¥,i: X =Y, alors pour a € A(X), be A®Y)
ix(bi*(a)) = i (b)a.
(A5) X,Y € ¥,Y’ CY fermé non-singulier, f : X — Y transversal a Y/, X' = f~1(Y') donc X’ C X
est de méme fermé non-singulier, et alors € ¥ et px(X’) est défini. Dans ce cas on a

px(X') =" (py (Y)).

Grothendieck a démontré que cela permet de construire de classes de cycle, et la condition (Al)
est suffisant pour construire de classes de Chern. Les anneaux gradués A(X) sont dans les applications
fréquemment des théories de cohomologie. On en mentionnera quelques uns.
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2 Examples

2.1 Etale cohomology

Soient X une variété non-singuliére projective sur un corps algébriquement clos k, & un faisceau de
O x-modules localement libre de rang m + 1 pour la topologie Zariskienne, A = Z /™ Z avec # char(k).
Plus tard, on admet sous quelques modifications aussi A = Z et = Q.

Théoréme 2.1.1. Soit ¢ la classe de 0(1) dans H*(P(&), A(1)). Alors 7 fait H*(P(&)) un H* (X )-module
libre de base 1,&,...,&™.

DEMONSTRATION : Il y a un isomorohisme d’anneaux gradués
A[T]/(T ) = HE(B™),

qui envoie T' — £ a section d’hypersurface. En particulier, H*(P™) est un A-module libre a base 1,...,£™.
Si & est libre on a un isomorohisme P(&) = X x P} (dépendant bien sar du choix de o : & — %)
qui induit alors par la formule de Kiinneth un H*(X)-isomorphisme

H*(P(£)) = H* (X x P") = H*(X) @ H*(P™).

Le dernier est un H*(X)-module a base 1,...,T™ et I'isomorphisme envoie £ vers T

Pour la situation générale, on couvre X par des ouverts U tels que & |y est trivial. On connait ’énoncé
pour ses ouverts est aussi pour les intersections, donc on peut raisonner avec la suite de Mayer-Vietoris
(et le lemme de cing). O

2.2 Rigide cohomology
3 Applications
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