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0 Introduction

Dans ce texte on s’intéresse & quelques énoncés sur les groupes p-divisibles das & J.T. TATE.
L’objectif est de démontrer que, sur un anneau de valuation discréte dont le corps de fractions
est de caractéristique 0, un groupe p-divisible G est déterminé par son module de Tate T,(G) ou,
ce qui revient au méme, par sa fibre générique G,. Plus généralement :

Théoréme 0.1 Soit X un schéma intégre, noethérien et normal, dont la fibre générique n est de
caractéristique 0. Soient G et H deuz groupes p-divisibles sur X. Un homomorphisme f, : G, —
H, s’étend de fagcon unique en un homomorphisme f: G — H.

Ce mémoire est constitué en quatre parties :

D’abord, on examine 'action du groupe de Galois Gal(K/K) sur la complétion C de la cloture
algébrique K d’un corps local K de caractéristique mixte (0,p). Les résultats principaux de ce
chapitre sont les Théorémes (1.3.1) et (1.3.2) :

On o H(K,C) = K, et HY(K, C) est un K-espace vectoriel de dimension 1.

Soit x : Gal(K/K) — K* un homomorphisme continu et C(x) le corps C muni de laction de
Gal(K/K) tordue par x : s.x = x(7)(yz), pour v € Gal(K/K) et x € X. Soit K., 'extension
de K déterminée par Ker(x). Supposons qu’il existe une extension finie Ko/K contenue dans
K telle que K /Ky soit totalement ramifiée et Gal(K/Ky) = Z,,. Alors, H° (K,C(x))=0cet
H' (K,C(x)) = 0.

Dans la seconde partie, on introduit la notion de schéma en groupes fini et localement libre
et on fait quelques rappelles sur la dualité de Cartier, les suites exactes courtes et les groupes
connexes et étales.

Dans la troisiéme partie, on définit les groupes p-divisibles. En appliquant les résultats généraux
de la partie précédente, on discute leur rapport aux groupes de Lie formels et on définit le module
de Tate T,(G) et le co-module de Tate ®,(G).

La derniére partie utilise les théorémes du début afin d’obtenir des informations sur le module
de Tate. On en déduit une décomposition de Hodge-Tate (Corollaire (4.1.2)) :

11 existe un isomorphisme canonique de Gal(K /K )-modules
Hom (T,,(G), C) = tgo (C) @ 15 (C) ©c C(-1),

ot tgo est l'espace tangent du dual de G et t, 'espace co-tangent de G a l'origine.

Cela permet de démontrer le théoréme susmentionné au cas ou X est le spectre d’'un anneau
intégralement clos, noethérien et intégre (Théoréme (4.2.1) et Corollaire (4.2.1)) :

Soit R un anneau intégre, intégralement clos et noethérien de corps de fractions K de caractéris-
tique 0. Pour deux groupes p-divisibles G et H sur R Uapplication de restriction

HomR(G,H) — HOIHK(G ®r K, H ®g K)
est un isomorphisme. Mutatis mutandis, l’application
Homp(G,H) — Homg, %/ k) (T,(G), T, (H))

est un isomorphisme.
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1 Calcul de cohomologie galoisienne

Soit R un anneau de valuation discréte, complet et de caractéristique 0; on note k£ son corps
résiduel supposé parfait de caractéristique p > 0. En outre, on note K le corps des fractions de
R, K une cléture algébrique et v la valuation normalisée de K. Cette valuation s’étend a K et
on note C' la complétion de K pour la topologie définie par v.

Le corps C est algébriquement clos et la valeur absolue de K s’étend & C par continuité. Si 7 est
une uniformisante de K et € C on peut définir la valeur absolue de x par

| = |

et e = v(p) l'indice de ramification absolu de K.
Si L est un sous-corps de C contenant K et J un idéal fractionaire de L, on pose v(J) =
min {v(z)|z € J}.

1.1 Quelques extensions totalement ramifiées

Soient K, une extension galoisienne de K, totalement ramifiée de groupe de Galois I" = Z,
et K, le sous-corps de K. correspondant au sous-groupe I'(n) = p"Z,. L’extension K, /K
est cyclique de degré p”. Remarquons qu’une telle extension existe, par exemple l'extension
cyclotomique. Pour tout n € NU{oo} on note R, I'anneau des entiers de K, et m, son idéal
maximal.
La différente relative d’une extension M/L est notée Dy /r.

Proposition 1.1.1 Il existe ¢ € R tel que la valuation de la différente de K, /K soit

n

v(Dk,/k) =en+c+p "ay

ot la suite (a,)nen est bornée.

DEMONSTRATION : Si L/K est une extension finie (ce qui est le cas de K, /K) on a d’apres [13,
Proposition 4, p.72] v, (Dr/k) = >i—g (#Gi — 1), et donc

> (46— = —— [ (46, - Dy

vk (D k) = P
-1

ot G; sont les groupes de ramification de Gal(L/K) et ek est I'indice de ramification relative.
Par passage a la numérotation supérieure G* = Gy (,), ¢’est-a-dire en réalisant un changement
di variables y = vz, ou ¢ est l’application réciproque de ¢(y) = foy [G(;iitG,] (et alors ¥(z) =
Jy (G°:G")dt), on obtient, puisque dy = ¢'(z)dx = (G° : G*) du,

1 > 1 0
'UK(QL/K)— eL/K /_1 (1 #Gx>#G dz.

Si L/K est totalement ramifiée #G° = e, /i et la formule se simplifie en

'UK(QL/K):/_l (1— #é’r)dl'

Dans le cas de Uextension K, /K, la définition de la numérotation supérieure donne Gal(K,, /K)* =
Gal(K/K)*. Notons alors v, le n-iéme nombre de ramification supérieure, c’est-a-dire, le n-
ieme entier tel que Gal(K../K)" # Gal(Ky/K)"*!. Supposons que l'on a déja prouvé que
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Un41 — Up, = € pour n assez grand, disons n > ng. Pour n > ng on a alors

v@x, k) = (01— w) <1> (u2v1)( ! )+~ + (Ong — Omg1) <1_1

P

e ((tm) + (0 vt )

1 1
= Up, — Yo+ (’Ul — UO)E + (’UQ —’Ul)p — 4+ o4 (vno —’Unofl)zm +
1 1
te(n—mng)—e|l+ -+ 4+ ——
p p 0
= en-—+uvy, —Vp—€Eng—e 1+
pn0+2 1
+p" (ep —1 + (v1 —vo) + =(v2 —v1) + -+ p"0+1( Ung 1))
Pour n < ng, on pose par contre a, = p" (v(@Kn/K) —en — c). O

Pour compléter, il reste & montrer
Lemme 1.1.1 Pour n assez grand, on a v,+1 — v, = €.

DEMONSTRATION : Comme K,/K est totalement ramifiée, on peut supposer le corps résiduel
k algébriquement clos, cas auquel on peut toujours réduire le cas d’un k parfait par passage a
la complétion de l’extension maximale non ramifiée de K. Dans ce cas, Serre montra dans [14]
que 'on a une théorie du corps de classes qui fonctionne exactement comme dans le cas d’'un
corps résiduel fini : si L/K est une extension abélienne (nécessairement totalement ramifiée),
I’isomorphisme de réciprocité

p: K*/NpxL* = Og [Ny xOf — Gal(L/K),

oit N,k est lanorme, donne d’apres [13, Corollaire 3, p.235] une correspondance entre la filtration
donnée par les 1 + m’ et la filtration par la ramification supérieure du groupe de Galois. Dans
notre cas, cela fournit un épimorphisme continu

p: 05 —Z,=T.
On dispose aussi du logarithme

log: 1+ 7m0k = 7m0k

additifs
p:mmOg — p Zy, pour [ € Nconvenable.

Soit ng € Nxppie tel quil existe a € OF avec p(n™0a) ¢ p't17Z,; alors p(r™ i Of) = p'*1 7,
pour j € {1,2,...,e} car avec 7° = pu, u € O) on a

S0 motiy _ 5 +i— 1+1

p(r"e™) = p(pun"TITC) € pT L,
(ce qui a du sens, parce que ng > m + e — 1) mais

no-te [+2 Z
p -

p(r™ o) = p(n"a) p(pu) & p
—— ——
gt Z, epiy
Par récurrence, on obtient finalement
ﬁ(”nOHOK) =p' Ly
pour j € {e(i—1)+1,e(i—1)+2,...,ei} : on voit bien que les sauts de la ramification supérieure
vérifient v,, — v,,_1 = e pour n > nyg. |

De cette proposition, on tire les corollaires suivants :
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Corollaire 1.1.1 v(Dk, ., /k,) =€+ p "by 0l (by)nen est bornée.
DEMONSTRATION : On a Dk ., /x = Dg, ., /K, Dk,/k Aot v(Dg,,,/k,) = V(Pk, ., /Kk) —

U(CDK"/K) Donc b, = p_lan+1 — a, est borné. O

Corollaire 1.1.2 1l eziste a € R indépendant de n tel que pour tout x € K,,41 on a

| Tric, 1/, (@) < |p' =" Ja.

DEMONSTRATION : Rappelons que m,, désigne 1’idéal maximal de I’anneau des entiers Ry de K,,.
Ona®g,, /k, =M1 [13, V,§3, Lemme 3] avec d = vk, ., (D, ,, /K, ) Par conséquent, pour
tout entier ¢ > 0 on a

TrKn-H/Kn (m;+1) = mjm

avec j = VMJ [13, V, §3, Lemme 4]. En particulier pour z € m},_,, c’est-a-dire i = vk, , (2),

on a
J <z+d 1>
)
)

UKW+1 TrK71+1/Kn €

Y
<
=

3

t

( (

UKnJrl (TrK7L+1/Kn (33

”+1v(TrKn+1/Kn (z
( (

v TrKn+1/Kn T

Vv
S
3
s
>4
B
_|_
S,
8
=
3
H
<
=

—-bp

Vv
/—\
\_/
_|_
—
+
’E
3
—~
O‘
|
—_
=

_ inanN(bn - 1)

d’apres le corollaire précédent. Comme la suite (b, ), ecn est bornée, on peut poser a := .

ce qui est indépendant de n et donne

v

v(z)+e(l —p"a)

U(TrKn+1/Kn (x))
| |t

| Trg,, /K, ()

A

< Ip |z].

Quod erat demonstrandum. O

Corollaire 1.1.3 1l existe ¢ € R indépendant de n tel que pour r € K,

| Tric,, /i (@) < [p[" ™[]

DEMONSTRATION : Cela résulte immédiatement du Corollaire 2. En effet, on a Try /g = Trg, /g 0 Trg, /k, ©
TI'K" /Kn—l dOHC

‘(l—a)—b—(l—ap*l)+...+(1_ap7n+1)

IN

p |z

— ceegp— L —
= [p" e ) ) < Jpl e,

| Tri,, /i ()]

et I’énoncé est prouvé. O

On notera ¢ un générateur topologique du groupe I
Lemme 1.1.2 1] existe ¢ > 0 indépendante de n telle que pour x € K, 11
|z —p~? Trg, .. /kn(®)] < clo? z — x|,

DEMONSTRATION : Soit 7 = ¢" . Il définit un générateur de Gal(K,4+1/K,). Latracede x € K41

sur K, est alors donnée par Trg, /. (x) = S.0—, 7'z. Alors,
p—1 p—1
pr—Trg, /K, () = pr— Zrzx = Z(l — 7z
=0 i=0
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Puisque la valeur absolue | - | est ultramétrique 1’égalité précédente donne
p—1
Pz — Teg i, ()] < il (1 — 7] = |1~ 7)a,
ce qui montre ’énoncé avec ¢ = p~'. O

On définit une fonction K-linéaire sur K., & valeurs dans K notée tx comme suit : pour
z € K, posons

tg(x) =p~ " Tri, /i (2),
ce qui ne dépend pas du choix de n et définit un projecteur du K-espace vectoriel K., sur son
sous- K -espace vectoriel K.
Proposition 1.1.2 1] existe une constante d > 0 telle que pour tout v € K,
|z —ti(x)] < dlox — x|
DEMONSTRATION : La preuve s’effectue par récurrence sur n. On va montrer I'inégalité

| — tr(2)] < eplox — x|

pour z € K,,, avec
_ —-n
Cn+1 = ‘p| o Cn,
ot a > 0 est la constante du Corollaire 1.1.2.
Remarquons que la suite (¢, )nen est croissante et bornée : on a
_ n—1 —iq n—1 1 ai
n = |p| =P Jey = a2t o C<Oéa(z C1—Cn+1<a1PC1
_‘171,1;
avec a > 1. Donc, d = |p| » ¢; donne alors le résultat voulu.
Pour n = 1 I’énoncé est fourni par le Lemme 1.1.2 et on prend c; égal au ¢ de ce lemme. En
supposant que 1’énoncé est vrai pour n on a pour =z € K,

—(n+1) TrKn-H/K( )|

—p-p ) Ty /k Tre, k., (2)]
—p " Trr, x Trg, /K, (2)]
t

| Trg, /., () =Pt (@) = |Trg, /K, (%

(
= |TrKn+1/K (.’L‘
(

|TrKn+1/Kn T

D

= |Trk,,,/k,(®) = tx(Trr, /K, (2))]
< anloTrr, k(@) = Trr, ./, ()]
= cn|TrKn+1/Kn(azf:c)|

< calpl"™ " "oz —al,

d’aprés le Corollaire 1.1.2 de la Proposition 1.1.1. En appliquant le Lemme 1.1.2 on obtient

o —tx(@)] = |(z—p ' Trg, . k. (@) + (07 Trk, k(@) = tr(2)) |
< max ((w = p7 Trie, i, (@) ol ™7 enlow - o))
< max (cl|0p”m — x|, |[p|=%® " enlox — x|)
< max(c1,Cpt1) |ox —
= cCpiilox — x|,
et la récurrence compléte donne 1’énoncé. O

Remarque 1.1.1 La démonstration montre qu’en remplacant K par K, on obtient une inégalité
correspondante avec la méme constante d (car a est indépendant de n).
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Soit maintenant X la complétion de K, pour la topologie définie par la valuation v. C’est
un espace de Banach sur lequel 'action de I" est continue. On étudiera le I'-espace X.

D’aprés la Proposition 1.1.2 lopérateur tx agit de facon continue sur K, et s’étend par
conséquent par continuité & X. Comme K est complet, on voit que tx(X) = K et que Xg :=
Ker(tx) est un sous-espace fermé de X.

Proposition 1.1.3 (a) X est la somme directe de K et Xj.

(b) Lopérateur o — 1 annule K tout en étant bijectif d’inverse continu sur Xg.

(c) Si A e K* est congru a 1 modulo m et n’est pas une racine de lunité, alors o — X\ est bijectif
d’inverse continu sur X.

DEMONSTRATION : (a) Comme tx est idempotent (c’est une projection), X est la somme directe
de son noyau et son image :

(b) Pour tout n on pose
Kn,O =K, NXp

le sous-espace de K, sur lequel la trace a K s’annule et on note K o leur réunion. Comme dans
(a) on a
K,=K® K, pour n € NU{oo},

et X est par définition 'adhérence de K o dans X. Comme o — 1 est injectif sur chacun des
K-espaces vectoriels de dimension finie K, o, il est bijectif sur chacun d’eux, de méme que sur
leur réunion K, . Si ¢ est son inverse, alors pour tout y = (0 — 1)z € K0, on a (d’aprés la
Proposition 1.1.2)

loy —tr(0y)| = loy| < dlyl,

puisque tx (oy) = 0. En conséquence, ¢ s’étend par continuité & Xy ce qui donne ’inverse continu
voulu de o — 1 sur Xj.
(¢) On peut supposer que

A —1]d < 1,

avec la constante d de (b). En effet, il existe toujours n € N tel que [\*" — 1| < 1. Comme d ne
dépend pas de n et comme o — X divise o?" — X\P", il suffit de remplacer K par K,, o par o?"
et A par \?" (ce qui est possible puisque par hypothése \?" # 1). Sur K, o — \ est bijectif car
1— X # 0, A n’étant pas une racine de I'unité. Et donc par (a) il suffit d’étudier son action sur
Xp. On a l'équation d’opérateurs suivante

oo =N =eo(lc-1)-(A-1)=1-(A-1e (1)

On obtient alors
[(A = Doy| < |A=1|d|y| < |y pour tout y € X

ce qui montre que 1—(A—1)p est un automorphisme de X, dont I'inverse est une série géométrique.
Alors, I’'équation (1) implique que o — X est continGiment inversible sur Xj. ]

On rappelle la définition des groupes de cohomologies continues. Soient G un groupe topologique,
M un groupe topologique abélien muni d’une action additive et continue de G. Pour n € N, soit
C"(G, M) le groupe de n-cochaines continues de G a valeurs dans M, c’est-a-dire le groupe
des fonctions continues sur G™ a valeurs dans M. De plus, on définit les opérateurs de bord
d, : C"(G,M) — C""1(G, M) par les formules habituelles (voir [4, 1.1, p.10] et [13, VII, §2]).
On obtient ainsi un complexe de groupes abéliens. On pose Z" (G, M) = Ker(d,) le groupe de
n-cocycles continus de G & valeurs dans M, B"(G, M) = Im(d,—1) si n > 0, respectivement
B(H, M) = 0, le groupe des n-cobords et finalement le n™¢ groupe de cohomologie continue,
H"(G,M)=7"(G,M)/B"(G, M).
On a par exemple, H(G, M) = M%, car sia € M = C°(G,M) et v € G, on a dya(7)
(y — 1)a. En outre, Z'(G, M) = {f : G — M continu |f(gh) = f(g) + g- f(h)} et BYG, M)
{f: G — M continu |3m € M : f(g) = g(m) —m}, ce qui implique si G agit trivialement sur M
on a HY(G, M) = Homont (G, M).

[l
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Soit x un caractére continu de I' vers le groupe K *, alors on note X (x) 'espace X muni de
I’action tordue de T :

vz = x(7)(vz), pour yel,zeX.

On étudie les groupes de cohomologie continue H(T', X) et H (I, X (x)) pour les topologies
canoniques de I' et X.
On a alors

Proposition 1.1.4 (a) H)(I', X) = K, et H(T', X) est un K -espace vectoriel de dimension 1.
(b) Si x(T') est infini, alors H* (T, X (x)) = H' (T, X (x)) =0

DEMONSTRATION : Soit, o un générateur topologique de I" et pour un caractére quelconque de T,
soit X := x(0~1). Si Y est un sous-espace fermé de X stable sous I’action de T, alors H (I', Y (x))
est le noyau de o — A sur Y. En effet, un élément y est dans H° (I, Y'(x)) si et seulement si

y=vy=x(v)(yy)  pourtout yeT.

Mais comme o est un générateur topologique, c’est le cas si et seulement si

y=o0.y=x(0)(oy) =A""o(y),

c’est-a-dire,
(c—=Ny=0.

Par contre, H' (T', Y (x)) est un sous-groupe de conoyau de o — A sur Y. En effet, comme un
1-cocycle est évidemment déterminé par sa valeur & o, on a un plongement de z! (T, Y (x)) dans
Y :

[ flo),

et un élément f est dans B (I, Y (x)) si et seulement s'il existe o € Y tel que

f(o) =0a(yo) — Ayo)-

En particulier, les deux groupes de cohomologie sont triviaux si o — A est bijectif sur Y. Si x est
trivial, on a A = 1 et Y (x) = Xo : la partie (b) de la Proposition 1.1.3 montre alors que H(T", X)
et H'(T, X) sont nuls. Par conséquent, ’égalité X = K @ X, de la partie (a) de la Proposition
1.1.3 implique

HO(I,X)=HIK)=K et

H'(T, X) = HY(T, K) = Hom(T', K)

un espace vectoriel de dimension 1 sur K.

Si x(T) est infini, alors A = x(¢) n’est pas une racine de I'unité, puisque o est un générateur
topologique. On peut également supposer qu’il est congru a 1 car il existe un entier n tesl que
x(07P") = AP" = 1lmodr grace a la continuité de 'action et si o?" — X\P" est bijectif o — A l'est
aussi. Donc, on peut appliquer la partie (c) de la proposition précédente, ce qui nous montre que
o — X est bijectif sur X et que H° (T, X (x)) et H* (T, X (x)) s’annulent. O

1.2 Des extensions finies de K

On conserve les notations du paragraphe précédent, et on note L une extension finie de K,
Oy son anneau d’entiers et my, son idéal maximal (O et m ont la méme signification pour K)-
Soit H = Gal(K /K ).

Proposition 1.2.1 On a Try /i _(OL) D My.

DEMONSTRATION : On peut d’abord supposer L/K,, galoisienne, car si L'/L est une extension
finie, et si ’énoncé est vrai pour L'/ K, alors, par transitivité de la trace, il 'est pour L/K .
Il existe un entier ng et une extension finie galoisienne F/ K, telle que L ~ F ® Ko K @ quitte
a remplacer K par K,,, on peut supposer que ng = 0 et L = F K, avec F' et K, linéairement
disjoints sur K. En particulier, on a Gal(F,,/K) ~ Gal(F/K) x Gal(K,,/K) pour tout n € N.
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En posant F,, = FK,, pour n € NU{oo}, on a F, = L.
Comme l’extension F/K est finie, il existe h € N tel que Gal(F/K)" = {1} pour tout v > h.
Mais par ailleurs, on a

Gal(F/K)" = Gal(F,/K)"/ (Gal(F,/K)" N Gal(K,/K))

(parce que la numeérotation supérieure passe au quotient). On a donc Gal(F,,/K)" C Gal(K,,/K),
soit encore Gal(F,,/K)” N Gal(F/K) = {1} pour v > h. On a alors

Gal(K,/K)" = Gal(F,/K)"/ (Gal(F,,/K)’ N Gal(F/K)) = Gal(F,,/K)"
pour tout v > h. Par conséquent,

v(®p,/k,) = v(Pr, k)~ v(Dk,/K)

- /Oo (#(Gal&n/m?} - #(Gal(an/Kw) @

- / (#(Gal(fin/w) - #(Gal(zlfn/K)v)) @

h dv
/_1 #(Gal(K,/K)")

Mais si les sauts de la filtration de Gal(Ky/K)? sont vg = -1 < v; < vy < - <oy < h <
VN1 < ---,0na
/h dv bt -t +h—tN<(h—|—1)pN
_1 #(Gal(K,,/K)Y) p" pnt pmN T pn

de sorte qu'on a bien v(Dp, )k, ) = p~"n O (an)nen est une suite bornée.
Soit x € mg__. Il existe m € N tel que x € K,,. Si » > m, on peut écrire zR,, = mJ», avec
lim j, = oo vu que Ko /K est totalement ramifice. Mais on sait ([13, p.91, Lemme 4]) que

n—oo

Tan,/Kn (m%‘n) = m{L avec j = {w

J. Avec i = 0, cela donne
€Fn/Kn

Tre, /k, (OF,) = ),

avec j < |vk, (v(Dp, /K, )| < an+1. Comme (o, )nen est bornée et lim j, = oo, il existe n > m

n—oo

tel que j, > o, + 1. On a alors x € Trg, /k, (OF, )- O

Corollaire 1.2.1 Soient L/ K., une extension finie galoisienne de groupe de Galois G et f une
r-cochaine de G a valeurs dans L, avec v > 0, et ¢ > 1. Alors, il existe une (r — 1)-cochaine g de
G dans L telle que

[f —dgl <clofl et gl <clf].

Remarque 1.2.1 Ici, | f]| signifie le maximum des valeurs absolues des valeurs de f. Une (—1)-
cochaine est un élément y de L et le cobord dy d'un tel y est la 0-cochaine Trz k().

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE : En appliquant la proposition précédente, on trouve une (—1)-
cochaine y € L tel que |y| < 1 et [dy| > ¢! (si on prend y € Of, avec dy = Try /k_(y) € Moo €t
v(dy) assez petit, alors v(y) > 0 et v(dy) > 0, c’est-a-dire |y| < 1 et ¢! < |dy| < 1). On définit
une (r — 1)-cochaine y U f comme suit :

yUf=yf, st r=0

(YU H)(s1y..ey80—1) = (=1)" Z 518287y - f(81,82,...,8r), si r>0.
sr€G

On vérifie l'identité

(6y)f —d(yU f) =yU(0f),
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dans laquelle on peut diviser par I’élément dy :

f=69=0y "(yudf), avec g=(6y) '(yUf).

Comme [y| <1, |(6y) | < cet [yU f| < |y|.|f], on a |f —dg| < c|df] et |g] < c|f| comme exige.
O

Corollaire 1.2.2 Le Corollaire 1.2.1 est encore valable si I’on remplace L par K, G par H et
st l’on considére des cochaines continues par rapport a la topologie de Krull sur G et la topologie
discréte sur K (pour v = 0 il faut alors remplacer la conclusion par : « il existe un élément
x € Ky tel que |f — x| < cldf| »).

DEMONSTRATION : Cet énoncé résulte du Corollaire 1.2.1, car une cochaine continue de H a
valeur dans K est induite par inflation d’une certaine extension finie galoisienne L/K (voir [15,
Proposition 8]). a

Si on passe & la complétion C' de K, le groupe H'(H,C) est construit avec les cochaines
standard continues par rapport a la topologie de Krull sur H et la topologie de la valuation sur
C.

Proposition 1.2.2 On a H'(H,C) = X et H" (H,C) = 0 pour r > 0.

DEMONSTRATION : Supposons que 1’on a la propriété suivante :

(*) Pour toute cochaine J sur H a valeurs dans C' et pour tout € > 0, il existe une cochaine h
sur H a valeur dans K telle que |f — h| < e.

Soit f un cocycle sur ‘H a valeurs dans C. Si r = 0, f est dans la complétion X de K., d’aprés
le Corollaire 1.2.2. Si r > 0, construisons par récurrence une suite de (r — 1)-cochaines (g,) €
C"Y(H, K) telle que

c? c
lgv+1 — | < — et |f—dg,| < — pour tout v €N
2V v

avec une constante ¢ convenable. Supposons gg, g1, - - ., g, construites. On applique la propriété
(*) & f — 8gy et e = 52+ : il existe h, € C"(H, K) telle que |f — 89, — hy| < 54+. D’aprés le
Corollaire 1.2.2, il existe g, € C"1(H, K) telle que |h, — 6g,| < ¢|6h,| et |g,| < c|h,|. Posant
maintenant g, 1 := g, + gy, ON & :

|f=0gval = |f =g +9v)l
= |f_6gu_hu+hu_5§u‘

~ C
< max ‘ffggvfhu‘y‘hu*(sgA <2VT
—_—— —— —
<1/2v+1 <c|ohy|
(car |5hn“‘ = ‘5(]111 - (f - 59V))+ of - 55911) ‘ < 2“%) En plus,on a: ‘9u+1 _gul =
—_— ~— ———
<1/2v+1 =0 par hypothése 0

9| <clhyl =clhy, — (f—b0g,)+ f —dg, | < g—i Apres avoir construit cette suite convergente, on
—_—— ——

<1/2v+1 <c/2v
peut poser g := Vlerolo g, € C""Y(H, C). Per constructionem, on a | f —dg| = 0 et donc effectivement
H'(H,C)=0.
Il reste & prouver la propriété (x). Remarquons que C' = K + 1¥O¢ pour tout v € N. Il existe
donc des applications ¢, : C/7*Oc — K telles que ¢, ¢, = ide/rv0p, 01 ¢, : C — C/7"Oc est
la projection canonique. Puisque C'/7”O¢ est muni de la topologie discréte et ¢, continue, ¢,
lest également. On pose maintenant

fo=¢0.f H —C— C/m"Oc¢ — K,
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ce qui définit bien une cochaine continue de H & valeurs dans K. Comme f et f, ont méme image
par la projection sur C/7¥O¢ (en effet, ¥, f, = ¥, ¢, f = 1, f), leurs valeurs ne différent que
par des éléments dans 77 O¢ et cela implique

fo=fl<lal — 0

et on a fini. O

Maintenant, on est en mesure de démontrer les résultats principaux de ce chapitre.

1.3 L’action de Gal(K/K) sur C

Comme le groupe de Galois de K /K agit par continuité sur C, on peut examiner les groupes
de cohomologie H" (Gal(K/K),C) =: H" (K, C).

Théoréme 1.3.1 On a H*(K,C) = K, et H' (K, C) est un K-espace vectoriel de dimension 1.

DEMONSTRATION : Soit K, /K une extension galoisienne infinie et totalement ramifiée de groupe
de Galois isomorphe & Z,. On dispose d’un isomorphisme

HO(K, O) = H0 (Gal(?/K)/ Gal(?/Koo), C«Gal(f/Koo)).

Etant donné que Gal(K/K)/ Gal(K/Ks) = Gal(Ko /K) = T et CGalE/Kx) — X 1a Proposi-
tion 1.1.4 (a) nous dit que H*(K,C) = K.
En outre, on dispose d’une suite exacte d’inflation-restriction (voir [13, p.126, Prop.5])

0—H! (Gal(F/K) / Gal(K /Ky), cGal(?/Kod) L HY(K, C) 22 H (Gal(K/K4), C).

D’aprés la Proposition 1.2.2, le groupe H' (Gal(K /K ), C) est nul, donc I'inflation est un isomor-
phisme. Mais on sait déja (Proposition 1.1.4 (a)), que H* (Gal(?/K)/ Gal(K/K), C’Gal(?/Kw))

est un K-espace vectoriel de dimension 1 (car Gal(K /K)/ Gal(K /Ko) =T et CGal(E/Kx) — X)),
D’ou I’énoncé. i

Soit maintenant y : Gal(K/K) — K* un homomorphisme continu (remarquons que les
valeurs de x sont des unités dans Oy, parce que Gal(K/K) est compact), et notons C(x) le
corps C muni de laction tordue de Gal(K/K) : v.z = x(7)(yz), pour v € Gal(K/K) et z € X.
Soit Ko lextension de K déterminée par Ker(y).

Théoréme 1.3.2 Supposons qu’il existe une extension finie Ko/K contenue dans Ko, telle que
Koo/ Ky soit totalement ramifiée et Gal(K o, / Ko) = Z,. Alors, H” (K,C(x)) = 0 et H' (K, C(x)) =
0.

DEMONSTRATION : Quitte a remplacer K par Ky, on peut supposer K, /K totalement ramifiée.
La preuve s’effectue maintenant par une démonstration identique a celle du Théoréme 1.3.1 sauf
qu’il faut appliquer la partie (b) de la Proposition 1.1.4 au lieu de la partie (a). a
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2 Schémas en groupes finis

On rappellera maintenant quelques faits sur des schémas en groupes finis.

2.1 Définition et exemples

Soit S un schéma. Un foncteur en groupes sur S est un cofoncteur F' de la catégorie de schémas
sur S dans la catégorie de groupes, c’est-a-dire la donnée, pour tout schéma X sur .S, d’un groupe
F(X), et pour chaque S-morphisme ¥ — X d’un morphisme de groupes F(X) — F(Y).

Exemples. (a) Le schéma en groupes additif, G, : pour X sur S on pose
Go(X) = groupe additif de T'(X,Ox);
(b) le schéma en groupes multiplicatif, G,, : est donné par
Gm(X) =T(X,0x)",

c’est le cas n =1 du
(c) schéma en groupes général linéaire, GL,, :

GL,(X) = matrices n x n invertibles & coefficients dans T'(X,Ox);
(d) le schéma en groupe spécial linéaire, SL,, :
SL,(X) ={A € GL,(X)|det(A) = 1};
(e) les racines n-iémes de l'unité, u, : pour X sur S on pose
pn(X) = {a € G (X)|a" =1}
(f) si S est de caractéristique p > 0, on définit les racines p"-iémes de zéro, ay,r :
apr(X) = {a € Gu(X)]a?" = 0};

comme (a + b)? = a” 4+ b dans I'(X, Ox), a,r(X) est un sous-groupe de G,(X);
(g) le foncteur de groupes constant, 3 : soit H un groupe arbitraire. Pour X sur S on pose

H(X)=H, etpour Y — X, H(X)-L5(Y).

Si F est représentable, disons par G z, S, alors on dit que G est un schéma en groupes. Le
lemme de Yoneda traduit les axiomes de groupes en identités pour G sur S :
il existe un S-morphisme [ : G xg G — G, la multiplication qui satisfait ’associativité :

fpo(idxi) = o (i xid).
Il existe une section € : S — G, la section unité, pour le morphisme de structure 7 telle que
fo (€ xid) = proj, et fio(id x€) = proj; -
Il existe un S-morphisme inv : G — G, Papplication inverse :
fio (id xinv) o A = o 7 = jio (inv x id) o A,

ol A est le morphisme diagonal.

Nous nous intéressons au cas ou le schéma de base est affine (et commutatif) : S = Spec(R),
avec un anneau (abélien) R. Un groupe fini d’ordre n sur R est la donnée d’un schéma en
groupe sur Spec(R) qui est localement libre de rang n. Cela veut dire que G est défini par
une R-algébre A localement libre de rang n. Les applications /i, € et inv correspondent & des
morphismes 1 : A — A® A (la comultiplication, souvent notée A4), € : A — R (la co-unité, £4)
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et un automorphisme inv : A — A (Papplication antipodale, souvent notée S), satisfaisant aux
conditions correspondantes :
(p®id) op = (id®u) o pu,
(e®id)opu=id et (id®e) o p =id,
mo(id®inv)ou=moe =mo(inv®id) o y,
oum:A®A — A définit la multiplication de A (souvent \/) et que 7 est le plongement de R
dans A (souvent noté 7).Un anneau A muni de ces structures s’appelle une algébre de Hopf.

Exemples. (h) Soit I' un groupe abstrait fini d’ordre n. Soit A 'anneau de fonctions sur I' &
valeurs dans R. On pose j1: A — A x A, (uf)(s,t) = f(st) et inv: A — A, (inv f)(s) = f(s71)
ete: A— R, (ef) = f(1) On vérifie que les identités exigées sont satisfaites. Alors, I' = Spec(A)
est un groupe fini d’ordre n sur R.

(i) Les racines n-iéme de I'unité p,, = Spec (R[X]/(X"™ — 1)) sont un groupe fini d’ordre n sur R
avec u(X) =X ® X. Pour une R-algébre B on a :

1(B) = Homp (R[X]/(X" — 1), B) = {b € By" = 1}.

C’est un sous-groupe du R-schéma en groupes G,, = Spec (R[X,Xfl}) avec u(X) = X ® X,
inv(X)=X"lete(X)=1,0na

G (B) = Homp (R[X,X '], B) = B,

PRI . n
plus précisément, on a une suite exacte 1 — u,, — G,, — G,,.

(j) Si R est de caractéristique p > 0 les racines p"-iémes de zéro, a,» = Spec (R[X]/(Xpr),
forment un groupe fini sur R avec pu(X) =X ®@1+1® X.

(k) Le groupe le plus général d’ordre 2 sur R dont l’algébre affine est libre sur R est G! =
Spec(R @ Rxz) = Spec(R[X]/(X? + aX)) pour ab = 2 et 2% + ax = 0 avec pu(r) = 2 ®@ 1 +
1 ® z + br ® z. Pour une R-algébre B on a G4(B) = {# € B|#* +af =0} et p définit une
multiplication sur G2(B) par 81 * B2 = (1 + B2 + bB1B2 (B1 * B2 est encore dans GY(B) :
(B1 + B + bB1B2)? + a(Br + B2 + bB1B) = (bB1B2)? + 23182 + 2bB1° B2 + 2631527 + abBi B =
431 3o — 2abB1 B2 — 2abB1 P2 + a?b?B1Ps = B1P2(4 — 4 — 4 +4) = 0). Pour a’, V' € R, les groupes
GZ// et G® sont isomorphes si et seulement §’il existe une unité u € R telle que a’ = ua, ub’ = b.

2.2 Dualité

A partir de maintenant, tous les groupes sont supposés commutatifs. Soit G = Spec(A) un
schéma en groupes fini sur Ret m: AQ A — A, u: A — A x A comme dans le paragraphe
précédent. Le R-module

AD = HomMod(R)(Av R)

est de nouveau la R-algébre d’un groupe fini sur R : on a les morphismes induits p? : AP ®
AP — AP la multiplication d’algébres, e : R — AP, le plongement de R = RP dans AP,
7P AP — R, le co-unité et inv? : AP — AP Tinverse. On pose

GP = Spec(AP)

et on vérifie facilement que m” : AP — AP ® AP définit une multiplication sur GP, e définit
une projection, 7 définit 'unité et inv? linverse. Le schéma en groupes G est dit le dual
de Cartier de G et bien sar Iordre de G et I'ordre de GP sont égaux. On a également un
isomorphisme canonique (GP)P = G.

Si T est un préschéma sur R, X et Y deux schémas, on considére le foncteur défini par

HOMspec(r) (X, Y)(T) = Homp(X xgr T,Y xg T) = Homr (X,Y)
(les homomorphisme de schémas sur T'de X xr T vers Y xr T), alors on voit facilement que

GP = HOMschar(r) (G, Gm),
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ot 'indice se référe au sous-faisceau des homomorphismes de schémas en groupes. Maintenant,
il est facile de décrire I’accouplement G x GP — G,,, de facon explicite : on rappelle que G,, =
Spec(R[X, X~ 1]) et on choisit un sous-ensemble ouvert U de Spec(R) trivialisant le faisceau

localement libre Og. Soit ey, ...,e, une base de Og|y et e, ... P la base duale de Ogp|y.
Alors lapplication
RIX, XU = Og|U @gjy Ogo|U
est simplement donnée par
XY o, @)
i=1

Remarquons que I'isomorphisme canonique
Ogp ®r O — HOMRg(Og, Og)

envoie 1’élément Y e; ® e sur le morphisme de modules trivial idp,, . Donc, application (2) est
bien canonique (en particulier, elle est indépendante du choix des e;).

Exemples. (a) Le dual du groupe cyclique d’ordre n, G =Z /nZ est p,.
Décrivons l'accouplement de Cartier dans le cas n = p. On écrit Z /pZ = Spec (R[Y]/(Y? - Y)),

pp = Spec (R[Z]/(ZP — 1)). Une base pour 'algébre de Z /pZ est 1,Y, ..., YP~ s soit fo,..., fp-1

la base duale (on peut montrer que f; = J:—}) Si on considére I’application exponentielle exp(§) =

14+&+ 52—? + 4 %, alors Z = exp(f1) et la dualité de Cartier est définie par

X —exp(Y ®log 2).

(b) Si G = G¢, alors le dual de Cartier est G” = G¢ et la combinaison de Cartier est

X—-1-Y®Z

2.3 Suites exactes courtes

Une suite ) )
0-G56La" -0 (3)

de groupes finis sur R est dite ezacte si 7 est une immersion fermée identifiant G’ au noyau de
j (dans le sens catégorique), tandis que j est fidélement plat. Si on dispose de j, il est facile de
construire G’ comme image inverse de la section unité de G”. Par contre, ¢ étant donnée, il est
plus délicat, bien que possible, de construire G”.

Si (3) est exact, les ordres m, m’ et m” de G, G’ et G” satisfont & la relation m = m’m”, ce
qui résulte du lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Soient G un schéma en groupes fini sur R et N un sous-schéma en groupes plat.
Alors, le quotient G/N eziste, il est plat et fini sur R. On a

#(G) = #(N)#(G/N).
Si N est normal, alors G/N est un groupe fini sur R.

DEMONSTRATION(ESQUISSE, VOIR [12]) : Soit Ay l’algébre de Hopf de N. Le groupe N est fini
puisque Ay est un quotient du R-module A. Donc, N est propre sur R. Maintenant GG est quasi-
projectif parce qu’il est fini. En conséquence, un théoréme de Grothendieck [6, Théoréme 6.1]
implique que G/N est représentable. Dans ce cas cependant, on sait construire G/N. Comme N
est donné par un idéal quasi-cohérent J de A, on peut considérer le R-sous-algébre de A

Ag/n ={rc Alp(r) =x®1 mod A® J} (4)
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et il est connu que le spectre de cette algébre est précisément G/N.
Il reste & montrer que G/N est plat sur R et que le théoréme de Lagrange est vrai. La définition
(4) montre que le graphe de la relation d’équivalence en G induit par N est le produit fibré

R=G XG/N G.
C’est un sous-schéma fermé de G X g G, et on a ’isomorphisme
NXRGgR:GXG/NG.

Comme N est fidélement plat sur R, il en est de méme pour proj, : R — G. Le diagramme

cartésien
Proj;

R—>G (5)

proj, i \L’T

G—>G/N

ol m est la projection canonique, et sa symétrie montrent que proj, est aussi fidélement plat.
Maintenant G — G/N est surjective, par conséquent elle est dominée par un revétement pour la
topologie fpqc, supposé de la forme X = G = G/N et 7o r fpqc. En réalisant une extension de
base de (5) on obtient

RXG/NXL’RLOL)G (5’)
pzl projzl J{ﬂ
X——>G—>G/N

ou py (extension de base de proj,) est fidélement plate. Mais alors, le fpge-morphisme 7 o 7 lest
aussi. Donc par la descente fidélement plate, 7 est fidélement plat. Pour cette raison, G/N est
plat sur R puisque G l’est.

Comptant les rangs dans I’isomorphisme

NXRG'%GXG/NG

on trouve que

#(G)°
#NH(G) = L
(N)#(G) #(G/N)
comme exigé. De la description fonctorielle de G/N comme co-noyau de faisceaux, on déduit que
G/N est un groupe si N est normal. a

Finalement, le dual d’une suite exacte courte de la forme (3) est exact.

2.4 Le morphisme de Frobenius

En caractéristique p > 0 on dispose du morphisme de Frobenius. Dans cette partie on va
décrire comment il se présente en général. Soient S un schéma de caractéristique p > 0 et G un
schéma en groupes fini sur S. On note ®,: G — G le morphisme de schémas qui correspond &
I’élévation & la puissance p-iéme sur les sections. On a un diagramme commutatif
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ot le carré extérieur n’est pas cartésien tandis que le carré intérieur 'est. C’est-a-dire, Fg(G) est
le produit fibré de G et S sur S et f,g est le morphisme induit par la projection 7 et ®,. On dit
que le schéma Fg(G) est le schéma en groupes de Frobenius de G sur S et f;/g est le morphisme
de Frobenius. Le schéma Fg(G) est effectivement un schéma en groupes sur S parce qu’il est une
extension de base, et le morphisme de Frobenius est un homomorphisme de schémas en groupes.
Donc, cette construction commute avec produits et limites projectives. On se rend compte que

Orsa) = Og o ®og Og, ou ¢:0g5 — Os, x+ P,
et qu’au niveau de faisceaux, fg /g est I'application

f:Og®osOS—>Og,a®/\'—>ap/\

Supposons maintenant S = Spec(R) o R est un anneau locale complet. Pour un schéma
en groupes fini sur S, disons G, les différentielles Qg /r sont données par A ® mg /m2 via 1® p
avec A = I'(G,0g) et my = Kere. Le quotient mp/mZ est I'espace tangent & lorigine de G et
peut s’identifier & I'espace des différentielles invariantes wg/r de G. Le noyau de I'application
G(R[T]/(T?)) — G(R) s’identifie au dual de mp/m3. De ces remarques on déduit la proposition
suivante :

Proposition 2.4.1 Soient R un anneau local complet équicaractéristique de caractéristique p > 0
et G un schéma en groupes fini et connexe sur R. Alors, le noyau de £/ n'est que nul si G est
trivial. De ce fait, si R est artinien, il existe un nombre entier n > 0 avec G = Ker fg/R. Le plus
petit entier n de cette forme est la hauteur de Frobenius.

DEMONSTRATION : On examine le diagramme

(mo/m5)" G(R[T)/T?) G(R)

I ) I

(mo/m§)J —= Fr(G)(RIT]/T?) —Fr(G)(R)

Comme f(a® A) = aP A et p > 2, la premiére application verticale s’annule. Si f est un monomor-
phisme, alors on trouve mg = m3 : cela implique que mp = (0), c’est-a-dire, G = S par le théoréme
de Krull.

Si R est artinien, la suite de noyaux (Ker ff, / ) finit par devenir stationnaire ; donc, elle s’arréte
par G. O

2.5 Groupes connexes et étales

Dans ce paragraphe on suppose que R est un anneau local complet et noethérien.

Lemme 2.5.1 Soit G un schéma en groupe affine sur R plat et de type fini. Alors, il existe une
suite exacte (canonique)

0-a"Lalar—o,
ot GO est affine et conneze sur R, plat et normal dans G et ou G® est étale fini sur R.
DEMONSTRATION : Soit G° la composante connexe de lidentité de G. Evidemment, G° est un
sous-schéma en groupes de G connexe et normal. Soit A l’anneau des sections globales de G.

C’est un produit de R-algebres locales, parce que I'on peut relever les éléments idempotents (car
R est complet). Soit A" la sous-algeébre maximale séparable de A. Le schéma

G := Spec(A°®")
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est un groupe fini et étale sur R. Si eq, ..., e, sont les générateurs idempotents de A°*, e : A — R
g’annule en tous sauf un d’eux, disons e£(eg) = 1. (On peut supposer le corps résiduel de R
séparablement clos.) Mais grace & cela on voit que

G° = Spec (A/(Kere N A*)A) = Spec(egA),

et on voit que que G° est plat sur R. O

Si G est un groupe fini sur R, le groupe G est
Spec(Am,)

ol my = Kere. Autrement dit, ’anneau correspondant & GO est le quotient local de A & travers
lequel la section de 'unité € : A — R se factorise. L’application i est une immersion ouverte et
fermée. Pour G variable, les foncteurs

G+— G° et G+— G

sont exacts.

Le groupe G est conneze si
G=a".

Dans ce cas l'ordre de G est une puissance de la caractéristique du corps résiduel k£ de R, plus
précisément, il est 1 si char(k) = 0 et une puissance de p si char(k) = p > 0. Plus généralement,
on a:

Lemme 2.5.2 Soit R un anneau local complet de corps résiduel séparablement clos (ot plus
généralement, un anneau local strictement hensélien) de caractéristique p > 0. Alors, tout schéma
en groupes conneze et fini sur R est d’ordre pt pour t convenable.

DEMONSTRATION : Soient G un schéma en groupes connexe et fini sur R et G = G xg (R/mg)
sa fibre sur le point fermé. Le schéma G est forcément connexe, sinon on pourrait relever un
idempotent non-trivial de Oge: (qui existe du fait que R/mr = (R/mg)*P) de R/mp vers
R puisque R est complet par hypothése. Par conséquent, G®' serait non-trivial, contradiction.
Comme #(G) = #(G) on peut se ramener au cas oii R est un corps séparablement clos de
caractéristique p > 0. La proposition (2.4.1) et une récurrence sur la hauteur de Frobenius
de G permettent de supposer G = Kerfg, r. Mais dans ce cas, 'algebre de G est donnée par

Rlzq,...,x]/(al, ..., a}), dou I'énonceé. O
Par contre, GG est étale si
G =G
Le foncteur 7
G — G(k)

est une équivalence entre la catégorie de R-groupes étales d’ordre fini et celle des Gal(k/k)-
modules finis oi1 'opération de Gal(k/k) est continue. On dit que Gal(k/k) est le groupe fonda-
mental de R. Soit Rt une « extension maximale locale étale intégre »de R (c’est-a-dire, une exten-
sion maximale non-ramifiée de R, si R est un anneau de valuation discréte). Le groupe Gal(k/k)
agit sur Re¢ de 'unique facon compatible & son opération sur l’extension de corps résiduels ket /k
(le corps résiduel ke; de Rey une cloture séparable de k). Etant donné un Gal(k/k)-module T, le
R-groupe étale fini correspondant est Spec(A) ou A est 'anneau des fonctions I' — Rey commu-
tant avec Gal(k/k).

Dans le cas général - G non nécessairement étale - on a

Get = G(k).
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3 Les groupes p-divisibles

3.1 Définition

Soit p un nombre premier et h > 0 un nombre entier. Un groupe p-divisible sur un anneau
(commutatif) R de hauteur h est un systéme inductif

G = (Gw iu)ueN

ou

(i) G, est un schéma en groupes fini d’ordre p*" sur R et

(ii) pour tout v € Ny, le morphisme i, : G, — G, 11 identifie G, avec le noyau de la multiplication
par p¥ dans G, 41, c’est-a-dire, la suite

i p”
0— GV — GV+1 I Gu+1
est exacte.

Exemple. (a) Pour des groupes abéliens habituels, cela implique

G, 2(Z/p’Z)" et G=lim G, =(Q,/Z,)".

Un homomorphisme de groupes p-divisibles f : G — H est un systéme d’homomorphismes de

groupes finis sur R
fV GV - HV

qui sont compatibles avec les injections i,, c’est-a-dire tels que le diagramme

fot1
GV+1 —— Hl/+1

commute pour tout v € N.

Proposition 3.1.1 Un groupe p-divisible G sur R est un groupe de p-torsion commutatif sur R
tel que la multiplication par p, p : G — G, soit une isogénie (un morphisme surjectif de noyau

DEMONSTRATION : Comme le systéme est inductif, on obtient des immersions fermées par itéra-
tion des i,
lypp—10---010y =114y, : G, = Gyq, pour toutv > 0et > 1,

identifiant G, avec le noyau de la multiplication par p” dans tous les groupes G, car on a le
diagramme suivant

i T4l G4 Gpdp—1
0 Gl/ Gy+1 Gl/+2 T Gu+u
p”l p"l p”l
Ty41 Gy42 Gyfp—1
Gy+1 Gu+2 e v+
iy42 Tutpu—1
Gy 22 il

Donc, G, est le noyau de p” sur G = li_n)1G,j et G est un groupe de p-torsion.
En échangeant les roles de p et v, il en résulte que le morphisme

" Gupr = Gy
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se factorise de fagon canonique a travers G,

Gy
N
Gutv o Gutv
ol j,,. est induit par p¥ de facon unique. Maintenant, le noyau de j,,, est le noyau de p*. Comme

lordre de G4, est per definitionem le produit des ordres de G, et G, on déduit du Lemme
(2.3.1) une suite exacte

0= Gy 25 Grpy 225 Gy — 0, (6)

Par conséquent, p : G — G est une isogénie, cela veut dire, est surjective de noyau un schéma en
groupe fini sur R. a

Exemples. (b) (C’est I’exemple motivant.) Soit X un schéma (abélien) de dimension d sur R.
Si X,, dénote le noyau de la multiplication avec n, alors il est connu que X,, est un schéma en
groupes fini sur R d’ordre n??. En conséquence, le systéme (X,v,i,), ot i, est l'inclusion, est un
groupe p-divisible noté X (p) de hauteur h = 2d. 1l est dit le groupe p-divisible du schéma abélien
X.

(c) D’une fagon semblable, on construit d’autres groupes sur R : Prenant X = G,,, on voit
facilement que Ker p”|g,, = ppv. Les v forment un sytéme inductif avec I'inclusion ordinaire et
on obtient le groupe p-divisible de Gy, G, (p) = (1pv, ipv )w, qui a hauteur 1.

3.2 Groupes formels

Soit R un anneau local complet (voire éventuellenment un corps ou un anneau local d’Artin),
mpg son idéal maximal. Par la suite, on restreindra la catégorie sur laquelle les foncteurs apparus
sont, définis.

Un schéma T sur R est dit trés fini, si
(i) T est fini (donc affine) sur R, et
(ii) I'(T, Or) est un R-module de longueur finie.

Si R est artinien, (ii) résulte de (i).

Un foncteur formel F sur R est un co-foncteur de la catégorie de schémas trés finis sur R
vers la catégorie des ensembles et si les ensembles résultants ont une structure de groupes de
maniére fonctorielle, on parle de foncteur formel en groupes sur S. Bien str, tout R-foncteur ou
R-foncteur en groupes F' induit un foncteur formel F, appelé la complétion formelle de F, par
restriction aux R-schémas trés finis.

Une R-algébre A est dite profinie, si elle est la limite projective linA/Ql pour une famille
d’idéaux () telle que A/ soit trés fini sur R. Remarquons que toute R-algébre finie en tant que
R-module est profinie, en particulier, R est profini, car R = Olgglq R/m%,. Par contre, la R-algébre

R[[X1,...,Xn]] n’est pas finie tout en étant profinie. En effet, soit
J=(X1,...,Xpn) + mgR[[X1,...,Xn]],

alors R[[X1,...,X,]] est la limite projective des R[[X1, ..., X,]]/J".
Toute R-algébre profinie A définit un foncteur formel, dénommé le spectre formel Spf A de A

par la formule
(Spf A)(T) = Homp cons. (4, T(T, O7)) ,

ou T est trés fini sur R et ou I'(T, Or) est muni de la topologie discréte. Par abus de notation,
on peut le reécrire comme fonteur covariant sur la catégorie des R-algébres trés finies :

(Spf A) (B) = Hompg cont. (A, B)

Cette définition-ci méne & une extension aux R-algébres profinies. Scilicet, pour B profinie, disons
B = lim B/%,, on pose

oO+—Q

(Spf A)(B) = lim Hompg cont. (4, B/By).

XO+—
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Comme ces foncteurs formels sont des vrai foncteurs sur la catégorie de R-algébres profinies,
on est en mesure de définir les schémas formels :
Un R-schéma (en groupes) formels est un foncteur représentable de la catégorie de R-algébres
profinies vers la catégorie des ensembles (respectivement des groupes). Autrement dit, un R-
schéma formel est de la forme Spf A pour une certaine R-algébre A.

Si A est une R-algébre finiment engendrée, on a le foncteur habituel représentable Spec A

duquel on peut considérer la complétion S?e-c\A Il est évident que celle-ci est représentable,
Cest-a-dire, est un R-schéma formel Spf A d’une certaine R-algebre profinie A : Soit

R[Xy,...,Xn] B RV,..., Y] = A—0

une présentation de A. Puisque ¢ est donné par m polyndmes en les Y; (par changement linéaire
de variables dans R[X], on peut les supposer sans terme constant), ¢ reste défini si on remplace
les anneaux de polyndmes par des anneaux de séries formelles et on obtient une présentation pour
A := Coker ¢

R[[X1,..., Xn]] 5 R[[Y1,..., Y]] — A — 0.

Si Spf A est un groupe formel, alors les co-multiplications induisent une comultiplication
i A— AQRA,

ot le chapeau désigne le produit tensoriel complété. Plus précisément, si A = @A/Q{, alors
ARQRrA = lim(A/A) ® g (A/2A) est une R-algeébre profinie. Cette co-multiplication est le co-produit
dans la catégorie de R-algébres profinies.

A. Grothendieck a fourni un critére de représentabilité dans [5] :

Théoréme 3.2.1 Un foncteur de la catégorie de R-algébres profinies dans la catégorie des en-
sembles (respectivement des groupes) est représentable si et seulement s’il est exact a gauche.

Examinons désormais le cas des groupes formels.
Proposition 3.2.1 Tout groupe formel G sur R dispose d’une suite exacte canonique
0-G"—-G—-G"—=0
ot GO est un sous-groupe formel connezxe et normal de G et G est un groupe formel étale.

DEMONSTRATION : Ecrivons G = Spf A et A = lim A/2l. Comme dans la démonstration pour les

schémas en groupes ordinaires (cf. Lemme (2.5.1)), on a les R-algébres (A/A)°* et par passage
a la limite, on obtient A°*. On pose G** = Spf(A°") avec une loi de groupe induite par celle
de G de sorte que la surjection G — G°* est un morphisme. Soit G° son noyau. L’anneau A
des sections globales de G est un produit de R-algébres locales, parce que I'on peut relever les
éléments idempotents comme R est complet. Cela montre que G est connexe. O

3.3 Groupes de Lie formels

Dans cette partie, on suppose R local complet, noethérien de corps résiduel k de caractéristique
p > 0. On dit qu’un groupe formel I est lisse sur R, si I'? est le spectre formel d’un anneau de
séries entiéres. Un groupe formel lisse et connexe est un groupe de Lie formel, il est de la forme

Spf(R[[X1,...,X4]])
et I’entier n est sa dimension. L’isomorphisme
R[[X1,..., Xu)]|@rR[[Y1, - s Yl 2 R[[S1, .-, Sns Ths - -, Tl

avec S; = X; ® 1 et T; = 1 ® Y; montre que pour décrire le structure d’un groupe de Lie formel
Spf(R[[X1,...,Xn]]), on a besoin d’une famille

Y, 2) = (f(Y, X))
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de n séries entieres en 2n variables Y;, Z;. Les axiomes imposés revient des axiomes de groupes :

(i) X =f(X,0)=f(0,X) (identité);
(i) [f(X,f(Y,2))=f(f(X,Y),Z) (associativité);
(iii) f(X,Y)=f(Y,X) (commutativité).

L’existence de la loi de I'inverse est automatique.
On écrit X *Y = f(X,Y). Les axiomes impliquent que

X *xY =X 4+Y + (variables de degré > 1).

Si&1,...,&n,Y1,--.,Yn sont des éléments (non-unités) d’une R-algébre trés finie B, alors la loi
de groupes en (Spf A)(B) est donnée par x xy = f(z,y) =z +y+---.
Considérons ¢(X) = X = --- x X. Cette expression détermine un morphisme
—_—

pfois
P:A— A,

ou A = R[[X1,...,X,]], correspondant & la multiplication par p dans I'. Celui-ci est dit divisible
si la multiplication par p, p : I' — T, est une isogénie. Cela signifie que 1 fait de A un module
libre de rang fini sur A méme.

Appliquons la construction de I’Example (b) & I" afin d’obtenir un groupe p-divisible

I(p) = (Tpriv)

de hauteur h sur R, oi1 p” est le degré de I'isogénie p : I' — I'. Le degré est en effet une puissance
de p, car il coincide avec l'ordre du R-groupe fini I') = Kerp, qui est connexe (voir Lemme
(2.5.2)). Plus généralement, on a

(T(p)), =Tp»r = Spec A,,

avec A, = A/J,, ou J, = " (Jo)A est I'idéal de A engendré par les éléments ¢ (X;), 1 <i < n,
en particulier, Jo = (Xi,...,X,)4. Puisque les A, sont des anneaux locaux, tout I'(p), est
connexe, c’est-a-dire, I'(p) est un groupe p-divisible connexe.

Lemme 3.3.1 Soit R un anneau local complet et noethérien de corps résiduel k de caractéristique
p > 0. Soit m son idéal mazimal, si bien qu’avec les notations qui précédent mA + Jo = M est
lidéal mazimal de A. Alors, les idéauz m” A+, constituent un systéme fondamental de voisinages
de 0 pour la topologie M-adique de A.

DEMONSTRATION : Le quotient A/(m” A+3J,) = A,/m” A, est un anneau d’Artin (en effet, il est
noethérien et tout idéal premier est maximal), les idéaux en question sont donc ouverts pour la
topologie M-adique. D’autre part, ils sont aussi petits que ’on veut : il résulte des axiomes que

¥(X;) = pX; + (variables de degré > 2),
et en conséquence,
¥(Jo) C pJo + I C (mA+ Jo)Jo = Mo,
car p € mA. Par récurrence on voit que
Jv =YY (J0)A C M Jo.
Comme bien sir m” A C 9, on a
m'A+ 3, C MY

et cela conclut la démonstration. O

Proposition 3.3.1 Soit R un anneau local complet et noethérien de corps résiduel k de carac-
téristique p > 0. Alors, le foncteur T' +— T'(p) est une équivalence entre la catégorie des groupes
de Lie formels divisibles et commutatifs sur R et la catégorie des groupes p-divisibles connexes
sur R.
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DEMONSTRATION (esquisse, cf. les exposés VII5 et VIIg de Gabriel dans [2]) : Ayant un systéme
fondamental de voisinages de 0 pour la topologie 9t-adique, ’anneau A est évidemment complet
(pour la topologie M-adique). L’application

A— lim (A/J,) = lim (4,)
o0V o0V
est donc bijective. Si " et IV sont deux groupes de Lie formels correspondant & A et A’, appli-
cation Homg(T',T") — Hompg(T'(p),T"(p)) induite par le foncteur en question est donc bijective.
Autrement dit, le foncteur I' — I'(p) est pleinement fidéle.
Pour compléter la démonstration, il reste & montrer que tout groupe p-divisible connexe sur
R est de la forme T'(p) & isomorphisme prés, pour un groupe de Lie formel T' sur R. Ecrivons
G = (Gy,i,) et G, = Spec A,,. Les inclusions i, : G, — G, 41 font de (A,), un syst‘eme projectif.
Posons alors
A= lim A,.
oV
La loi de groupes de G définit un morphisme A — A&grA et si on réussit & montrer que A
est isomorphe & R[[X,...,X,]] pour n € N convenable, on aura les propriétés exigées pour un
groupe de Lie formel I'. Ceci démontré, on voit que A est un module libre de rang fini sur A via
1, ce qui veut dire que T est divisible et G est isomorphe a I'(p).
Afin de démontrer que A est une algébre de séries entiéres sur R, on remarque d’abord que le
R-module A est plat en tant que limite directe des R-modules A, qui sont plats parce que libres
de type fini sur R (voir [7, pp.253-4]). Cela permet, grace au lemme de Hensel de se ramener au
cas ol R = k est un corps de caractéristique p > 0.
Dans ce cas, les limites directes de schémas en groupes finis et commutatifs d’ordre une puissance
de p constituent une catégorie abélienne et un groupe p-divisible sur k est un objet dans cette
catégorie sur lequel 'application p est une isogénie. Il existe un foncteur exact dans cette catégorie,
qui associe & un schéma en groupe G son schéma en groupe de Frobenius Fy(G) =: G®) et qui
conserve l'ordre des objets finis. A coté de cela, il existe des homomorphismes de foncteurs f
(induit par le morphisme de Frobenius f /) et V (Verschiebung), tels que le diagramme suivant
est commutatif pour tout G de la catégorie :

\/\

- G®)

(cf. [1, p.98], ou [2, exposé VII], ou [10, pp.18-19]). Si le groupe G est p-divisible de hauteur h,
alors F(G)P) T’est aussi, et comme le morphisme p est surjectif (c’est une isogénie) de noyau
d’ordre p", le diagramme montre que les morphismes f et V sont surjectifs d’ordre < p".
Retournons au groupe p-divisible connexe G sur k considéré plus haut. Pour tout v soit H, le
noyau de

VG — Fk(G)(pu).

Par conséquent, on a H, = Ker(f”) C Ker(p”) = G, et puisque G, est fini et connexe et la suite
(H,) strictement croissante (par rapport a l'inclusion), on a aussi G, C Hy pour N € N assez
grand dépendant de v. Donc par passage aux limites, on obtient

A= lim A, = lim B,,
oO—V oO—V
ou H, = Spec B,. Soient J, I'idéal d’augmentation de 1’algébre B, (dans ce cas, I'idéal maximal)
et
J= lim 7,
o0V

I'idéal d’augmentation de A et soient x1,...,x, € J dont les images canoniques forment une k-
base de J;/J3%. L’application J, /3% — J;/3% est bijective. La surjectivité est claire et son noyau
est nul, parce que H; est le noyau de f dans H, : le noyau de J, — J; est engendré par les
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puissances p-iémes des éléments de J, et il est donc dans J2. Cela entraine que les images des x;
dans B, engendrent J, pour tout v. Considérons maintenant les homomorphismes

uy k[ X1,..., X, — By

envoyant X; sur 'image de z; dans B,,. D’apreés ce qui précede, ils sont surjectifs. D’autre part, le
noyau de u, contient les éléments X car f” tue H,, donc 2’ est nul dans B,,. Mais si on applique
f succesivement on voit que rang(B,) = rang(B)” (puisque f est surjectif), et en appliquant la
théorie des groupes finis tués par le morphisme de Frobenius, on voit que rang(B;) = p". D’em-
blée, on voit que l'idéal (va, . ,Xﬁu)k[x] est de codimension p™ dans k[X] = k[X1,..., X,].
Comme k[Xy,...,X,] = Im(u,) @ ker(u,) , on a codimKer(u,) = dimIm(u,) = rang B, =
P = codim(XP", ..., XP"),[X] et il en résulte que (XP' ... , XP")ix] est le noyau de u,. En
conséquence, les u, induisent un isomorphisme

w: k[[Xq,. .., Xn]]>A,
et on a fini. O

Soit maintenant G = (G,, 4, ) un groupe p-divisible sur I’anneau local, complet et noethérien
R. Les composantes connexes G déterminent un groupe p-divisible connexe G°. Des suites canon-
iques
0-G% -G, —-G"—=0
on déduit une suite exacte
0—-G"—G— G0, (8)

ot G est un groupe p-divisible étale. La dimension du groupe de Lie formel correspondant & G°
est par définition la dimension que G.

Lemme 3.3.2 Soit A" une copie de A et ¢ : A" — A une application telle que A devient une
A’-algébre via ¢. Soient Q0 et Q' les modules de différentiels formels de A et A'. En choissisant
des bases de Q et U, on obtient des éléments de base U et ¥ de A" et A"CY respectivement.
Soit dp(¥') = av, avec a € A. Alors, le discriminant de A sur A’ est engendré par N 4, 4/(a).

DEMONSTRATION : La démonstration s’appuie sur I’existence d’une application trace Tr : A"Q —
A™Q) avec les propriétés suivantes :

(i) Tr est A’-linéaire.

(ii) L’application a — (¥ — Tr(ad})) établit un isomorphisme de .A-modules

A= Hom 4/ (A"Q, A™Y).
(iii) Si ¥ € @ et a € A, alors
Te(a - dg(9)) = (Teasa(@))0.

Une telle application de trace existe chaque fois que A = A" = R[[X1,...,X,]] et que p : A" — A
est un morphisme de R-algébres tel que A devient un A’-module libre de rang fini. Pour plus de
détails voir par exemple [8]. O

Proposition 3.3.2 Le discriminant de A, sur R est engendré par p"”phy, ot h = ht(G) et
n = dim(G).

DEMONSTRATION : En général, pour un groupe fini H = Spec B sur R on dénote disc(H) le
discriminant de B sur R. Si 0 — H' — H — H" — 0 est une suite exacte de groupes finis sur R
d’ordres m/, m et m”, alors par transitivité du discriminant on voit que

disc(H) = disc(H')™" - disc(H")™ .

Bien sur, disc(H) = (1) si H est étale. Comme on dispose pour un groupe p-divisible d’une suite
exacte de la forme (8), ces deux faits permettent de se ramener au cas d’un groupe connexe
G =T (p), car

UhO Lnet 0
disc(G,)) = disc(GY)? " - disc(Ge)P = disc(GY)™".
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D’apreés la démonstration de Proposition (3.3.1), on a alors A, = A/J,. Comme on a déja fait,
on considére A comme A-module libre de rang p*" via le morphisme d’algébres ¢ = 9”. Pour
éviter la confusion, on précise les notations : on considére A via ¢ comme algébre sur une copie
A’ de A. Avec l'idéal d’augmentation 3’ de A’ engendré par les X/, on a

Ay = AJT A (= A/p(T)A).

Par conséquent, il suffit de démontrer que le discriminant de A sur A’ est engendré par la puissance
de p en question.

On considére comme dans le lemme précédent les modules de difféentielles formelles de A et A’,
qui sont des modules libres sur A et A’ respectivement engendrés par les différentielles formelles
dX; et dX] pour 1 < ¢ < n. Le morphisme ¢ : A" — A induit une application A’-linéaire
dy : @ — Q. Le choix de bases de Q et Q' fournit des élément ¢ et ¢ de A"Q et A™Q. Soit
de(¥) = a avec a € A. On va montrer que a = p™”.

On peut choisir une base (w;) de  qui se compose de différentielles invariantes par translation,
plus précisément, si la comultiplication

prA— ADRA
définit la structure de groupes formelle, alors du : Q — Q & ) satisfait
dp(w;) = w; ® w;.

Pour la base correspondant (w}) dans la copie £ de €, on obtient I’égalité dy(w;) = p”w; par
définition de ¢ (qui provient du morphisme p” : T' — T'). Donc, si on passe & A"Q et A, on voit
que a = p™”. Puisque le rang de A sur A’ est p”h. On a N 4,4/ (a) = a?"’ = p""phy et I’énonceé de
la proposition résulte du Lemme (3.3.2). a

3.4 Dualité pour les groupes p-divisibles

Soit G = (G,,1,) un groupe p-divisible sur R. Pour tout v note G2 le dual de Cartier de G,,.
La suite exacte (6) avec ;4 = 1 montre que 'on a des monomorphismes

-D . ~D D
.]1/ 'GV —>Gu+17

ot jP est le dual de Iapplication j;, : G,11 — G, induite par la multiplication par p. On a
déja vu que les G2 sont des schémas en groupes des méme ordres que les G, respectivement.
C’est-a-dire, on a un systéme inductif

GP =(G7,5))v>0
tel que G2 est un schéma en groupe fini sur R d’ordre p*". On a une suite exacte

D D
J1,v 1
0—>G£)—>Gf)+1—>G?—>O.

Et comme p” = j2, -iP on voit que Kerp” = Keri, = Im j , et la suite

.D v
3y p
0— G{? - GuD+1 - GyD+1

est exacte. Donc, G est un groupe p-divisible, le dual de G. Comme G, et G2 ont le méme
ordre pour tout v, les groupes G et GP ont la méme hauteur. Si ’anneau de base R est complet,
local et noethérien de caractéristique résiduelle p > 0 (comme dans la partie (3.3), de sorte que
la dimension de G est définie), on a :

Proposition 3.4.1 Soient n et n? les dimensions de G et de son dual GP. Alors, n +n" = h,
la hauteur de G et GP.
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DEMONSTRATION : La dimension et la hauteur de G ne changent pas si on réduit G modulo
I'idéal maximal de R (voir démonstration de la Proposition (3.3.1). On peut donc se ramener
au cas ol R = k est un corps de caractéristique p > 0. Du diagramme (7) on déduit que
KerV 2 Kerp/ Kerf et donc une suite exacte

0 — Kerf — Kerp — KerV — 0.

Mais, Ker p = G est d’ordre p" et Ker f est d’ordre p™. En effet, f est injectif sur G°*, donc son
noyau sur G est aussi son noyau sur la composante connexe G° et on peut identifier Ker f avec
un groupe de Lie formel de n paramétres. Une remarque dans la démonstration de la Proposition
(3.3.1) montre que l'ordre de Ker f est p™. Puisque f et V sont en dualité par rapport a la dualité
de Cartier, Ker V est le dual de Cartier du co-noyau de I’application f : G — F(GP) = F(G)P.
En conséquence, Ker V est d’ordre p"D.Par la multiplicativité des ordres dans une suite exacte,
on a alors p" = p" - p™, d’ott 'énoncé. O

Exemples. (d) Pour le groupe p-divisible G,,(p), on a h = n = 1. Son dual est le groupe p-
divisible étale Q,/Z, pour lequel on a h =1 et n = 0.

(e) Soit X un schéma abélien de dimension n sur R. Si le schéma dual X P existe, on observe
qu (X (p))P = XP(p). Les groupes X (p) et XP(p) sont de hauteur 2n et de dimension n. La
partie connexe X%(p) de X(p) est la complétion formelle de X le long de la section nulle et est
de hauteur comprise entre n et 2n. Par exemple, si X est une courbe elliptique (n = 1) alors la
hauteur de X (p)° est 1 ou 2 selon que I'invariant de Hasse de X (p) est non-nul ou nul.

3.5 Le module et le co-module de Tate

Soit R un anneau complet de valuation discréte de corps résiduel k = R/m de caractéristique
p > 0, et soit K le corps de faction de R. Soit L la completion d’une extension algébrique (pas
forcément finie) de K. L’anneau des entiers Oy, est un anneau de valuation, complet et de rang
1. Cependent, sa valuation n’est pas discréte en général.

Soit G un groupe p-divisible sur R. On définit le groupe G(Oy,) de points de G a valeurs dans
Oy, par

G(OL) = lim‘G(OL/miOL),
o1

ol m est 'idéal maximal de R et ou

G(Op/m'Op) = lim G,(Op/m‘Oyp).

Evidemment, G(Or) est un Z,-module. La définition des groupes p-divisibles implique que le
groupe G, (O /m*Oyr) est le noyau de la multiplication par p” dans G(Or,/m?Or). Par conséquent,
le noyau de la multiplication par p” dans G(Op) est lim G,(Or/m'OL) = G,(Oy), et le sous-

groupe de torsion de G(Op) est
G(Op)tors 2 lim G, (Op).

Généralement, on ne peut donc pas échanger les deux limites. Par contre, si G est étale sur R, alors
les applications G, (O /miT10r) — G,(Or/m'Op) sont bijectives pour tout i € N. Maintenant,
on voit facilement, que G(Or) est une groupe de torsion si G est étale (on a G(OL)tors =
V]LH;QG,,(OL) = ullnéoggmiG”(oL/miOL) = olgmiUILrEoGy(OL/miOL) = Ol(i)miG(OL/miOL) =
G(Or)).

En général, si G, = SpecA, et A = lim A, et A, = A/J,, alors un point € G(Or)

oO—V

peut s’identifier & un homomorphisme A — Op, qui est continu pour la topologie de la valuation
dans Oy, et la topologie définie par les idéaux m*A + J, dans A. En particulier, si G est connexe
correspondant & un groupe de Lie formel T', tel que A = R[[X,...,X,]], alors par le Lemme
(3.3.1) et par ce que 'on a dit auparavant, G(QOp,) est le groupe de points x = (z1,...,z,) de T’
a coordonnées x; dans l'idéal maximal de Or. En particulier, si G est connexe, alors G(Op) est
un groupe analytique.

On considére maintenant la suite exacte (8), et soient A°t et A° les algébres de G et G°.



3.5 Le module et le co-module de Tate 29

Proposition 3.5.1 Si le corps résiduel k de R est parfait, alors Uapplication G — G*®* admet
une section formelle et donc la suite

0— G°0L) — G(OL) — G(Or) — 0
est exacte.

DEMONSTRATION : Si R = k, la suite exacte (8) est canoniquement scindée et par conséquence

on a les identifications
A= AO@RAet = Aet[[Xh o 7X7L]]

mais par plattitude de A sur R, on a les mémes identités dans le cas général : grace a cela la suite
mentionnée est toujours scindée. En conséquence, la suite

0— G°0L) — G(OL) — G*(OL) =0

est exacte. O

Corollaire 3.5.1 Siz € G(Oy), alors il existe une extension L' de L et un élémenty € G(Or/),
tel que py = .

DEMONSTRATION : D’aprés la proposition précédents, il suffit de prouver I’énoncé pour G et G
séparément. Pour la partie connexe, il est induit par le fait que Iapplication p : G® — GO fait de
A% un A°-module libre de rang fini, en particulier p est surjectif et donc on trouve un élément
y € G°(Or/) avec cette propriété. Pour la partie étale, on peut encore supposer que R = k, et la

surjectivité des application G, 41 ELIN G, induites par la multiplication par p donne le résultat
voulu. O

Corollaire 3.5.2 Si L est algébriqguement clos, alors G(Or) est divisible.

DEMONSTRATION : La surjectivité de p : G(Or) — G(Oy) résulte du corollaire précédent. Comme
son noyau est fini, on a la divisibilité de G(Op). a

Désormais, on suppose que le corps résiduel k& de R est parfait et la caractéristique de son
corps de fractions K soit nulle. Cette derniére hypothése est particuliérement importante pour
la suite, car premiérement, elle permet de décrire G(Or) localement comme L4™ ¢ 3 travers une
appication logarithme ; deuxiémement, les G, X g K sont automatiquement étales, donc G, (Or,)
(isomorphe G, (L) comme G, est fini est plat sur sur R) est isomorphe & (Z /p” Z)" pour L assez
grand (dépendant de v).

On va d’abord introduire le logarithme. L’espace tangent de G a Dorigine est par définition
I'espace tangent du groupe de Lie formel I' correspondant & G° & l'origine. On note tg (L) ses
points & coefficients dans L. Un tel point est une application R-linéaire 7: A° — L telle que

7(fg) = F(0)7(g9) + g(0)7(f) pour tout f,g € A° = R[[X1,..., Xp]],

oti de fagon équivalente, c’est une application R-linéaire de 3°/(3%)% vers L ot 3° = (X1, ..., X,) 40
est I'idéal d’augmentation de A° (cette derniére est induite par la restriction de 7 a 39). Pour
cette raison, tg(L) est un espace vectoriel de dimension n = dim G sur L. On définit ’application
logarithme log : G(Opr) — tg(L) par la formule

z) — f(0
(logz)(f) = lim (W) pourz € G(Op)et f € A°.
Remarquons que pour i grand, on a p'z € G°(Or), car G°*(Or) est de torsion. Mais il y a une
autre définition. On peut identifier 3°/(3°)? avec I'espace de formes différentielles w sur T' et
définir pour s € G°(Oy)
(log z)(w) = Q(x),

ou QX) € K[[Xy,...,X,]] est tel que Q(0) = 0 et dQ = w (voir [16]). L’application ainsi
définie est bien-définie car ) est unique par le Lemme de Poincaré Formel. Le logarithme est un
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homomorphisme Z,-linéaire et un isomorphisme local. Autrement dit, si P~ < |p|, le logarithme
fournit un isomorphisme entre le groupe de points = = (;) dans G°(Or) avec |z;| < ¢ pour tout
i € {1,...,n} et le groupe de points 7 € t¢(L) avec |7(X;)| < ¢ pour tout i. On en déduit, que
le noyau du logarithme est le sous-groupe de torsion de G(Op) et que son co-noyau est de méme
un groupe de torsion. Pour résumer, on dispose d’un isomorphisme

G(Or) ®z, Qp=ta(L).

L’image de G(OL) est contenue dans un Op-sous-module finiment engendré de t¢(L) si la valu-
ation de Op, est discréte, tandis que log G(O) = tg(L) si L est algébriquement clos.
Exemples. (f) Si G = Gy, (p) = (ipv, 1), alors G(Op) est le groupe des unités congrues a 1 dans
Or, comme sa hauteur est 1 (cf. exemple (b)) on a tg(L) = L et le logarithme est le logarithme
p-adique habituel log,,.

(g) Soit X un schéma abélien sur R et G = X(p). On peut identifier G(Op) avec le sous-groupe
de X (Op) qui consiste en les points = dont la réduction modulo I'idéal maximal de Oy, est d’une
puissance finie de p. Dans ce cas, on identifie G°(Or) au noyau de I'application de réduction.
L’application logarithme fut étudiée dans le cas général par A. MATTUCK [11], et pour les courbes
elliptiques par E.LuTz [9].

On note K une cloture algébrique de K. Si X est un schéma en groupe commutatif ou un
groupe formel sur R, on peut définir le module de Tate de X par

T,(X) = lim (Ker(X(F) ?, X(F)) .

Si X = lim G, = G est p-divisible, alors

V—00

T,(G) = lim G, (K).

o0V

Dans ce cas, on peut aussi définir le co-module de Tate par
P,(G) = lim G,(K).

Comme on a supposé que la caractéristique de K est nulle, les G, ® g K sont étales et par
définition des groupes p-divisibles, on sait que ®,(G) et T,(G) sont des Z,-modules isomorphes
a (Qp/Zp)" et ZZ respectivement (ou h est la hauteur de G), sur lesquels l’action du groupe de
Galois Gal(K/K) est continue. On a des isomorphismes canoniques

,(G) =T,(G) Rz, (Qp/Zy) et Ty(G)= Homgz, (Qp/ Zp, 2,(G)),

en conséquence, si on connait 7),(G) on connait ®,(G) et vice versa. En outre, la connaissance d’un

des deux équivaut a la connaissance de la fibre générique G® g K du groupe p-divisible G. En effet,

comme G, Qg K est étale parce que K est de caractéristique nulle, il est déterminé par le module

de Galois (G, ®@r K)(K), c’est-a-dire par G, (K ). Cependant, on a T,(G)/p*T,(G) = G, (K) per

definitionem du module de Tate : le module de Tate détermine la fibre générique et vice versa.
Remarquons, que les applications G, (Or) — G, (L) sont bijectives, donc le co-module de

Tate ®,(G) est le groupe de torsion de G(Op) si L est une complétion de K.

Exemples. (h) Si G = G,,(p), alors ®,(G,,(p)) = VILH;O Ker(Gpm(p) 2= G (p)) = {z € G(p)*Fv: - 1}

les racines de 1’unité d’ordre une puissance de p dans K. On note
Zp(1) = Tp(G(p))-
Dans ce cadre, on définit aussi le caractére cyclotomique
Xeyel : Gal(K/K) — Z,
par son action v((pn) = (.

(i) Si X est un schéma abélien de dimension n sur R, et G = X(p), alors T,(G) = T,(X) est
I’espace de la représentation p-adique de rang h = 2n introduite par WEIL.
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4 Théorémes sur les groupes p-divisibles

4.1 La décomposition de Hodge-Tate

Soit G un groupe p-divisible sur un anneau de valuation discréte R qui est complet et de
caractéristique mixte. Rappelons que ’on note K le corps de fractions de R et C' la complétion
d’une cloture algébrique de K. Si G désigne le dual de G, la dualité de Cartier (voir sous-section
(2.2)) entraine

G{,j(@c)% Homp, (G, ®r O¢,G,, @z Oc) pour tout v € N.
En passant & la limite projective quand v — oo, on obtient un isomorphisme
T,(G”)= Homo,, (GOROc, Gm(p)@rOC)
ot G, (p) est le groupe p-divisible de G,,. On en obtient des accouplement
T,(GP) x G(Oc¢) = (G (p)) (Oc) 2 U

et
T,(GP) x tc(C) = te,, (1 (C) = C,

ot U dénote le groupe des unités congrues a 1 dans O¢ (cf. example (f) de la sous-section (3.5)).
Cet exemple montre aussi que les accouplements sont compatibles avec 'application logarithmique
log : G(O¢) — tg(C) introduite dans la partie (3.5) et le logarithme p-adique habituel log, :
U — (. Les noyaux de ces aplications logarithmes sont les groupes de torsion de leurs domaines
de définition. Comme le logarithme est un isomorphisme local et C est algébriquement clos et
te(C) un espace vectoriel sur C, la propriété de divisibilité implique qu’elles sont surjectives.
Ainsi on obtient un diagramme commutatif exact

(I)p(G) G(OC)

. | N

0 — Homg, (TP(GD), Uiors) —> Homgz, (Tp(GD), U) ? Homgz, (TP(GD)7 C)——=0,

(9)
ot T,(GP) est libre de rang h = hauteur de GP = hauteur de G sur Z,, oit Uyors = @, (G, (p)) est
le groupe de racines de l'unité dans U (voir sous-section (3.5), exemple (c)). Les fléches verticales
sont Gal(K /K )-équivariantes, 'action de Gal(K /K ) sur un homomorphisme f étant donnée par
(vf)(x) = v(f(y1z)). Celle de gauche est limite inductive de dualités parfaites et les autres des
accouplements précédents.

Lemme 4.1.1 Soit W un C-espace vectoriel muni d’une action semi-linéaire de Gal(K/K),
c’est-a-dire telle que y(cw) = v(c)y(w), pour v € Gal(K/K), c € C et w € W. Alors lapplication
C-linéaire -

WOANK/K) @ ¢ — W

est injective.

DEMONSTRATION : Il s’agit de voir qu'un ensemble d’éléments (w;);c; € WGal(K/K) indépendant
sur K est indépendant sur C'. On considére une relation minimale non triviale Zie rcw; =0
avec (¢;)ier € C. Il faut montrer que tout les ¢; sont nuls. Supposons que ce n’est pas vrai. Quitte
a diviser la relation par un des coefficients non nuls, on peut supposer ¢;, = 1 pour un ¢y € I. Si
on applique les éléments v € Gal(K /K) on obtient

0=r <Z Ciwi> =D ley(w) =wi, + Y Ae)wi.

icl icl ieI—{io}
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En formant la différence avec la somme initiale on a
0= > (ehwi—cw) = Y ((e) —c)wi
iel—{io} iel—{io}

Cependant, la relation initiale était minimale et pour cela ~(¢;) = ¢; pour i € T — {ip} et pour
tout v € Gal(K/K). Il en résulte que ¢; € K pour tout i € I, et donc ¢; = 0 par hypothése. O

Proposition 4.1.1 Le morphisme «q est bijectif et o et da sont injectifs.

DEMONSTRATION : La preuve s’effectue en plusieurs étapes. o
(1) On montre d’abord que oy est bijectif. En effet, on sait que GD(K) = GD(O¢) = G2(0).
Comme K est de caractéristique 0, la dualité de Cartier fournit une dualité parfaite

G,(C) x G2(C) = G,n(p),(C) pour tout v € N,

puisque G, Hom (G2, G,,(p)) et GP= Hom(G,,G,,(p)). En passant a la limite inductive, on
en déduit un isomorphisme

lim G, (C) — lim Hom(G2(C),G,,(p),(C)) = Hom(T,(GP), Uiors)

Remarquons que le passage 4 la limite projective fournit un isomorphisme Gal(K /K)-équivariant :
T,(G) = Hom (TP(GD)a ZP(1)>

avec Z,(1) = T, (G (p) = lim gy (Oc).

(2) Les ensembles Ker o et Coker o sont des espaces vectoriels sur Q,. Par I’étape précédente,
on a Kerag = Coker oy = 0. En conséquence, le lemme de serpent appliqué au diagramme (9)
montre que les noyaux (resp. les conoyaux) de « et da sont isomorphes. Comme da est C-linéaire
et en particulier Q,-linéaire, ces quatres ensembles sont des espaces vectoriels sur Q,,.

(3) On a G(R) = G(O¢) N E/EK) et to(K) = te(C)@ME/K)  On sait déja que K = H(K, C) =

CCal(K/K) par Théoréme (1.3.1), ce qui implique R = Ogal(?/K). D’ot I’énoncé.
(4) L’application « est injective sur G(R). D’apreés les étapes (3) et (2) le noyau de la restriction

algry est le Qp-espace vectoriel (Ker a)Gal(?/K) et par conséquent divisible par p de fagon

unique : la multiplication par p y est bijective. On traite d’abord le cas ou G est connexe.
On rappelle que la valuation de R est discréte. Si x est un point dans G(R) dont toutes les
coordonnées sont dans m¥p, ol mp est l'idéal maximal de R, alors les coordonnées de pz sont
dans mﬁ;fl. Cela implique que (p"G(R) = 0, G considéré comme groupe de Lie formel. On a
donc Ker(a) N G(R) = 0. Pour le cas général, on utilise la fonctorialité du diagramme (9) avec
G® — G, ou GV est la partie connexe de G, et le fait que T,(GP) — T,((G°)” est surjectif. On
voit alors que Ker a N GO(R) = 0. Mais puisque Ker « est un espace vectoriel donc sans torsion,
et comme G(R)/G°(R) est de torsion, Kera N G(R) = 0 et «|g(r) est injectif.

(5) Le morphisme da est injectif sur to(K). D’aprés le diagramme (9) et le point (4), do est
injectif sur log(G(R)). Cela résulte de ce que ce dernier engendre le Q,-espace vectoriel tg(K).
(6) L’application da est injective. Il y a une factorisation de da

ta(C) 2 tg(K) ®x C — Homg, i) (Tp(GP), C) ®x C — Hom(T,(GP), C).
La fleche a gauche est injective par I’étape (5). Celle a droite l'est par le Lemme (4.1.1) comme

Gal(K/K)
Homg, i/ 50y (Tp(GP), C) = (Hom(T,(GP), C)) .
(7) L’application o est injective. Cela résulte immédiatement du raisonnement de ’étape (2). O

Théoréme 4.1.1 Les applications
G(R) =~ HomGal(?/K) (TP(GD)7 U)

et
da
ta(K) = Homg, /) (T,(G"),C)

induites par « et par da sont bijectives.
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DEMONSTRATION : L’injectivité de ces applications fut montrée dans la Proposition (4.1.1). En
outre, I'égalite K = CG2UE/K) et le diagramme (9) montrent les inclusions

Coker ap C (Coker a)Gal(?/K) et Cokerdap C (Coker da)Gal(?/K).

Mais comme Coker « et Coker dar sont isomorphes d’aprés le lemme du serpent dans le diagramme,
on voit que l’application Coker ap — Cokerdapg est est injective. On peut donc se restreindre a
montrer la surjectivité de dag. Cela revient & une question de dimensions car dag est K-linéaire
et injectif. On considére les C-espaces de dimension h = ht(G)

Hom (T,,(G),C) et Hom (T,(G),C)

sur lesquels Gal(K/K) agit de fagon semilinéaire. Posons
dD — dlmK (Hom (Tp(GD), C)Gal(K/K)) , d — dlmK (Hom (/1—11)((;,)7 C)Gal(?/K))

n=dimG = dimg tg(K), nP =dimGP = dimg teo (K).

Par injectivité de dar on connait déja les inégalités n < dP et nP < d. Comme n +nP = h
d’aprés la Proposition (3.4.1), il suffit de voir que d + d” < h.

Comme vu dans Iétape (1) de la Proposition (4.1.1) T,,(G) = Hom (T,(GP), Z,(1)) et T,(GP) =
Hom (T,,(G),Zy(1)). En conséquence,

Hom (T,(GP), C) = Hom (Hom(T(G), Z,(1)), C) = T,(G) @ Hom(Z,(1), C).

Par définition Hom(Zy(1), C) est isomorphe a C(—1), le corps C' muni de Paction de Gal(K/K)
tordue par le caractére cyclotomique inversé xcya : Gal(K/K) — Z;. Ceci nous donne un

accouplement Gal(K /K )-équivariant parfait canonique
Hom (T,,(G), C) x Hom (T,,(G?),C) — C(-1). (10)

D’aprés le Théoreme (1.3.2), C(—1)G2l(K/K) — HO(Gal(K/K), C(-1)) = 0. Etant donné que les
espaces Hom (T,,(G), €)™ 5/%) ot Hom (T,(GP),C) Gal(K/K) Sont accouplés dans C(—1)CalE/K),

les sous-C-espaces vectoriels Hom (T, (G), C’)Gal(K/K) C et Hom (T,,(GP),C) G/ 4o Hom (T,(G),C)
et Hom (T p(GD ), C) sont orthogonaux. D’autre part, leurs dimensions respectives sont d et d”

par le Lemme (4.1.1) : on a bien d+d” < h = dim¢ (Hom(7T,(G), C)) = dime (Hom(T,(GP), C))

d’ott le théoréme. a

Corollaire 4.1.1 Le Gal(K/K)-module T,(G) détermine la dimension n de G.

DEMONSTRATION : Le module de Tate T,(G) détermine la fibre générique G ® g K. En outre, on
sait que GP @p K = (G ®@r K)P. Donc, T,(G) détermine GP @ K et T,(GP). Mais d’aprés le

Théoréme (4.1.1) on an = dimg (tg(K)) = dimg (HomGal(?/K)(Tp(GD), C)) a
Corollaire 4.1.2 (Décomposition de Hodge-Tate). Le Gal(K/K)-module Hom (T,(G),C) est
canoniquement isomorphe a la somme directe

tao(C) &g (C) ©c C(-1),
ot t¢, est l’espace co-tangent de G' a l'origine.

DEMONSTRATION : Vide supra (discussion précédant la Proposition (4.1.1) que les applications
da : tg(C) — Hom(T,(GP),C) et daP : tgo(C) — Hom(T,(G),C) sont injectives. En outre,
leurs images sont orthogonales sous l’accouplement (10) (preuve du Theoreme (4.2.1). Il en résulte
une suite exacte

0 — te0(C) 227 Hom(T,(G), C) — Home(t(C), O(~1)) = t5(C) @c C(—1) — 0.
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L’énoncé est prouvé si on réussit a démontrer que cette suite est scindée de fagon unique com-
patible avec l’action de Gal(K/K). Comme tgp(C) et to(C) sont des C-espaces vectoriels de
dimensions respectives n” et n, la suite est de la forme

0— C"” = Hom(T,,(G),C) — C(—1)" — 0.

Pour montrer que la suite est scindée, il s’agit de construire une section Gal(K /K )-équivariante.
Appliquons le foncteur Homg g, 1) (C(=1)", ) :

0 — HomC[Gal(?/K)](C(—l)nv CmD) - HomC[Gal(?/K)] (C(=1)", Hom(T},(G),C))
—  Homggaw)xy (C(-1)" C(=1)") — EthC[Gal(f/K)]<C(_1)n7CnD) S
Mais Home (C(—1)",C"")) ~ C(1)™"” : la suite exacte qui précéde se reéerit
0 — H° (Gal(F/K), 0(1)"nD) — H° (Gal(K/K), Homc: (C(—1)", Hom(T,(G), C)))
—  H (Gal(K/K), Home(C(=1)", C(—=1)")) — H' (Gal(?/K)7C(1)mD) .

D

Mais d’aprés le Théoréme (1.3.2) on a H° (Gal(f/K),C(l)"” )
0 (Gal(F/K) 0(1)va) — HY(K,C(1))™" =0, donc

= HY(K,C(1))™"” = 0 et

H (Gal(K/K), Homc (C(—1)", Hom(T,(G),C))) = H° (Gal(K/K), Home (C(~1)", C(=1)")),

ou
Hom g7/ 1y (C(=1)" Hom(T},(G), C)) = Homp i, 1y (C(=1)", C(=1)"),

ce qui montre et l’existence et 'unicité d’un scindage. a

Remarque 4.1.1 Si G = A(p) est un groupe p-divisible associé & un schéma abélien A sur R,
la décomposition de Hodge-Tate prend la forme

H' (A9rK,Q) ® C =H (A®R C,Q%g,c) ®H (AR C, Uy, ) ® C(-1),

o la cohomologie & gauche est la cohomologie étale p-adique de A. En 1988, G.FALTINGS a
démontré dans [3] une décomposition analogue (« de Hodge-Tate ») pour la cohomologie étale
p-adique des variétés propres et lisses sur K.

4.2 La détermination d’un groupe p-divisible par son module de Tate

Théoréme 4.2.1 Soit R un anneau intégre, intégralement clos et noethérien de corps de fractions
K de caractéristique 0. Soient G et H deux groupes p-divisibles sur X. Un morphisme [ : G ®p
K — H ®pr K entre les fibres générique s’étend de facon unique en un morphisme G — H.

Comme on ’a vu lors de la preuve du Corollaire (4.1.1), ce théoréme équivaut a :

Corollaire 4.2.1 L’application Homp(G, H) — Homg, /) (Tp(G), Tp(H)) est un isomor-
phisme.

Un autre corollaire essentiel est le suivant.

Corollaire 4.2.2 Soit g : G — H un morphisme dont la restriction G ®r K — H @ K est un
isomorphisme, alors g est un isomorphisme.

Lemme 4.2.1 Pour démontrer le théoréme 4.1.2, on peut supposer que R est un anneau de
valuation discréte complet, de caractéristique mizte (0,p), a corps résiduel algébriqguement clos.
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DEMONSTRATION : Par normalité de R, on a R = 0‘43 premier ht()=1 1op €t les Ry sont des an-
neaux de valuation discréte. On peut donc déja supposer que R est de valuation discréte. D’autre
part, il existe une extension R’ de R qui est un anneau complet de valuation discréte de corps
résiduel k algébriquement clos tel que R = R'N K, ce qui permet de supposer R complet de corps
résiduel k algébriquement clos. En outre, on peut supposer que k est de caractéristique p, car si
char(k) # p alors aussi bien G que H sont étales et I’énoncé du théoréme est trivial. On montre

d’abord le Corollaire (4.2.2) directement de sorte qu’on puisse en déduire le théoréme. a

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE (4.2.2) : Soient G = (G,), et H = (H,), et (Ay)u, (By)y
les algébres de Hopf correspondantes. Par hypothése, on dispose d’un systéme cohérent d’ho-
momorphismes d’algébres u, : B, — A, dont les extensions u, ® id : B, g K — A, @r K
sont des isomorphismes. Puisque B, et A, sont libres sur R, les applications B, — B, ®gr K et
A, — A, ®r K sont injectives, les homomorphismes u, sont injectifs pour tout v € N. Il reste &
prouver la surjectivité. Pour cela, on examine les discriminants de A, et B, - s’ils coincident et
sont non-nuls, wu, est bijectif. D’aprés la Proposition (3.3.2) ces idéaux sont engendrés par une
puissance de p qui ne depend que de la hauteur et de la dimension de G et de H respectivement.
Mais la hauteur d’un groupe p-divisible est déterminée par sa fibre générique, de méme que sa
dimension comme mentionné dans la démonstration du Corollaire (4.1.1). Enfin, la bijectivité de
u, ® id entraine I’égalité des deux déterminants. |

Pour prouver le théoréme, on se servira de la proposition suivante.

Proposition 4.2.1 Soit F un groupe p-divisible sur R et M un Gal(K /K)-sous-module de T, (F)
et M un sous-Z,-module stable par Gal(K/K) et facteur direct de T,(F). Alors il existe un
groupe p-divisible T sur R et un homomorphisme ¢ : I' — F tel que ¢ induise un isomorphisme
T, (D)= M.

DEMONSTRATION : Comme le sous-module M € T,(F) est facteur direct, il correspond & un
sous-groupe p-divisible fermé
E, e FeorK.

On note E l'adhérence de E, dans I, qui est construite de la maniére suivante : soient B, la
R-algebre affine de F,,, Ay, la K-algébre affine de F.,, et

u, : B, Qr K — A,

le morphisme correspondant & l'inclusion F,, € F, ®g K. Notons A, l'image de u, dans B, et
posons
E, :=SpecA,.

Alors, pour tout v, le schéma FE, est un sous-groupe fermé de F,,, et les inclusions F,, — F, 11
induisent des inclusions E, — F, ;1. Posons
FE:= lim F,.
V—00
Bien que E ne soit pas forcément p-divisible et ne corresponde donc pas & nos exigences (vide
infra), sa fibre générique E xp K = E, l’est. Les quotients F;,1/FE; sont tués par p et p induit
des homomorphismes
Eirvy1/Eiv1 — Eip [ E;

qui sont des isomorphismes sur la fibre générique (en tant que groupes p-divisibles). Gréce a cela,
tous les D; ® g K (ou D; désigne l'algébre affine de F;;1/E;) peuvent étre identifiés. Par contre,
les D; forment une suite ascendante de R-réseaux dans une K-algébre finie et séparable. Etant
donné que R est noethérien, cette suite finit par devenir stationnaire et il existe un entier ig tel
que D; = D, pour ¢ > ig. Posons

I, = io+u/Eio'

La multiplication par p® induit un systéme cohérent d’homomorphismes I', — E,/Ey = E,, qui
sont des isomorphes sur la fibre générique. Si on réussit & démontrer que

F - UIJENFV
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est p-divisible, on a alors fini, car par construction 7,(I') & M. Pour cela on factorise I'homo-
morphisme p” en I',; 1 comme suit

v

p
= Eigtv+1/Eiy, — > Eig1v41/Eig

| |

B
Ei0+u+1/Ei0+V - io+1/Ei0

Fl/-‘rl Fl/-‘rl 5

ou « est la projection canonique, v 'inclusion canonique et 3 est I'isomorphisme (grace au choix
de i) induit par p”. Par conséquent, le noyau de p” est Ker(yo foa) = Kera 2 E, =T, ce
qui implique que T est p-divisible. O

L’exemple suivant di & SERRE montre le fait mentionné que E n’est pas forcément p-divisible,
autrement dit, que I’application ¢ n’est pas forcément une immersion fermeée.

Exemple. Soit X une courbe elliptique sur R dont la réduction X a un invariant de Hasse
non nul. On suppose que les points d’ordre p sont rationnels. Alors, il existe deux tels points
indépendants 'un de 'autre x et y, mais dont les points réduits par ’idéal maximal de R, T et
y coincident. Donc la suite

0— X & (X/F,z) x (X/F,y) — Coker ¢ — 0

est exacte sur K. Toutefois, ¢ n’est pas injectif sur R, parce que ¢(Z) = 0. Le passage aux groupes
p-divisibles associés fournit ’exemple voulu.

DEMONSTRATION DU THEOREME (4.2.1) : On applique la proposition & F = G x H et M,
le graphe de I'homomorphisme T,(G) — T,(H) correspondant & I’homomrphisme donné f :
G®r K — H ®p K. Comme ce graphe est facteur directe dans T,,(G x H), on obtient un
groupe p-divisible I' sur R et un homomorphisme ¢ : I' — G x H tel que sa composition avec
la premiére projection induise un isomorphisme T,(I') — T,(G), et donc un isomorphisme sur
les fibres génériques. D’aprés le Corollaire (4.2.2), proj; o¢ : I' — G est aussi un isomorphisme.
En conséquence, proj, o¢ o (proj; op)~! : G — H est une extension homomorphe de f per
constructionem de ¢. L’unicité peut se voir sur les algébres de Hopf : si on a des application
uy,u,: B, — A, qui coincident apres @K, c’est que u, = v,. O

Il reste & démontrer le théoréme initial.

DEMONSTRATION DU THEOREME (0.1) : Pour un schéma X intégre, noethérien et normal dont
la fibre générique est de caractéristique 0, il existe un recouvrement de voisinages ouverts du
point générique, X = J,;.; Ui, tel que les anneaux Ox (U;) soient intégres, intégralement clos et
noethériens de corps de fractions de caractéristique 0. Maintenant, on peut appliquer le théoréme
précédent aux homomorphismes restreints f,|v, : Gylu, — Hylu,. Donc, il existe des extensions
uniques f; : G|y, — Hy, de f, qui se recollent en f: G — H sur X. a
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